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Srftcg  flapitcl. 

53.  Seranffl^aitnc^ung  ber  ttitttenben  Stäfte*  2)te  Arftfte,  tDeld^e 
einen  ftatren  ftfiq)er  angreifen,  tonnen  xmx  unS  junftd^ft  ftetS  burd^  Se* 
laftungen  (oergl  gig.  1)  oeranf^aulid^t  benlen,  bie  oermittelft  eineS  ©eileS 
unb  einer  9lotte  (Slit^tung)  an  irgenb  einer  ©teile  beS  ftörperS  (SüngriffS:* 
punft)  jur  SBirhing  tontmen.  3118  ffiin^eit  ber  flraft  bient  ber  3wg  oi^t 
Srud  eine«  ftiloftüdeö,  ber  flraftlilo  ober  Iura  Äilo  l^eifet. 

54*  Stotit  iittb  ftinetit  SBenn  ftt^  fträfte,  roeld^e  an  einem  [tarren  Äörper 
roirfen,  gegenteilig  jerftören,  fo  fagt  man,  ba^  fte  im  ©leit^gemit^te  ftel^en. 
Sin  foI^eS  ©gftem  üön  Äräften  ift  oline  (£influ§  auf  ben  SBemegunggjuftanb 
beg  ÄarperS,  fo  bo%  biefer  3.  89.  unter  bem  Einfluß  jener  5h:&fte  in  Stuljc 
bleibt,  memt  er  o^ne  beren  Serüdftd^tigung  in  SRul^e  ift.  3Ölan  fagt  in  biefem 
gfaHe  (Slul^e)  oud^  oon  bem  Äörper,  ba§  er  ft^  im  ©leidig emid^t  befinbet, 
unb  bel^nt  biefe  SluSbrucfSroeife  unter  anbcrem  aud^  au8  auf  ftörper,  bie  ftc^ 
gleichförmig  unb  gerablinig  oerft^eben.  SHe  Seigre  oom  ©leit^gemid^te  ber 
flröfte  (nebft  i^ren  8Inn)enbungen)  mirb  ate  ©totif  Bejeid^net.  SBenn  fic^ 
Ärftfte,  meldte  on  einem  ftarren  Äörper  mirlen,  nid^t  gegenteilig  jerftören,  fo 
anbem  fte  beffen  SäemegungSauftanb.  S)ie  ße^re  oon  biefen  feberungen  mirb 
ftinetif  genannt. 

ob.  Strafte  an  einem  $untte.  SBenn  folt^e  äußere  5h:afte  in  bc:= 
liebiger  Slnja^I  in  einem  5ßunfte  beS  ftarren  flörperS  angreifen,  fo  laffen 
fie  ftc^  ftelS  gu  einer  SRefuItante  oereinigen,  meiere  auc^  ben  SBert  Siull 


^)  2)a  ed  aus  pöbagogifdgen  ®rünben  ^XDzdmä^xQ  erfdieinen  lann,  bie  SJledganit 
mit  biefem  Äapitel  ju  beginnen,  f 0  ift  beffen  (Eingang  möglid&ft  f clbftänblg  gehalten 
roorben. 
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Mafien  lann  (©letc^getoicfit) ,  imb  jtüar  gem&^  ben  Snttridelungen  ber  Qxn^ 
lettung  ®.  24  u.  f. 

ßicgen  bie  Strafte  babei  in  einer  ®erabcn,  fo  erfolgt  il^re  SSereinigung 
burc^  algebraifc^e  äbbttion  (oergl.  ®.  27  u*  28j. 

Siegen  fie  babei  in  einer  Sbene,  fo  ift  eine  ebene  $oIqgonbi(bung 
(geometrif(^e  ätbbition)  erforberlic^  ober  bie  Sejie^ung  auf  ein  3n)eiac^ftge$ 
ftoorbinatcntreug  (oergl.  ®.  25  u.  30). 

älnberenfalfö  ift  eine  r&umlic^e  ^olggonbilbung  (geometrifc^e  9lbbition) 
ndtig  ober  bie  SSeaie^ung  auf  ein  breiac^figeS  Stoorbinatenireug  (oergL 
©.  25  u.  32). 

S3ei  geU^nungen  arbeitet  man  am  beften  mit  btet  aufeinanber  fenf^ 
redeten  ^rojeltionSebenen. 

ßiegen  alle  fträfte  in  einer  (KBene,  fo  ift  für  jeben  5ßunft  biefer  (Ebene 
afö  ©re^unft  ber  bereits  au8  bwt  erften  JEJel^rgange  ber  5ß^r)fif  Belannte 
aWomentenfaS  (oergl.  ®.  37)  in  Oeltung.    SSergl.  aud^  ®.  253. 

@rri(^tet  man  in  bem  2)re^pun!te,  auf  ben  fic^  ber  äRomentenfag  be« 
jie^t,  jur  Sbene  ein  Sot,  fo  Iftit  ftd^  biefel^  dtö  bie  9Id^fe  auf f äffen,  um 
meld^  bie  einzelnen  jhftfte  Sre^ungen  l^erooraurufen  fu(^en.  S)en{t  man  ft(^ 
in  biefer  Sld^fe  auf  ber  Sbene  ftel^enb,  unb  gmar  einmal  auf  beren  einer 
unb  bann  auf  beren  anberer  ®eite,  fo  lamt  man  in  beiben  g&IIen  bie  9lid|« 
tung  von  ben  §ü^en  inm  Stopfe  burc^  einen  $feil  bejeid^nen.  äBäi^It  man 
einen  biefer  Pfeile  beliebig  avB,  unb  bejeic^net  man  femer  bie  il^m  ent^« 
fpred^enbe  Qatbaä)\t  afö  pofttio,  fo  lann  man  nun  biejenigen  äHomente  atö 
pofttio  bejeid^en,  meldte  für  einen,  in  ber  pofitioen  $albad^fe  ftel^enben 
äJeobad^ter  ber  U^raeigerbemegung  entfprec^en. 

äßirb  bie  ffibene,  meiere  bie  fträftc  entl^ält,  t)erf droben,  fo  ba^  ber  3)re^= 
punit  auf  ber  Sld^fe  gleitet,  fo  önbem  ftc^  bie  SOtomente  ber  einjelnen  Jhöfte 
unb  baS  äRoment  ber  9iefultante  nid^t. 

S)a  ftc^  nun  jebe  ftraft  im  Slaume  in  eine  Stomponente,  parallel  3U 
einer  fold^en  3Ic^fe,  unb  in  eine  Äomponentc,  fenfrec^t  3U  einer  folc^en  8lcf)fe 
jerlegen  läfet,  fo  lann  man  ben  SSegriff  ^ältoment  einer  ffraft*  aud^  auf  ben 
SRaum  auSbe^nen.  3)a  bie  erfte  flomponente  ben  Äörpcr  parallel  aur  8ldöfe 
ju  oerf (Rieben  ftrebt,  fo  benuftt  man  nur  bie  jmeite  jur  Silbung  beS  SKo* 
menteS,  unb  jmar,  inbem  man  ben  lürjeften  9lbftanb  jmifc^en  il^r  unb  ber 
Steife  als  beffen  9[rm  einfül^rt.    2)emgemä^  gilt  bie  Sr!l&rung: 

Unter  bem  äRomente  einer  ßraft  in  ääe^ug  auf  eine  äld^fe  vtx^ 
fte^t  man  baS  $robutt  auS  btm  fürgeften  älbftanbe  gmifd^en  Straft 
unb  Sld^fe  unb  ber  Äraftlomponente,  fenfred^t  gur  8ld|fc.  S)a8 
SSor^eid^en  beSJDtomenteS  ift  pofitio  ober  negatio,  je  nac^bem  bie 
entfpred^enbe  ©re^ung  für  einen,  in  ber  (millfürli(^  beftimmten)  pofi= 
tioen  ^albac^fe  ftelienben  SeobacI)ter  mit  ber  Ul^raeigerbemegung 
übereinftimmt  ober  nidgt. 

^rojigiert  man  bie  ^afte  fenlred^t  auf  eine  Sbene,  meiere  bie  9ld§fe 
red^tminflig  fd^neibet,  fo  finb  biefe  ^rojeftionen  bie  erforberlid^en  Jhraft« 
lomponenten,  m&^renb  bie  gugel^drigen  Slrme  bie  9lbftönbe  biefer  Stomponenten 
oon  bem  ®d^nittpunlte  ber  Slc^fe  unb  ber  Sbene  finb. 


§55.] 


ihäfte  an  einem  fünfte. 
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S)a  inncrl^alb  biefer  Sbenc  bcr  ärtomcntenfaft  gilt,  \o  gilt  er 
auäi  für  bie  Är&ftc  im  Slaume. 

Sieben  bem  ärtomentenfag  ift  für  ffrSfte  in  einer  Sbene  aud^  noc^ 
ber  airbcitSfag  (oergl.  ®.  38)  ein  mid^tigeS  ©ülfSmittel  ber  Unterfuti^ung. 
SBergl.  au(§  @.  242  u.  f.  ©eine  3lu8bc^nung  auf  Slröfte  im  Sftaume  ift 
nod^  einfa^er,  afö  bie  entfpred^enbc  Srroeiterung  beS  aKomentenfofteS. 

fOähm  bie  Shöftc  JBTi,  Äa,  .  .  .,  JBTn  bejm.  mit  ber  SKd^tung  ber  gerab« 
linigen  SSerfd^iebung  bie  SBinlel  «i,  o,,  . .  .,  «„,  mä^renb  bie  Slefultante  R 
mit  biefer  ben  äBinlel  a  bilbct,  fr)  gilt,  faÜS  man  bie  pöfitioe  X*3ld^fe 
mit  ber  attd^tung  ber  SSerfd^iebung  jufammenf allen  lä^t,  nad^  Oleid^ung  8 
itnb  9: 


BcOSn  =  Kl  cos  «1    -\-   K^COSUi    -\-   '  '  '   ^n  cos  «n. 

2)tn:d^  äRuItipUIation  mit  ber  93erfd^iebung  s\  entftel^t  l^ierauS  bie  ®Ieid^img 

Bscosa  =  Kiscosa^  -{-  K2SCOSU2  -]-  '  -  *  Knscosun, 

unb  biefe  fteöt  unmittelbar  ben  ärbeitgfag  in  ber  gefuc^ten  Srmeiterung  bar. 

aWan  ^at  fic^  babei  oorjufteßen,  ba^  ber  ftarre  Äörper  augleid^  mit  ben 

an  i^m  unoerönberlic^  (na^  Slngriffgpunlt,  SBert  unb  SHt^tung)  roirfenben 


8ig.  169. 


i\ 


/k 


0 


5häften   einer   gerablinigen   aSerfc^iebung    s 
unterliegt,  für  meldte  bie  SIrbcit  bered^net  mirb. 

gür  eine  frummlinige  SJerfd^iebung  ber* 
fetten  3Irt  gilt  ber  3lrbeit8fa6  t)on  (Element 
3u  (Element. 

Unterliegt  ber  ftarre  fförper  augleid^  mit 
ben  an  i^m  mirlenben  Straften  einer  8ld^fen# 
bre^ung  unb  ^mar  fo,  ba^  bie  Jtröfte  mieber 
relatiü  gum  fförper  unoerdnberlid^  ftnb,  fo 
treten  äftomentenfag  unb  SlrbeitSfa^  in  eine 
enge  SJegie^ung. 

S)a  bie,  ber  äld^fe  parallele  Stomponente 
einer  ftraft  bei  2)re]^ungen  ftetS  fenlrec^t  3ur 
SBal^n  il^reS  3Ingriffgpunfteg  fte^t  (cos  90»  =  0),  fo  leiftet  bei  fole^en  nur 
bie  anbere  Komponente,  aul^  meld|er  baS  älftoment  gebilbet  mirb,  9Irbeit. 
»eaeid^net  0  in  gig.  169  ben  ©urd^tritt  ber  Steife,  fenfred^t  aur  (Ebene  ber 
3eid^nung,  unb  K  bie  flomponente,  fenlrec^t  gur  8ld^fe,  fo  ^at  ber  SBeg  beS 
angriff ßpunfteg  A  oon  K  für  eine  ©rel^ung  mn  s  bie  ®rö^e  larcs,  fo  ba^ 
bie  entfpred^enbe  3lrbeit  für  UmÄÄ'*  =  0  anjufeften  ift  afö: 

Ä  =  K  .  l  arc  s  .  cos  «. 

S)a  Icoscc  ^=  k  ift   f 0  erl^ölt  man  bafür  auc§  bm  SBert : 

R  =  (Kk).arcB 93) 

b.  I|.  bag  5ßrobuft  auS  ffiraftmoment  unb  3Ircu§  ber  3)re^ung,  fo  bafe  bie 
Betrachtung  ol^ne  meitereg  auf  enblit^e  SBerte  oon  arce  auSgebcl^nt  merben 
fann  (oergl.  @.  256).  SBenbet  man  bie  oben  gewonnene  gformel  bei  Sfd^fen:* 
brei|ungcn  auf  ein  ©gftem  oon  flröftcn  mit  bem  Eingriff Spunft  ^  an,  fo 
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folgt  aus  ber  ©ültigleit  beS  aRomentenfaHed  aud^  für  biefen  gfaO  bie  tDeitere 
©ültigleit  beg  9lrbeitöfageS. 

@inb  bie  Strafte,  relatit)  jum  Stdrper,  üer&nberlid^,  fo  mug  ber  9tr&ett8« 
fag  Don  3^itelement  ju  3^ii^I^s>t^nt  aufgefteUt  toerben,  fo  bag  erft  ein 
©renjübergang  5U  (Srgebniffen  für  eine  enblic^e  3^it!><^u^^  f^^^* 

3m  (Segenfafte  ba^u  gilt  ber  3Komentcnfaö/  bei  beffen  SSemjenbung 
ja  feine  ßagenönbenmgen  (SJerrüifimgcn)  ber  Shäfte  ju  betxai^im  ftnb, 
inuner  für  einen  befttmmten  Q^itpi^nlt. 

SBenn  R  =  0  ift,  fo  fte^t  ba^  ©gftem  ber  Äräfte  im  ©leid^geroid^t 
unb  mngetel^rt. 

gür  bie  Sbene  löfet  fi(^  bie  »ebingung  R  =  0,  ba  R^  =  X^  -^  Y^ 

ift,  auftöfen,  in 

X  =  0    unb     r  =  0 94) 

ba  R^  als  ©umme  gmeier  (ftctS  pofitioer)  Ouabrate  nur  oerfd^minbcn  fann, 
menn  bie  einjelnen  5ßoften  oerfd^minben. 

Biegen  X*  unb  Y^Slc^fe,  roie.eS  bei  Slnmenbungen  üielfat^  ber  gaU  ift, 
be3m.  tjorijontal  unb  oertifal,  fo  !ann  man  bie  Sftegel  bilben:  Sür  bo8 
©leic^gemid^t  ift  notmenbig  unb  l^inreid^enb ,  ba^  fic^  bie  oertifalen  Äraft» 
fomponenten  unter  ftc^  unb  ba§  ftd^  bie  horizontalen  ftraftfomponenten  imter 
ftc^  gerftören. 

3m  3laume  lä^t  ftd^  bie  Sebingung  R  =  0  entfpredfjenb  auflöfen  in: 

X  =  0,     r  =  0,    Z  =  0 95) 

3ft  [R]  =  0,  fo  ift  bie  ©umme  ber  SKomente  ber  einzelnen  Äräfte  ftetS 
Sflull ,  ebenf 0  bie  ©umme  il^rer  *lrbeiten  für  jebe  beliebig  erbarmte  (oirtuetle) 
ßagenönberung  (SSerrüdung). 

3ft  [R]  ni^t  3lull,  fo  ^at  baS  aJloment  oon  [R]  für  jebe  a<%fe,  meiere 
bie  (Scrabe  oon  R  freuet,  ftetS  einen  oon  SRull  oerfd^iebenen  SSSert,  ebenf 0 
bie  atrbeit  oon  [R]  für  jebe  SSerrüdfung,  bie  nid^t  auf  [R]  fenlred^t  fte^t. 

gür  bie  ßbcne  folgt  im  befonbern  aug  bem  SSerf^roinben  eine«  SKo* 
menteS,  ba^  entmeber  bie  entfpred^enbe  Äraft  Stuß  ift  ober  baft  ber  ent- 
fpret^enbe  9Irm  9tull  ift,  fo  ba^  bie  flraft  im  leftteren  ^aSit  bmä)  ben  S)re^* 
punit  ge^t. 

SS  ift  bana^  leicht,  aud^  mit  ©ülfe  beS  SKomentcnfa^eS  unb  be« 
SlrbeitSfaHeS  auf  ba^  ©leit^gemi^t  3U  fd^lie^en. 

3)ie  (Sntmidtclungen  biefcS  ^aragrapl^en  gelten  nid^t  blo^  für  ftorre 
flörpcr,  fonbcrn  für  beliebige  Äörper,  ba  l^ier  nur  ein  5ßunlt  beS  ftörperS  in 
gragc  lommt,  mit  btm  man  ja  anä)  ftetS  eine  3l(^fe  fcft  oerbunben  benfen 
fann. 

56*  Äräfte  mit  äcrftteuten  «ngriffStmnften*  ©reifen  bie  Äröftc  nic^t 
in  einem  5ßunfte  beS  ftarren  fförperS  an,  fo  fprid^t  man  oon  ^ftraften 
mit  gerftrcuten  SlngriffSpunften''. 

S)a  ^ier  minbeftenS  jmei  oerfd^iebene  fünfte  beS  AörperS  in  Setrad^t 
au  jiel^en  fmb,  fo  ift  bie  3lrt  i^rer  Sßerbinbung  im  ©angen  beS  ÄörperS  oon 
Sebeutung. 
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gür  einen  ftarren  flötper  gilt  ber  ®a§^  ba^  ©egcnfräfte,  b.  ^.  Jltäftc 
von  gleichem  äBerte  unb  entgegengefegtem  @inne,  n^eld^e  in  einer  (aeroben 
liegen,  o^ne  SBirtung  finb,  alfo  beliebig  l^injugefügt  ober  fortgenommen 
merben  bürfen. 

®araüS  folgt  femer,  ba§  eine  flraft  ftetS  innerhalb  ber  ©eraben, 
auf  ber  fie  liegt,  beliebig  oerfd^oben  merben  barf,  ba  fte  boBei  im  SSerein 
mit  einer  feftliegenben  ©egenfeaft  in  jjcber  Sage  o^ne  SBirfmtg  ift.  SBcrgl. 
§  43  u.  44. 

S)aS  äftomcnt  einer  Äraft  änbcrt  ft(§  für  eine  beftimmte  Sld^fc  burd^  bie 
aSerf(|iebung  auf  i^er  ©eraben  nit^t,  ebenf omenig  bie  Slrbeit  für  eine  be^ 
ftimmte  SSerrüdung. 

S)aS  äJtoment  oon  ©egenfeftften  ift  für  jebe  8Id^f e  SRuII,  ebenfo  bie  Arbeit 
für  eine  beliebige  JBerrüdung. 

3lu^  für  bie  flröfte  mit  jerftreuten  SlngriffSpunlten  ift  eS  ^wzd^ 
mä^g  äu  unterf djeiben ,  ob.fie  innerhalb  einer  ©eraben  beS  ftarren 
AdrperS  liegen  ober  innerhalb  einer  feiner  Sbenen  ober  ob  feine  biefer 
einfad^en  Stnorbnungen  oorlianben  ift. 

S)abei  ift  ju  bebenfen,  ba^  man  für  bie  notroenbigen  ftonftrultionen 
beliebige  Seile  beg  SftaumeS  al8  Srmeiterungen  beS  ftarren  flörperg  an* 
fe^en  lann. 

57.  Gräfte  mit  jerfheitten  ^niti^^pnntttn  tnnerl^alb  einer  @eraben 
bed  ftarren  9'itptx^.  S)a  jebe  Straft  innerhalb  ber  ©eraben,  auf  ber  fie 
liegt,  oerfd^oben  merben  barf,  fo  lann  man  attcn  ffräftcn  irgenb  einen  ^unft 
0  ber  ©eraben  afö  gcmeinfamen  SKngriffSpunft  geben,  unb  bie  Äräfte  an 
biefcm  burd^  algebraifdf|c  8lbbttidn  oercinigen,  mie  bisher. 

58.  ^üfte  in  einer  @bene  mit  jerftreuten  3(ngrip)innFten  unb 
^räfte^^aare  in  txnn  @6ene.    SIeibt  man  gunäd^ft  bei  amei  ffiräftcn  [A'i] 

gig.  170  k.  gfig.  170  b.  gig.  170  c.  ^Ig.  170  d. 


[Kl 


unb  [Kz]  fielen,  fo  fmb  fd^on  Ijier  oicr  üerf(^iebenc  ^aüt  gu  unterfd^eiben, 
meldte  gig.  170  a,  b,  c,  d  barfteltt. 
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a)  S)ie  ®eraben,  ouf  rodd^cn  bic  fträfte  liegen,  fd^neibcn  ftci§.  SJerfd^iebt 
man  bie  Str&fte  auf  i^ren  ©etaben,  fo  ba^  beten  ®(^nittpunlt  gemetnfamer 
Eingriff gpunlt  njirb,  fo  tft  an  biefem  eine  Bereinigung  ber  Ärftfte  möglid^. 
ättan  erljält  eine,  auf  il^rer  ®eraben  Beroeglid^e  SRcfuItanteE. 

S)er  aKomentenfoö  gilt  weiter,  n?ie  leidet  erfid^tlit^ ,  ebenfo  ber 
arbeitgfaö  junäd^ft  für  JBerfc^iebungen  ber  Ebene  unb  bann  auc^  (mit 
Slücfftd^t  auf  ben  SOtomentenfag)  für  2)re]^ungen  ber  (Ebene. 

b)  S)ie  ilröfte  finb  gteit^finnig*  parallel.  S)a8  SJerfal^ren  ber  gig.  82 
fü^rt  ju  einer  3lefultante  vom  SBerte  Ki  +  Ä»,  meldte  mit  [K^]  unb  [Ä,] 
gleic^fmnigsparaM  ift  unb  bie  SBerbinbungögerabe  ber  Slngrippunfte  Ä^ 
unb  Ä.2  innerlid^  im  umgefe^rten  ihaftüer^ältniffe  (oergl.  gig.  79)  teilt. 
SBenbet  man  ben  STtamentenfag  unb  ben  Slrbeitdfag  auf  bie  jtröfte  in 
A  unb  in  B  unb  in  0'  ber  gig.  82  an,  fo  jcigt  fi(^  bei  äbbition  ber  brei 
entfpredienben  ©feid^ungen,  ba^  beibe  @d$e  meiter  in  (Geltung  ftnb. 

c)  S)ie  fträfte  finb  gegenfmnigs  parallel  unb  oon  oerfd^iebenem  SBerte. 
®a8  SBerfafjren  ber  gig.  81  fü^rt  ju  einer  SRcfuItante  nom  SBerte  Ki—Kj, 


5i0.  171. 


B  / 


H     Ai 


-: — A,* — }\   >> 


l80»-a 


meiere  bie  SHd^tung  ber  größeren  flraft  ^at 
unb  bie  SSerbinbungggerabe  ber  Eingriffs« 
puntte  ^1  unb  Ä.2  öu^erlid^  im  umge« 
f ehrten  flraftoerl^ältniffe  (oergl,  gig.  78) 
teilt;  ber  Seilpunlt  liegt  ftetg  auf  ber  Seite 
ber  größeren  Äraft. 

SRomentenf ag  unb  älrbeitSfa^  gelten 
weiter,  mie  unter  b). 

d)  S)ie  ftröfte  fmb  gegenfinnig  *  parallel 
unb  oon  gleichem  SBerte.  S)aS  äierfa^ren 
ber  gig.  81  fül^rt  (oergl.  aud^  §  49)  nic^t 
ju  einer  Slefultante,  eS  entf teilen  babei 

u ^    -n  oielme^r   ftetS  mieberum   jroci   gegenpunig* 

i  parallele  ftröfte   oon    gleid^em  SBerte,   loic 

gig.  171  geigt.  SBenbet  man  ben  SKomentenfag  bei  beliebiger  2oge  beS  S)rel)* 
punfteg  auf  bie  fträfte  in  Äi  unb  in  Ä^  an,  fo  erhalt  man,  falls  man  baS 
aHoment  oon  [K]  furj  burd^  3Ik  bcäeid^nct: 

Mh  +  Mk,  =  Mr, 

S)urd^  aibbition  ergicbt  fi^  ba  Mh  +  ^ü  —  0  ift: 

Mk,  +  Mk,  =  Mb,  +  Ms^. 

SJcgeic^net  man  ben  Slbftanb  oon  [iCj  unb  [Äj],  beten  SBert  K  l^eifeen 
mag,  burd^  k  unb  ben  3lbftanb  oon  [Ri]  unb  [II2],  bercn  SBert  R  l^^i^en 
mag,  burt^  r,  fo  ift,  roie  gig.  142  jcigt: 

Mk,  +  Mk^  =  —  K.h    unb     Mr,  +  Mr^  =  —  E.r 

unb  bcmnai^  gilt  für  jeben  ©tc^punft: 
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S)ie  9IrBett  bei  einer  SBerjd^ebung  [s]  ber  (Ebene  in  ^(!^,  innerl^alb  n)eld^er 
K^]  unb  [JTj]  unben)eglid§  ftnb,  l&at  für  [Äi]  ben  2Bert  K^scosa  unb  für 
-ffa]  ben  SBert  K^ s cos  (180^  —  a),  wie  gig.  171  geigt,  fo  ba§  bie  ent^ 
pred^enbe  SlrbeitSfumme  ben  SSSert  StuH  f^at 

gür  eine  ©rel^ng  um  s  l^at  bie  8lrBeit  ben  SBert  (Kk)arc6  nah  ixmx 
für  jeben  ©rel^punlt. 

S)a  ftc^  in  biefem  ($alle  d)  (2)re^ung)  ganj  anbere  Sejie^ungen  ergeben, 
als  in  ben  gäHen  a),  b),  c)  (SSerfd^iebung),  fo  jeiti^net  man  biefen  gall  ben 
brei  onbercn  gfäHen  gegenüber  ganj  befonberS  au8.  3Kan  nennt  bie  ftröfte 
[Kl]  unb  [K^]  in  i^rer  ^Bereinigung  ein  Ärftftepaar  (Srel^Iing,  S)re^paar) 
unb  bejeici^net  ben  Sttbftanb  h  ate  beffen  9Irm  ober  Sreite. 

Seifpiele  für  ftrftftepaarc:  S)ie  S)rude  ber  beiben  $änbe  an  bem'^  Duer« 
l^olj  eines  großen  S3oI|rcrS  ober  bem  Qzbtt  eineS  ©d^raubftodeS.  gig.  172 
jeigt  bie  Jträftepaare  eineS  penbeInben  fldrperS,  beffen  l^orijontale  ^d^fe  bei 
Ä  burd^tritt,  für  einen  SluSfd^Iag  nad^  linfö  unb  für  einen  3lu8f(§lag  nad^ 
rechts.  S)em  ©eroid^te  G  beS  ÄörperS,  meld^cS  ftd^  im  ©c^merpunfte  S  oer* 
biegtet,  entfprid^t  bie  Slealtion  ber  g^g^  172. 

8ld[jfe  A=  a,  fang  ber  flörpcr  au* 
näd^ft  burd^  eine  @tü§e  ü  im  ®Ieid^* 
gemic^te  gehalten  mirb.  S9et  SBeg« 
faQ  ber  ©tüHe  leitet  baS  flräftepaar 
ber  linfen  gigur  eine  (Segenbrel^ung 
jum  U^rgeiger,  baS  Shöftepaar  ber 
redeten  gigur  eine  htm  U^rjeiger 
entfprec^enbe  Sre^ung  ein. 

Sei  ber  Umformung,  meldte  in 
ben  göDen  1,  2  unb  3  gu  einer 
aiefultante  führte,  ge^t  hc&  gegebene  ffr&ftepaar  ftetS  mieberum  in  ein  Sh&fte* 
paar  über.  S)abei  behält  baS  5ßrobuIt  au8  ffiraft  unb  8trm  {K.lc)  benfelben 
SBert,  man  begeid^nct  eS  beS^alb  afö  hoS>  ärtoment  beS  flrftftepaarcg  unb 
jmar  mit  ber  üblid^en  aSorjeid^enbeftimmung. 

©in  aSergleidf)  ber  gölte  3  unb  4  jeigt,  ha^  man  im  ^oSit  4  oon  einer, 
in  unenblid^er  gerne  gelegenen  3lefultante  üon  unenblic^  Keinem  SBerte 
fpred^en  fann,  beren  3Roment  alfo  für  jeben,  im  (5nbli(^en  gelegenen  3)re§punlt 
bie  gorm  0  .  oo,  eine  SSerfd^Ieierung  oon  K  .k,  annehmen  mürbe,  mö^rcnb 
i^re  3lrbeit  für  jebe  enblid^e  SSerft^icbung  SRutt  märe. 

gür  3lnmenbungen  tritt  im  gaHe  4  an  bie  ©teile  beS  SBomenten:* 
faftcS  ber  ©ag,  ba^  ha%  SKoment  eineS  flröftepaareS  bei  allen  feinen  Um* 
formungen  benfelben  SBert  behält,  unb  an  bie  ©tcHe  beS  SlrbeitSfageS  ber 
®aS,  hoüsi  bie  9lrbeit  eineS  ftröftcpaareS  oom  3Bomcnte  Mo  für  jebe  cnb* 
lid^e  aSerfd^icbung  ben  SBert  3tuII  unb  für  jebe  3)re^ung  um  £  hzn  SBert 
Mo  .  arcB  l^at. 

5Eritt  gu  ben  beiben  Sräften  [K^]  unb  [K^]  eine  britte  ftraft  [K^]  ^ingu, 
fo  fü^rt  jeber  ber  oier  gäße  mieber  ju  neuen  Einteilungen  je  nad^  ber  ßage 
t)on  Zg  u.  f.  f. 

3nfoIgebeffen  mu^  man  ftd^  nad§  anberen  SScrfa^ren  für  bie  Se^anblung 

äBernitfe,  äßec^anif.    I.  21 
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opn  n  fold^en  Strftften  umfel^en;  eS  gtebt  bafür  fotool^t  eine  6efriebigenbe 
Äonftruftion  oIS  aiui^  eine  befriebigenbc  red^nerift^e  ßöfung. 

2)a6ei  fpielt  bie  Se^anblung  oon  Jhäftepaaren  gelegentlid^  eine  SRoQe. 

SHe  Dorftel^enben  Setrad^tungen  legen  f^on  bie  93ermutung  na^e,  ba^ 
an  einem  flt&ftepaare  lebiglid^  fein  Moment  bad  äBefentlid^e  ift,  ba^  alfo 
im  befonbem  ftröf tepaare  oon  gleid^en  3Komenten  einanber  erfeften  lönncn 
unb  bafe  fic^  mci^rere  ftcöftepaate  gu  einem  Äräftepaar  ^ufammenfaffen  laffen, 
beff en  SRoment  ber  (algebraif (§cn)  ©umme  ber  aHomente  bcr  einjelnen  5ßaare 
gleid^  ift. 

S)iefe  aSermutung  beftdtigt  fid^,  mie  bie  folgenbe  Setrad^tung  jeigt. 

»ig.  173. 


S)ie  beiben  ©eraben,  auf  benen  bie  beiben  Jlräfte  eineS  5ßaare8  berocg* 
lid^  finb,  jerlegen  bie  Ebene  in  brei  Xeile,  oon  benen  ber  innere  atö 
Streifen  beS  betreff enben  ?ßaarc8  begeid^net  merben  mag. 

(&&  gilt  junftd^ft: 

ßel^rfaft  I.  Qwti  flröftepaare,  beren  Streifen  fid^  fi^neiben, 
laffen  ftd^  burd^  ein  Äräftepaar  erfegen,  unb  jmar  ift  ba^  OKoment  bcS 
refulticrenben  5ßaareg  (3KitteIpaarc8)  gleid^  bcr  (algebraifd^en)  Summe  ber 
ältomente  ber  famponierenben  5ßaare  (Seitenpaare). 

aSerfd^iebt  man  bie  flräfte  ber,  in  gig.  173  urfprünglid^  in  bcr  f^raf* 
fierten  ßage  gegebenen  ?paare  an  bie  $ßunfte  A  unb  A',  fo  laffen  fid^  [Ki] 
unb  [K^]  3ur  Sftefultante  [B]  unb  [Ki]  unb  [Ki]  aur  9tefultante  [E']  ju^ 
fammenfaffen,  meldte  micbcr  ein  Sßaar  bilben.  SBenbct  man  ben  SKomentenfaft 
für  A*  als  S)re§punft  an,  fo  liefert  bie  ®ruppe  bcr  Äröfte  non  A'  leinen 
aSeitrag,  ba  jebe  Äraft  biefer  (Sruppe  burd^  A*  gef|t.    ^an  §at  alfo: 

(+  K,h,)  +  (—  K,1c,)  =  (-  Er). 

®a  bie  ®röfeen  biefer  (8Ieid^ung  nid^t  bIo|  bie  3Womente  ber  flräfte  in 
A  für  A'  atö  S)re^pun!t  barftcKen,  fonbern  au(^  bie  3Jlomcntc  bcr  in  Sftcbe 
ftel^enbcn  5ßaare,  fo  ift  unfer  Sag  bemiefcn. 
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SKon  üBcrjeugt  fit^  leidet,  ba^  biefc  8ctrad^tung  allgemein  gilt. 

gfolgerung  1.  Smü  Ärdftepaare  von  etttBegengefe^t^^gletd^cn  3Jlomcnten^ 
beren  ©trcifen  fid^  fd^neibcn,  lieben  ft(§  auf. 

3)a  nad^  SBoraugfcftung  bic  linle  Seite  ber  ®Ieid^ung  non  I  bcn  SBert 
SRuE  l^at,  fo  ift  Rr  =  0,  b.  ^.  eS  ift  r  =  0,  ba  B  ntt^t  ocrfc^roinbet.  ©ter 
werben  alfo  [R]  unb  [J?']  ®egcnfräftc. 

Folgerung  2.  3ebcg  fltöftepaar  lö^t  ftd^  Beliebig  in  feiner  Sbene  t)er* 
xMm  nnb  aui^  bmä)  ein  beliebige^  anbereS  ^aar  erfegen,  faQS  nur  bag 
äRoment  baSfelBe  bleibt. 

Sroei  ftröftepaarcn  I  unb  II  non  gleid^em  SRomente  in  beliebiger  ßage 
löfet  fid^  ftctS  ein  Jlräftepaar  III  tjon  entgegengefegt  »gleid^em  äftomente  (unb 
Sroar  auf  unenblid^  üiete  SBeifen)  fo  ^uorbnen,  bafe  beffen  Streifen  bie  Streifen 
jener  Beiben  fd^neibct.  S)a  I  unb  in  ftd^  gerftören  unb  ba  II  unb  in  fid^ 
jerftören  nat^  Folgerung  1,  fo  beftimmen  I,  II  unb  in  aufammen  ebenfo^» 
njo^l  II  otö  I,  b.  ^.  I  unb  II  ftnb  gegenfeitig^erfegbar,  unb  e8  W^t  fic^  I 
als  eine  SßerrfidEung  Bejn).  Umnianblung  oon  II  auf f äffen,  unb  inngefc^rt. 

golgerung  3.  3"^^^  fträftepaare  laffen  fid^  ftetg  bnxd)  ein  Shöftepaar 
erfegen,  unb  groar  ift  ba^  ältoment  beS  äRittcIpaareS  gleid^  ber  (algebraifd^en) 
Summe  ber  Seitenpaare. 

S)urd^  S^Ig^w^fl  2  ^^^^  ^i^  Sefd^ränlung  ber  Sage  oom  ßel^rfag  I 
aufgehoben. 

Sel^rfag  IL  beliebig  oielc  fträftepaare  laffen  ftd^  ftetS  burd^  ein 
fträftepaar  erfegen,  unb  gmar  ift  baS  WHommt  beS  äRitte^^aareS  gleich  ber 
(algebraifd^en)  Summe  ber  Seitenpaare. 

3llan  nerwigt  erft  groei  5ßaare  gu  einem,  mit  btefem  bag  britte  u.  f.  f. 
unb  jeigt,  bafe  bie  Slrt  ber  3iifommenfaffung  baS  g|g  ^74 

Ergebnis  (Summe !)  nid^t  Beeinflußt.  S)er  Sonber^j 
fatt,  in  bem  bie  Summe  ben  SBert  SluII  crl^ält,  ^^^ 

entfprid^t  bem  ®Ieid^gemid^tc  ber  $aare.  kv" 

gär  bie  grapl^ifctje  SIbbition  giebt  man  allen       X. 
paaren  entmeber  biefelBe  ftraft  P  ober  benfelBen   y     ^^.^ 
arm  p,  b.  ^.  man  löft  für  jebcS  5|Jaar  Kk  mU  \^ 

meber   bie  Aufgabe  KJc  =  P  ,  x,   b.   1^.  P  :  K  /g' 

=  k  :  X  ober  bie  8lufgabe   Kk  =  X  .  p,  b.   1^.         ^ 
p  :k  =  K:  X. 

ße^rfag  in.  ®in  Äröftepaar  unb  eine  flraft  (in  beffen  (Sbene)  tilgen 
fid^  nicmatö,  i^rc  SScreinigung  liefert  oielmefir  eine  ffiraft,  meldte  fxä)  alS  eine 
Beftimmte  5ßarattelDcrfdöieBung  ber  urfprünglid^  gegebenen  Äraft  auffaffen  läßt. 

Silbet  man  ba^  gegebene  Sßaar  oom  aHomcnte  Mo  mit  fträften  oom 
aBerte  K  ber  gegebenen  ftraft  [K],  fo  ift  ber  Slrm  k  beftimmt  burd^  bie 
©leic^ung  Kk  =  Mo.  geid^et  man  ba§  ^aar,  roie  gig.  174  geigt,  fo,  ba^ 
bie  flraft  [K]  bnxd)  eine  ber  fträfte  [K']  beg  5ßaare8  aufgehoben  mirb,  fo 
BleiBt  bie  ffiraft  [K']  übrig,  meldte  mit  [K]  in  SBert  unb  SRid^tung  über, 
einftimmt,  aber  um  k  gegen  Wefe  ocrfd^oben  erfc^eint. 

Folgerung.  Umgele^rt  Wftt  ftd^  eine  ftraft  [K']  um  k  oerfd^ieben,  Jo 
bai  [K]  entftet)t,  falls  man  ba^  5ßaar  auS  ben  ©egenfröften  oon  [K']  unb  [K'] 
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übet  ein  ^a«r  oon  flleic^em  SBlomente  au^egt.    aSä^tenb  eine  Straft  auf  t^ret 
(Setoben  betoeglii^  tft,  erfotbert  iebe  anbete  Serfi^ietiung  biefei  @etabeu 
ben  3ufaS  etneS  SßaareS,  ebenfo  tote  bte  S)reE|unQ  ben  S^fi^S  "i^n  ■ 
Äroft  ecfmbett. 

59.    ftonftrutlttit  (grofi^ifi^c)  Se^nttblnttfl  litt  Snfflobe  btS  §  58; 
SuItnonitS  fltoV^oftatijr^e  Äonprnftion.     Sig.   175  fteüe  ein  ©eU  bar, 
,  nd^tS  bei  ^  utib  K 
'  befeftigt  tft  ttnb  in  ben 
Sßimftcn  Ai.  A^,  A^  besro. 
but(^  bie  ftröfte  K,.  K^, 
Kg  angegtiffeit  micb,  unb 
anrnt  fu,  bofe  eine  Se= 
roegung  beS  ©eileg  au8= 
gefcfiloffen  ift. 

3erlegl  man  bie 
fträfie  K^,  K,,  K^  bejm. 
nac^  ben  Stic^tungen  bec 
Seilftücte  in  Ai,  A^,  A^, 
roie  eS  giß.  175  a  geigt, 
fo  pwb  [ifi]  unb  [Hi] 
ebenfo  roie  [HJ  unb 
[«■;]  ®egen!raftc,  roetl 
fti^  bie  ©eilftüde  H 
unblllinShi^Ebefinben, 
roafirenb  [//;)  bun^  bie 
Sefeftigung  in  M  unb 
[ZTg]  buT(^  bie  Sefeftigung 
in  N  aufge^Ben  roicb. 
SoS  ©qftem  [Kil  [Ä,], 
[Äj]  roirb  burtfi  bie  3"= 
legung  jurüdgefOEirt  auf  baS  @qftetn  [Hi],  [H-,],  för  tneli^eS  an  beten 
©i^ittpuntte  S  Stefultantenbtlbung  eintteten  tann,  fo  bag  [B]  ite  Stefultante 
non  [^.1  [E,l  [K,]  ifL 

Silbet  man  butc^  fßeift^iebung  ai^  ben  fc^iaffierten  S)teieden  bei  Ai, 
At,  As  bie  gig.  175b,  fo  finb  bie  Stieden  00,  Ol,  02,  03  bearo.  parallel 
au  ben  ©eilftöden  I,  II,  III,  IV  unb  fteUen  bet  JHeifie  not^  bie  Ätoftroette 
Hi,  H,  unb  Hi  Hi  unb  Hi  H^  bar,  roä^renb  0  3  fnnw^l  bie  iBefuItante  oon 
[£■,],  [Eil  [-^ai.  oIS  Qu^  bie  giefultante  oon  [Hi]  unb  [H^]  batfteUt,  meiere 
aud|  im  ^ßunft  S  bet  Sig.  175  a  geaeit^net  ifl. 

SHe  ©egmfrflfte  oon  [Hi]  unb  [Hs],  wrii^e  als  9iealtirinen  in  M  unb 
N  ouftteten,  fielen  mit  bet  Slefuttante  [II]  im  ©teicEigeniic^te. 

(SuImannS  gtap^oftatift^e  Äonftruttion  beftef|t  nun  batin,  ta^  man  bie 
gegebenen  fltäfte  mit  aetftieuten  ^ngriffSiiunlten  ftetiS  als  foli^e  ^äfte  an 
einem  ©eile  onfiBl)t  unb  biejeS  gemöfe  gig.  175  b  in  bie  Sigur,  roelrf)e 
gig.  175  a  entfptti^t,  etnaeti^net. 


§  59.]    ftonftrurtioe  (grai^lgifdge)  »el^anblung  ber  Aufgabe  bei»  §  58  u.  f.  w.       325 

3Kan  bilbct  bagu  aunftd^P  (owgl.  gig.  175  b)  au8  bcn  gegebenen  ihäften 
[K^],  [K^],  .  .  .,  [Kn]  baS  Sßolqgon  0  1  2  ...  w,  rocIdö^S  flraftpolggon 
ober  Äroftecf  l^ei^t,  unb  fd^tie^t  eS,  faüg  c8  fld^  nid^t  oon  jelbft  fc^Iie^t, 
buTc^  bie  ©trede  On,  XDäiHt  bann  einen  beliebigen  Ißunft  0  ber  Sbene  als  $oI 
aus  unb  giel^t  burci^  biejen  bie ^ßotftral^ten  00,  Ol,  02,  .  .  ,,  On,  gemer  giel^t 
man  (oergL  gig.  175  a)  oon  einem  beliebigen  fünfte  M  auS  eine  ^araöele  ju 
OO,  meld^^  bie  ®erabe  ^,     .„ 

ber  erften  Shaft  [j:,]  in  ^  ^-    ^  *  N/ 

J-i  f (Reibet,  giel^t  burd^ 
A'i  eine  $araDeIe  gu  0 1, 
meldje  bie  @erabe  ber 
arocüen  flraft  [jKg]  in 
Ä2  fc^neibet  u.  f.  f.,  bis 
man  gu  ber  parallele 
burc^  An  i\xOn  gelangt, 
meiere  für  baS  ©eil* 
polqgon  ober  ©eiled 
MÄ[Ä2  .  ..  ÄnNba^ 
lefete  @täd  ÄnN  liefert. 
SHe  offenen  Snbcn  MÄ[ 
unb  NÄ'n  beS  ©eiledS 
fd^neiben  fxä)  in  einem 
fünfte  S,  menn  0  0  unb 
On  ber  ^ig.  175  b  nidjt 
aufeinanber  fallen;  burt^ 
i^n  gel^t  bie  SRefuItante 
[R]  beS  ftrftftefgftemS, 
meldte  burc^  bie  @trede 
Ow  in  gig.  175  b  ber 
®r5|e  unb  Sftid^tung  nad^ 
geliefert  mirb. 

S)iefe  ffonftrultbn 
ift  in  gfig.  176  für  oier 
ftr&fte  (n  =  4)  bärge* 
fteHt;  fd^iebt  man  bie 
Äröfte  auf  il^ren  ®eraben 
bejm.  t)on  Äi  nad^  Äi, 
oon  Ä2  nad)  A^  u.  f.  f., 
fo  entfprid&t  bie  gig.  176  genau  ber  gig.  176.  ©8  liefert  0  0  bie  flraft 
[Hil  0 1  bie  flraft  [H^]  unb  1  0  bie  flraft  [Hi],  u.  f.  m. 

Solange  ber  $unft  S  als  ein,  im  Snblit^en  gelegener  ©d^nittpunlt  oor* 
l^anben  ift,  l^at  baS  5häftefqftem  eine  Jftefultantc;  bieS  ift  ftetS  ber  gaH  , 
folange  ftd^  baS  ftrafted  ber  gig.  176  b  nic^  oon  felbft  fd^Iie^t. 

©d^Iie^t  ftd^  baS  ihafted  ber  gig.  176  b  oon  felbft,  fo  bafe  n  auf  0 
fdHt,  fo  fallen  aud^  00  unb  On  aufeinanber  unb  beSl^alb  finb  bie  offenen 
(Snben  beS  ©eiledS  paraSel.    äßöl^renb  bie  9lefultante  On  ben  2Bert  ShtQ 


gig.  176  b. 
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^at,  treten  in  ben  offenen  Snben  beS  ©eiledS  bie  gleichen  unb  entgegengefegt« 
gerichteten  ftröfte  OO  unb  On  auf,  njelc^e  ein  ftröftepaar  bilben,  faM  bie 
entfpred^enben  Seilenben  nid^t  ben  9[bftanb  9luII  l^aben. 

S)emgemö^  ftnb  folgenbe  f$äQe  gu  unterfd^eiben: 
I.    S)o8  ftrafted  ift  offen:  baS  fträftefqftem  fü^rt  auf  eine  Slefultante  R. 
IL   S)a8  ihaftedf  ift  gefd^Ioffen  unb  ba^  ©eiled  ift  offen:  bag  flrftftc« 
fgftem  fü^rt  auf  ein  ftröftepaar. 

III.  ©aS  ftraftedt  ift  gefd^Ioffen  unb  baB  ©eiled  ift  gefd^Ioffen:  ba^ 
ffrdftefgftem  füljrt  raeber  auf  eine  SRefuItante,  noc^  auf  ein  ihäfte* 
paar,  b.  1^.  eS  gerftört  fic§  in  fi(^  felbft  (®Iei(^gen)id^t). 

Sefonberg  Ijeroorge^oben  werben  mufe,  ba'j^  in  fjig.  175  baS  ©eiled 
einem  roirflid^en  ©eile  entf priest,  in  racld^em  bie  einzelnen  ©eilftüde  burd^ 
©egeniräfte  gegogen  werben,  roö^renb  bei  ber  flonftruftion  ber  gig.  176  im 
©eiled  aud^  Seiten  auftreten  Idnnen,  meiere  binrd^  ©egenlräfte  gebrüdt 
merben.  ©old^e  ©eiten  mu^te  man  ftd^  bure^  ©tangen  oeranfd^aulid^en,  ba 
©eilftüde  unter  bem  ®rude  oon  (Segenfräften  nic^t  im  Oleid^gemit^te 
finb.  S)iefe  93eranfc^aulid^ung  Idnnte  man  aud^  auf  bie  ©eiten  auSbel^nen, 
meldte  unter  btm  QnQt  oon  ®egenlräften  ftel^en,  fo  ba^  eS  gmedmö^iger 
möre,  überhaupt  ftatt  beS  ©eiIpolt)gon§  ein  $olggon  oon  eingelenften  ©tangen 
mit  jtnotenbelaftung  ber  äSeranfd^auIid^ung  gu  ®runbe  gu  legen  unb  oon 
einem  ©tangcnpoIi)gon  begm.  ©tangened  gu  fpred^en,  ftatt  oon  einem 
©eilpolggon  begm.  ©eiled.  ©ie^t  man  oon  ber  SBeranfd^auIid^ung  oongaH 
gu  ^aU  ob,  fo  lann  man  natürlid^  aud^  an  bem  9lamen  ^ ©eiled'  feftl^alten. 

Sie  oerfd^iebenen  möglid^en  Sagen  be§  ^oleS  unb  beg  ©eiledS  geben  gu 
mannigfad^en  Unterfuc^ungen  SSerantaffung.  ©ier  mag  nur  auf  bie  bes^ 
fonberen  Segiel^ungen  l^ingemiefen  merben,  meldte  entftel^en,  menn  man  ben 
5JJoI  in  ben  angriff gpunft  ber  erften  Äraft  legt;  baS  erfte  ©eilftüd  mirb  babei 
ein  5ßunlt,  bem  in  ber  Hauptfigur  irgenb  ein  $ßunft  ber  erften  Äraft  ent« 
fprid^t/  ba^  gmeite  ©eilftüd  erholt  bie  Stid^tung  ber  erften  Äraft,  ba^  britte 
bie  Stid^tung  ber  3BitteIfraft  au8  ber  erften  unb  gmeiten  Jh:aft,  bag  oierte  bie 
SRid^tung  ber  aHittellraft  auS  ben  erften  brei  ffräften  u.  f.  f.  ffiin  foId^eS 
©eiled  ^ei^t  SKittellraftlinie. 

3Kan  übergeugt  fid^  leicht,  ba^  ber  3)tomentenfa§  mciter  gilt,  fallg  eine 
SRefultante  oorl^anben  ift.  SSegeid^net  man  mieber  für  einen  beliebigen  S)rel)punlt 
ba^  aWoment  oon  K  furg  burd^  Mk,  fo  gilt  für  bie  Stngrippunite  Ä^,  Ä^ 
As  in  gig.  175 

Mk,  =  Mh,  +  Mw^ 

Mk^  =  Mh^  +  Mh'^ 
Mk,  =  Mh,  +  Mjj', 
unb  man  crl)ält  burd^  9lbbition 

Mk,  4-  Mk,  +  Mk,  =  Mh',  +  Mh,, 
3ft  ba^  flrafted  offen,  fo  gilt  ferner  für  bm  3Ingriff8punft  S 

Mh',  +  Me,  =  Mr 
b.  I}. 

Mk,  +  Mk,  +  Mk,  =  3/^. 
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3ft  baS  ftraftcd  gefd^Ioffen,  fo  fteßt  JJffl»,  +  Jlffli  bo8  aKoment  beS 
rcfulticrenbcn  5ßaare8  bar,  falfö  nid^t  Ä  unb  Ifg  ©egcnfeöfte  finb. 

Semgcmö^  erweitert  ftd^  bcr  aHomentenfaft  ju  folgenbcr  gorm:  ®te 
(algebraifd^c)  Summe  ber  Sllomentc  bcr  ftröftc  ift  glcid^  bcm  SKomcntc  ber 
rcfultiercnbcn  Äraft  Bcgm.  glcid^  bem  SKomcntc  bc8  rcfultierenben  $aarc8. 

3cne  ©umme  ift  für  jcbcn  S)rc§punlt  SluH,  menn  mebcr  eine  refut 
ticrcnbc  5haft  noc^  ein  refuItierenbeS  5ßaar  oorl^anben  ift  (Öleid^gemid^t). 

(Sine  geeignete  gropl^ifc^e  Seftimmung  beS  SKomenteS  für  ben  gatt  einer 
Slefultonte  jeigt  ^ig.  176.  gür  5ßunlt  B  alg  Srel^punlt  ift  aunäd^ft  —  rB  baS 
SRoment  beS  flräftefgftemS,  roeld^eg  burd^  bie  boppelte  fd^raf fierte  3)reie(l8fläd§e 
oon  bcr  SSaftS  [B]  borgeftellt  roirb.  3^^^*  "^Q"  ^"^^  ^  ^^^  ^Parallele  ju  {B\ 
auf  rocld^er  bie  offenen  ©eiten  beS  ©ciledtS  boS  ©tüd  TJV  =  d  beftimmen,  fo 
fmb  A  SFtr  in  ber  Hauptfigur  unb  A  00  4  in  ber  Siebenfigur  einanber 
ö^nlid^.    göHt  man  no(^  t)on  0  auf  [B]  ein  2ot  P  ($PoIbiftona) ,  fo  gilt 

r  \  d  =1  P  :  B, 
b.  ^. 

rB  =  dP. 

3)anad^  ftcHt  aud^  —  dP  ha%  SKoment  beg  5lraftefgftem8  bar. 

Sbenfo  U^t  fid^  ber  SlrbeitSfag  übertragen,  mobei  ju  bebenfen  ift,  ba^ 
ein  $aar  t)om  äRoment  Mo  bei  SSerfd^iebungen  bie  Slrbeit  9luII  unb  bei 
Srel^ungen  (a)  bie  arbeit  Mo  .  arcs  leiftet. 

8lu8  oirtuellen  aSerrüdtimgen  lann  man  l^icr  folgenberma^en  mit 
$ülfe  beg  9Irbeitgfageg  auf  bag  ®Ieid^gemid§t  beg  ftröftefriftemg  fd^IieBen. 

3ft  bie  3trbcit  für  eine  SSerfd^iebung  9luH,  fo  mufe  eine  etma  oor* 
l^anbene  Slefultattte  fenlrcd|t  jur  SHd^tung  ber  SSerfd^iebung  ftcl^en,  b.  1^.  cS 
lann  eine  berartige  8lcfultante  ober  an^  ein  5ßaar  oorl^anben  fein.  Qat  bie 
SKrbeit  aud^  für  eine  ameitc  SJerfd^iebung,  meldte  nid^t  bie  SKd^tung  ber 
erften  ^at,  ben  SBert  SfluH,  fo  mü^te  eine  etma  oorl^anbene  Slefultante  auf 
beiben  93erfd^iebungdri(^tungen  fenlred^t  ftcl^en,  maS  unmdglid^  ift,  b.  1^.  el^ 
lamt  leine  Sftefultante,  mo^I  aber  ein  5ßaar  oor^anben  fein.  Qat  bie  Arbeit 
aud^  nod^  für  eine  2)re]^ung  ben  SBert  9htII,  fo  ift  aud§  bcS  SSorl^anben- 
fein  eines  ^aarelS  auggef(|loffen,  b.  1^.  eS  l^errfc^t  ®Ieid^gemidgt. 

9lud§  mit  Hülfe  beS  SÜomentenfa^eS  lann  man  auf  baS  ®Ieid^' 
gemixt  fd^Iie|en. 

^t  ba^  aWoment  für  einen  ©rel^punlt  Ä  ben  SBert  JluII,  fo  lann 
lein  5ßaar  oor^anbcn  fein,  mol^I  aber  eine  Slefultante,  meldte  Ä  fc^neibet. 
Hat  bad  äRoment  aud^  für  einen  ßmeiten  Srel^punlt  ben  SBert  9luQ,  fo 
larni  eine  Sftefultante  oorl^anben  fein,  meldEjc  burd^  A  unb  B  ge^t.  Hat  bog 
SKoment  noc^  für  einen  britten  S)re^punft  C,  meld^cr  mit  Ä  unb  B  ni^t  in 
einer  ®eraben  liegt,  ben  SBert  3l\xU,  fo  ift  aud^  bad  S^orl^anbenfein  einer 
SRcfuItante,  meldte  burd^  Ä,  B,  C  ge^en  mü^te,  auSgefd^loffen,  b.  ^.  eS  l^errfd^t 
®Ieid^gemid^t.    2)ie  8ebingungen  beS  ®Ieic^gemid^t8  finb  alfo: 

1.  ©(^lufe  beS  ftraftedES  unb  bc8  ©eiledS  in  ber  grapl^oftatifc^cn  ftonftrultion. 

2.  Sluilmerben  ber  arbeit  für  gmei  oirtucHe  äSerft^iebungen  unb  eine 
oirtueDe  2)re]^ung. 

3.  SluIImerben  ber  Sftomente  für  bie  ffidten  eincS  3)reicd(8. 
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60,  9te(^u(ttfi^e  Se^anblung  ber  «ufgabe  bed  §  58.  artan  vtx^ 
f(|icbt  oHc  ihäftc,  unter  ©ingufügung  bcr  enlfprcd^^^n  ihäftepoare  (oergL 
gig.  174)  an  ben  SluIIpunIt  etneS  rcd^toinlligen  floorbtnatcnfgftemS,  rate  c8 

gig.  177  für  eine  Shaft 
^ö-  17^-  [£^  jeigt.    S)urdö  0  tft 

eine  5ßaraIIelc  ju  ber  in 
Ä  angreifenben  flraft 
[K]  gelegt  unb  ouf  biefer 
^Parallelen  f inb  bie  ®  egen^^ 
fräfte  [K']  unb  [K'] 
angebrad^t  vom  335erte 
[K],  fo  i>a^  bie  in  0 
angreifenbe  Äraft  [K^] 
unb  b^  $aar  auS  [A'] 
unb  [K']  bie  in  ^  an* 
greif  cnbe  flraft  [K]  erfegt 
Um  ba^  3Koment 
beg  ^ßaarcS  3u  Bered^ncn, 
Serlegt  man  am  beften 
[K]  unb  [F]  nad^  ben 
Sld^f  en,  fo  baft  jmei  Jßaare, 
__  [kJ\  unb  [S^]  am  3lrm 

y  unb  [Äy]  unb  [E^]  am  8trm  a?  entftel^en,  beren  SRomente  bejm.  +  -K«  .  y 
unb  —  Ky  .  X  pnb.    S)a8  ^ßaar  l^at  bemnad§  (oergl.  ®.  323)  baS  3Koment 

Mo  =  +  Kx  .  y  —  Ky  .  X 
unb  boBei  ift 

unb 


»-X 


Kx  =  Kcosof, 


Ky  =  JTstna. 


ES  fei  nun  ein  ©gftem  t)on  Ärdften  gegeben  nad^  folgenbem  ©t^ema: 

aBerte  ber  ihftftc K^,         K2,         .  .  .,  Kn 

Steigung  gegen  bie  Z*8Id^fe.    .    «i,         «2/         .../«♦• 
ftoorbinaten  ber  SlngriffSpimlte    (x^,  y^),  {x^,  y^),  .  .  .,  (xn,  yn)- 

SBenbet  man  baS  SSerfal^ren  ber  gig.  177  auf  jebe  bicfcr  Äräfte  an,  fo 
entfielet : 

1.  ein  ©gftem  von  Shöften  IKi],  [Ki],  . .  .,J[iC;]  in  0, 

2.  ein  ©gftem  üon  Sßaaren  auS  [Ki]  unb  [K[]  u.  f.  m. 

®a  bie  Äräfte  bcr  Sfhr.  1  benfelben  SlngriffSpunft  0  ^abm,  fo  be* 
ftimmt  ftd^  il^re  Slefultante  B  nad^  bem  Slnfage: 

X  =  Kicosai  -\-  K^coso^  -\-  -  -  -  Kn cos «„ 


jR2  =  X2  +  ya^ 


cos  «  =  ^' 


r 

sm«  =  -- 


96) 
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2)ag  refultierenbe  $aar  üon  9h:.  2  ^ot  (oergl.  @.  328)  baS  äRoment 
Z"  (^  cos  Op  ^p  —  jKp  sin  Op  äj,)  = 

iJfo  =  (KiCosUiyi  —  KiSina^Xi)  +  (Jf^cosocaya  —  K^sina2Xi)  ]      ^„. 

+   •  •  •  (KnCOSOtnyn  —  KnSinUnXn)  I 

unb  tft  gemd^  htm  Sßerte  unb  bem  SSorgeicI^en  t)on  ilfo  leidet  grap^ifd^  bar^ 
juftcDcn. 

S)te  allgemeine  ©ültigleit  ber  f^ormeln  bei  beliebiger  Sage  ber  Aröfte 
folgt  für  3fh:.  1  au8  ben  früheren  SBetrad^tungen,  für  3lr.  2  au8  ber  Sc« 
merlung,  ba^  bxt  redete  Seite  ber  ©leid^ung  für  Mo  genau  fo  gebilbet  ift,  ate 
n)enn  für  bie  gegebenen  Strafte  in  SSejug  auf  ben  Skefyfxmtt  0  nad^  bem 
Stomentfage  ba&  äRoment  ber  Siefultante  gebilbet  merben  foQte,  an  beffen 
©teile  l^ier  Mo  tritt. 

2)emgemä^  fmb  folgenbe  gälle  ju  unterf (Reiben: 

1.  jR  unb  Mo  ftnb  oon  JhtH  oerfd^ieben  (SBerft^iebung). 

2.  12  ift  üon  SluH  oerfd^ieben  unb  ilf o  =  0  (SSerfd^icbung). 
S.   R  =  0  unb  Jlfo  ift  oon  SRuH  oerfd^ieben  (©rel^ung). 

4.   E  =  0  unb  -Mb  =  0  (©leid^gemid^t). 

2)er  gall  1  I&^t  fid^  gemdg  gfig.  174  auf  ^aU  2  gurüdCfül^ren ,  man 

l^at  Mo  barjufteüen  ai&  B  .  r,  fo  ba§  r  =  -:5-  ift,  b.  1^.  man  erl^dlt  eine 

Slcfultante  [Bf]  vom  SBerte  R,  meldte  gegen  bie  urfprünglid^  gefunbene  SlefuI* 
tante  [JR]  oom  SBerte  JR  um  r  oerfd^oben  ift. 

3ft  (f.  V)  ^i«  *i«tft  ber  Slefultante  [JR'],  fo  löfet  ftc^  Mo  =  Rr  anä) 
barfteHen  oi&  Rcoscc  .rj  —  Rsina  .^,  b.  \).  bie  ®Ieid&ung  ber  Oeraben,  auf 

ber  [Rf]  liegt,  lautet 

Rcosa  .  ri  —  Rsina  .  ^  =  Mo 


Xfi  —  Y^  =  Mo, 

X  =  2J  KpCOSUp,  Y  =  2J  KpSinoCp 

Mo  =  £  {Kp  cosccpyp  —  Kp  sin  Op  Xp) 


ober  aud^ 

mobei 

unb 

ift. 

Unter  ben  5ßunften  bicfer  ®eraben  geic^net  man  gelcgentlid^  al8  SÄittel»* 

punit  beS  flraftfqftemS  ben  $un!t  (fo/  ^o)  o^^/  för  meldten 

u   -27  JBTp  sin  06p  Xp 

^  2JKpSinoCp 

unb 

2J  Kp  COS  oCp  yp 

2^Kp  COS  «p 

ift. 

@inb  aDe  flräfte  gleic^finnig  ^^  parallel ,  fo  ift  «^  =  «2  =  •  •  •  «n  unb 
man  ^ai: 

.         £  KpXp  .  2J  Kpyp 

b.  f).  man  gelangt  jurüdt  ju  ber  Seftimmung  ber  gormel  9lr.  66. 
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^fttte  man  ben  SlnfangSpunlt  0  beS  ftoorbtnatenIreugeiS  oon  ooml^retn 
auf  bic  (Serabc  oon  [i2']  gelegt,  fo  roare  man  fofort  ga  gfatt  2  gcfommen, 
anftatt  ju  gatt  1. 

S)a§  man  biefe  ßagc  oon  ooml^eretn  nid^t  bcftimmen  lann,  mu^  afö 
ein  Stadtteil  biefeS  SSerfal^renS  begeid^net  merben,  gegenüber  bei  grap^oftatifd^en 
ftonftruftion,  meldte  bte  brei  oorl^anbenen  gäHe  ol^ne  mcttercS  ericnncn  läfet. 

SebenfallS  l^at  man  ju  beachten,  bafe  bie  8"^öd(fü^rung  beS  Äröfte« 
ftjftemS  auf  eine  5hraft  ober  auf  ein  $aar  ab^öngig  ift  von  ber  SBal^l  beg 
5ßunfteg  0,  meldet  gurüdfül^rungSpunft  genannt  merben  lann,  ba^  aber 
aDe  mögltd^n  Qat&ä^SfycvxiQm  infofem  mieber  gleid^mertig  ftnb,  afö  fie 
baSfelbe  ©ijftem  barfteDen. 

SHe  SBebingungen  beS  (Sleit^gemld^teS  B  =  0  unb  Mo  =  o  laffen  ftc^ 
miebenun  auflöfcn  in: 

X=0,     Y=0,    Mo=:0, 

b.  ^.  man  l^at  l^ier  (ocrgl.  ©.  327)  alS  Sebingungen: 

StuHmerben  ber  ©umme  ber  Äraftfomponenten  für  bie  X»8Id§fe  unb  für 
bie  r»3ld^fe  unb  SluIImerben  ber  Skel^ung  für  beren  ffiurd^fd^nitt  bejm.  über* 
^aupt  für  einen  beliebigen  $unft  ber  Sbene. 

61.  Gräfte  im  Staume  mit  jerftrenten  9lngrtp)iuntteu  nnb  Gräfte« 
paan  im  9{aume.  2)a  j|ebe  93emegung  eineg  ftarren  5tdrperg  auf  elementare 
©d^raubungen  (oergl.  @.  117  unb  ©.  136)  jurüdgefü^rt  merben  fann,  fo 
lann  bie  SBirlung  eineS  beliebigen,  einen  ftarren  flörper  angreif enben  ftröfte« 
f^ftemg  l^öd^ftenS  einer  folc^n  ©d^raubung  entfpred^n,  b.  1^.  eS  mu^  ftd§  auf 
eine  Äraft  [B],  bie  einer  SSerfd^iebung  cntfprid^t,  unb  auf  ein  fträftepaar  [Mo], 
bem  eine  £)re^ung  entfprid^t,  gurüdCfü^ren  laffen  unb  gmar  fo,  ba^  bie  @bene 
beS  JßaareS  auf  ber  ®eraben  ber  ffraft  fenfred^t  fielet;  biefe  ®erabe  l^eifet 
aud§  l^ier  Sentralad^fe. 

S)a^  ein  Slräftef^ftem  anberfeitS  im  aHgemeinen  auf  unenblid^ « oiele 
8Irten  auf  eine  Äraft  unb  auf  ein  ihäftepaar,  bcffen  Sbene  bie  ®erabe  ber 
Shaft  nid^t  unter  red^tem  2Bin!eI  fd^neibet,  jurüdEgefü^rt  merben  lann,  folgt 
au8  ben  Setrad^tungen  über  SBemegungen  ftarrer  flörper,  meiere  ber  3)ar* 
fteüung  ber  ©c^raubung  oorauSgingcn. 

Sine  Shaft  [JR]  unb  ein  ffröftepaar  fteHen  gufammen  gunfid^ft  brei 
Äröfte  bar,  man  lann  aber  biefe  brei  Jhäfte  auf  gmei  minbfd^iefe  Shöfte 
jurüdtfül^ren ,  b.  1^.  auf  jmei  Äräfte,  bie  auf  ft(^  Ireugenben  ©eraben  liegen; 
man  ^at  baga  nur  bie  flraft  auf  il^rer  ©craben  unb  baS  5ßaar  in  feiner 
Ebene  fo  gu  oerfd^ieben,  ba^  bie  ffiraft  [B]  mit  einer  ber  Äräfte  beS  5ßaarc8 
3u  einer  Sftittelfraft  gufammengefa^t  merben  lann.  Sieben  bie  flraft  (SSers 
fd^icbung)  unb  neben  ha^  flröftepaar  (Srel^ung)  tritt  alfo  l^ier  ba^  ©qftem 
gmeier  roinbfd^iefer  Är&fte  (©c^raubung),  roeld^eS  bei  Sn\a^  oon  ®egem 
Iräften  ftctS  mieber  ein  fold^eS  ©gftem  bleibt  O- 

©oUcn  brei  flräfte  im  31a ume  fxd§  gerftören,  fo  mu^  bie  eine  bie 
aJlittelfraft  ber  beiben  anberen  fein,  b.  ^.  biefe  beiben  muffen  in  einer  ®bcne 

0  S}ie  l]^atfäd^lt(^e  SBemegung  mirb  au^erbem  aud^  burd|  bie  SDlaffen«: 
ocrteilung  beS  Äörper»  beftimmt. 


§610 


ffcäfte  im  Siaume  mit  jexftieuten  SIngrippunften  u.  { 


331  ■ 


liegen  unb  fein  $aar  barfteUen  unb  in  bte{ei  ISbene  mu|  au^  bie  brittt 
Ätaft  liegen.  SRan  lommt  olfo  surüi  auf  brei  Strafte  in  einer  Ebene, 
beten  ©eraben  buic!^  einen  ^untt  (bei  oudC)  unetiblii^  fem  fein  lann)  ge^en. 

^emna^  unterliegen  bie  jtrSfte  im  diaume,  faQS  fie  im  ®Ieic^< 
gcroirfite  fielen  (oßen,  bem  ©oge  ber  brei  Seltoren  fnergl.  ®.  30), 
roeliiier  ^ier  alS  @ag  ber  brei  Ardfte  begeidinet  roirb. 

gür  eine  genauere  SSetra^ung  cineS  rfiumti<5en  fflrofifi)ftem8  ift  eS  irotd- 
mägig,  junfidift  bie  ©ä^e  über  Ströftepaare  ju  ergänzen, 
gia-  178. 


2eI|rf°S  I-  S™*"  flrfiftepoare  non  entgegengef egt  *  gleii^m  SRoment, 
nelcfie  in  ^aiaQelebenen  liegen,  ijtbtn  ftc^  auf. 

9lct(^bem  man  bie  *|3aare  in  i^ien  ®6encn  ^o  umgeformt  ^at,  bafe  fie  Jons 
gruente  ^araHelogromme  barfteHen,  giebt  man  ifinen  bie  in  gig.  178  bar= 


Sig.  179. 


■  gefteüte  ßage,  fo  bn^  burt^  ent= 
fprecfienbe  SBerbinbung  ein  ^toHel: 
epipebon  entfte^t.  Sie  Slefultante 
[Äi  +  Ki]  wn_[K,]  unb  [K^]  unb 
bie  Sefultante  [Kj  +  K^]  mn  [Ä,] 
unb  [Et]  jerflören  f"^  gegenfeitig, 
roie  gig.  178  jeigt. 

Folgerung  1.  3)ie  Sbene 
eines  ^aareS  barf  mit  biefem  im 
Jftaume  BEÜebig  DerfdjDben  luerbeii. 

golgerung  2.  *ßaate  in  pars 
oHelen  ffibenen  [offen  fiäi  oereinigcn, 
als  menn  fte  in  einer  Sbene  Ifigen, 
parallel  gu  ben  gegebenen. 

ße^rfofi  II.  Sroei  Äräfte- 
paare,  beren  Sbenen  fu^  fc^neiben, 
laffen  fidi  ju  einem  Äräftepaar  oer= 
einigen. 

9tac^em  man  bie  ^are  in  i^ren  (Sbenen  fo  umgeformt  ^at,  bog  fie  ben^ 
felben  fflim  A  liaben,  beroegt  man  fte  in  tl)ren  Ebenen  fo,  bafe  eine  ©tterfe  h 
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bcr  ©d^nittgerabcn  J.-B  tl^rer  Sbencn  für  ftc  gememfamet  ?lrm  loirb,  rate  cS 
3fig.  179  (a.  o.  ®.)  geigt.  S)er  Srfag  ber  bcibcn  ^aare  burc§  ein  5ßaar  oon 
bcn  Straften  [B]  unb  [S]  unb  bem  Slrme  h  ift  unmittelBor  erftd^tlid^. 

Sie  ^Bereinigung,  raeld^e  ße^rfag  II  geigt,  rairb  beutlid^er,  wenn  man  bie 
SKomente  ber  ftröftepaare  afö  SRid^tungSgrö^en  einführt,  roie  früher 
bie  Shre^ungen  unb  SBinlelgefc^rainbigfeiten  (oergl.  ©.  129  u.  f.).  S)a5u  errid^et 
man  auf  ber  einen  ©eite  ber  ©bene  eines  ftröftepaareS  ein  2ot,  beffen  Sänge 
ber  aRa^gal^I  beS  SRomenteS  entfprid^t,  unb  gmar  fo,  ba^  man,  in  bem  2ot 
auf  ber  (Sbene  ftel^enb,  bie  ffirei^img  be8  ÄraftepaareS  afö  U^rgeigerbemegung 
fe^en  mürbe;  man  nennt  fold^e  Sote  2l(^fenmomente  ober  SKoment* 
ft  redten  (oergl.  giO-  180). 

(SrridE|tet  man  nun  in  einem  5ßunfte  P  ber  ®eraben  ^-B  in  ber  gig.  179 
auf  bm  Sbenen  I  unb  ü  bie  gugel^örigen  9Id^fenmomente  oon  ber  S&nge  Ki  h 
unb  Kqh,  fo  bilben  biefe  afö  ßote  ber  Sbenen  I  unb  II  benfelben  SBinlel, 
mie  bie  ßbenen,  b.  1^.  ber  SBinlel  gmifd^en  [K^]  unb  [Ä,]  unb  bcr  SBinfel 
groifd^en  [Kih]  unb  [K^h]  finb  einanber  glei(^.  S)emnad^  ift  ha^  ^ßaraHelo* 
gramm  auS  ben  8Id^f enmomenten  [Ki  h]  unb  [Kq  h]  eine  öl^nlidie  Slbbilbung  beS 
Parallelogramms  auS  ben  ihäften  [Ki]  unb  [K^]  unb  gmar  na^  betn  SDlobuI 
Ä  :  1.  3nfoIgebeffen  l^at  bie  in  P  entfpringenbe  S)iagonaIe  beS  5ßaraHelo* 
grommS  ber  Sld^fenmomente  bie  ßange  Bh  unb  fteHt,  ha  fte  auf  Sbene  III 
finngemä^  fenlred^t  fielet,  afö  3fHd^tung8ftredfe  aufgefaßt  baS  Sld^fenmoment  beS 
refultierenben  5ßaare8  bar. 

2)emnad^  lann  man  baS  refultierenbe  $aar  aud^  baburd^  geminnen,  ba^ 
man  bie  Sld^fenmomente  ber  gegebenen  5ßaare  in  irgenb  einem  fünfte  beS 


gig.  180. 


SlaumeS  güm  ^ßaraHelogramm  ocrcinigt 
unb,  beffen  ©iagonale  entfpred^enb,  gunöd^ft 
bie  Sbene  beS  refultierenben  $aare§  unb 
bann  biefeS  felBft  lonftruiert. 

2)er  Übergang  gu  beliebig  ^^  oielen 
Sßaaren  ber  betreffenben  8lrt  ift  o^ne 
weiteres  erftd^tlid^.  S)a  ft(§  biefe  SBetrad^* 
tung  aud^  auf  Slräftepaare  anroenben  lö^t, 
beren  Sbenen  paraKel  finb,  fo  gelangt 
man  gu  folgenber  gufammenfaffung  bcr 
Säöc  über  5lräftepaare : 
Um  n  ftr&ftepaare  gu  oercinigen,  erfe^t  man  gunäd^ft  jcbeS 
burd^  fein  8ld^fenmoment  unb  oereinigt  borauf  biefe  n  8l(|fen* 
momente  burd^  geometrifd^e  8lbbition.  S)er  gemonnene  SKittcl* 
oeltor  ift  baS  Sld^fenmoment  bcS  refultierenben  5ßaareS:  feine 
ebene  fte^t  fenlred^t  auf  biefem  SBcItor,  bie  SKafegaljl  fcineS 
aHomenteS  mirb  burd^  bie  Söngc  biefcS  SSeltorS  beftimmt  unb 
fein  ©rel^ungSfinn  burd^  ben  3tid^tungSpfeil  bicfeS  SSeltorS. 

©d^lie^t  fid^  baS  ^olggon  ber  8ld^fenmomente  oon  felbft, 
fo  ift  für  bie  $ßaare  ®leid^gen)id^t  oor^anben. 

gür  ein  beftimmteS  8ld^fenmomcnt  oon  12mkg  ©rel^ung  geigt  gig.  180 
bie  Äonftrultion  beS  gugel^örigen  5ßaareS,  für  mcld^cS  Straft  unb  Slrm  mill* 
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Krlidi  ift,  treim  nur  baß  aRoment  12  feftge^alten  nriib.  SRon  lonn  di\o 
Jhaftepaaie  fdiliefalui^  nrie  Aräfte  be^nbeln,  nctdibetn  fie  burdi  Stti^tungSs 
ftreden  batgefleQt  finb.  ^A^tenb  abet  eine  jhaft  nur  auf  i^rei  Seraben 
benKg(t(^  ift,  barf  bie  (Seiabe  eineS  SldifenniomenteS  au^erbem  au^  parallel 
SU  fic^  oerfc^oben  tnerben,  iseil  bieS  ja  für  bie  entfpretfienbe  Gcbene  beS 
fflröftepoareä  geftattet  ift. 

SBorfteEienbe  ^troc^tungen  geftatten,  ein  räumlu^eS  Jträftefgftetn  mit  jer^ 
ftreuten  StngiiffSpunftm  auf  bem  3Bege  ber  Dled^nung  in  befriebigenber 
SBeife  ju  bejubeln.  Sine  lonftrultioe  (grap^ifi^e)  Ste^anblung, 
n)eIdE|e  ber  Sulmannf^en  jtonftrultion  für  bie  Qbene  genau  entfprid|t,  ift 
EriSEier  nic^t  gefunben  roorben. 

62.  Ste^nciifi^t  Sc^anblnng  ber  9lnfgalie  bciS  §  61.  S)aS  Serfa^ren 
entfptit^t  bem  im  §  60  fQr  bie  (Sbene  angemanbten.  3Ran  legt  burdi  ben 
SlnfandSpunft  0  eineä  breiai^figen  re^tminfligen  flciDrbinatenfgftemS  ju  jebei 
ffiraft  [JE]  beS  ©qftemS  eine  ^oiaHete  unb  fügt  auf  if)r  in  0  bie  ©egen« 
hafte  [K']  unb  [K']  iflniü,  fo  ba^ 

1.  ein  ©gftem  oon  ÄrSften  mit  bem  SIngriffSpuntte  0  entfielt  unb 

2.  ein  Softem  oon  jhäftepaaren,  entfpredienb  [£']  unb  [£']. 
2)a8  ®i)ftem  ber  Jtrdfte  fei  nai^  folgenbem  Schema  gegeben: 


E' 


Sie-  181. 


Sßerte  ber  ffiräfte K^  K^. 

9Ieigung  gegen  bie  ?Icl^fen    .    .    (a„  ßy,  j",),  («j,  ^j,  j-j), 
ftoorbinaten  ber  SngriffSpuntte     {x^,  y^,  ä,),  {Xf,  y^,  «a), 

^Qr  ^.  1  gilt  nadi  ben  frühen  SetradCitungen : 

X  =  jr,eosa,  +  ÄaCöSKj  -(-...  K^cosa.„ 
r=Ä,cösjJ,  +  ÄjCosjS,  +  ■  ■  ■  K^coaß^ 
Z  =  Ä,cosy,  +  Äjcosy,  +  ■  ■  ■  E„cosy„ 

Ji»  =  Z*  +   l'a  +  Z=,     cosK  =  --  a  _  1 

gßr  bie  9ercd|nung  _ , 

beS  SftomenteS  beS  9hc.  2 
entfpTe<^nben  refu[tie= 
renben  StrfiftepaareS  ift 
nieber  eine  geeignete 
Verlegung  ber  ftr&fte, 
npeli^e  bie  !Dmpomeren= 
ben  ißaore  bilben,  ein« 
jufü^ren. 

©teOt  bie  flraft  [K] 
im  spunde  A  eine  ber 
ftrflfte    ber  9lei^e    bar, 
bereu  Äomponenten  nai^        ~* 
ben  Stdifen  [K,],  [Ky\ 

[K,]  ftnb,  fo  gehört  3U  i^rjm  ^uultc  0  eine  Sraft  [K'].  beren  entfprei^enbe 
ftomponenten  [ä;],  [K^\  [K',]  fmb. 
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3n  gfig.  181  (a.  o.  @.)  tft  nur  bte  Komponente  [£,]  in  J^  unb  [S^ 
in  O  eingejtii|ncL  äfnftott  baS  in  bei  einen  Siagondebene  beS  $aialleli 
epipeiiimS  liegenbe  ftrftftepoot  oiiS  [K^\  unb  [ff^]  unmiüe(6flt  ju  beret^nen, 
ffi^  man  junflc^^  no(|  bie  ®egentrfifte  [H:,]  unb  [W^]  oom  Sßerte  jE.^  ein 
unb  3iel|t  bcnn  [K^]  unb  [//,]  311  emem  ^oatc,  (ralrei^t  jut  Z'%i^\t,  unb 
l^z]  unb  [ifi]  ju  einem  jnwiten  ^aaie,  fenfiei^t  jui  ToSIdiTt  jufammen 
(Dcrgl.  bie  ©t^offienrng). 

®e|t  man  feft,  bafe  bie  pofitioen  §oI6ad|fen  beß  floorbinatenfreuae« 
jugleic^  bie  SKi^lunf^pfeile  ffic  bie  S<^fenmomente  ber  ^aie  [tefem,  fo  ift 
boS  (EigebniS: 

Jite^nfl  um  bie  Z=Si^fe:  +  Ä^y, 

Sre^ung  um  bie  IsSiIiie:  —  K,s. 

giß-  182-  5'9   183. 


/, 


A;\ 


S)oSfeI6e  Sßerfa^mi  ergieBt  für  int  Somponenten  (Äj  in  A  unb  [A'^J  in 
o,  gemfift  gig.  182: 

2)re^ung  um  bie  A'=9I(^fe:   +  Äy£, 
®te^ung  um  bie   Z=9Id)|e:   —  KyX. 
_  3>aSfeI6e  SBetfo^ren  ergiebt  cnblic^  für  bie  flomponenten  [K:]  in  A  unb 
[ä;]  in  0.  flemfl^  3ig.  183: 

SBre^ung  um  bie  Y*'ä^t:   -f  i:,j:, 
Drehung  um  bie  X=9£i^fe:   —  iwy. 
SBetetnigt  man  bie  SEte^ungen  um  bie  7=9lc^fe,  ba  bie  entfpcedjenbeii 
$aare  in  ^ßorüHelebenen  liegen,  fo  erhält  man: 

Slreliung  um  bie  Z=9lrf|fe:    +  K^y  —  KyX. 
Sbenfo  folgt: 

Ske^ung  um  bie  X=a^(e:    +  Ä,2  —  K^i/, 
S)re^ung  um  bie  r=3I(^fe:    -f-  ä^^c  —  /f;,.'. 
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Sa  jcbe  Äraft  bcS  ©gftcmS  für  jcbc  bcr  brei  Sld^fcn  bcrartigc  2)rc» 
jungen  beftimmt,  fo  f)at  man  für  bag  ©gftcm,  lüenn  man  Kx  =  Kcosa, 
Ky  =  Kcosß,  Kz  =  Kcosy  fcftt,  foIgenbeS  ©d^ma: 

©rcl^ung  um  bic   Z*8lcl^fc:    Jf,  =  £(KpCosapyp  —  KpCosßpXp) 

=    (JTi  cos  «1  2/i    —  KiCOSßiXi)  +   •  •  •    (KnCOSa^yn  —  KnCOSßnXn) 

Srcl^ung  um  bic  Z^Sld^fc:    Jlfa.  =  I^{KpCosßpZp  —  Kpcosypyp) 

=   {KiCOsßi0i  —  KiCOSyiyi)   +   •  •  •    (KnCOSßn^^n  —  KnCOSynVn) 

Srel^ung  um  bic  r^Std^fc:    Jfy  =  2J(KpCosypXp  —  Kpcosopjsp) 

=   (Kl  cos  y-i  Xi  —  Kl  cos  «i  J^i)   +   •  •  •    (Kn  cos  yn  Xn  —  Kn  cos  a«  JSn) 

S)a  Mx,  My,  Mg  iViQUi^  bic  SBcrtc  ber  SSd^fcnmömente  ber  cntfpred^en« 
bcn  5ßaare  barftcHen,  fo  laffen  fi(i^  biefc  nac^  bem  ^ßarallclogrammprincipe 
3ufammenf äffen  gu  einem  rcfultierenbcn  Sldgfenmomente  Mo,  ba^  mit  bcn 
3l(^fcn  htixo.  bie  SBinlel  A,  fi,  v  bilbct.    ^an  l^at: 

Mo^  =  Ml  +  Ml  -\-  Ml 


cos^  = 


M. 


X 


COSfl  = 


M^ 


COSV 


Mg 


100) 


Mo'         "^        Mo'  Mo 

S)aS  ©qftcm  fü^rt  alfo  crftcnS  auf  eine  Kraft  [S\,  meldte  mit  bcn 
3l(^fen  Bcjro.  bic  SBinfcI  a,  ß,  y  bilbet  unb  ameitenS  auf  ein  SKomcnt  [Mo], 
beffen  3ldöfcnmömcnt  mit  bcn  Sttd^fcn  bic  SBinlcI  k,  (i,  v  Bilbet. 

S)er  SBinlcI  6  greif d^cn  [B]  unb  bem  Sld^fenmomcnte  ift  na(§  gormcl  11 

gegeben  burd^: 

XMx  +  YMy  +  ZMg ^^^^ 


COS  s  = 


BMo 


gür  €  =  00  unb  für  £  =  180®  ift  ba^  3Id^fcnmoment  porallcl  gu  bcr 
Oeraben  ber  Straft  [B],  fo  ba^  bag  rcfulticrcnbe  ^ßaar  auf  ber  Straft  fcnf* 


gig.  184. 


Mo.cosf  =  3Ro 


rcc^t  ftcl^t,  b.  1^.  in  biefcm  fJaHc  liegt 
[B]  auf  ber  Ecntraladöfc  (oergl. 
§  61)  bc8  ©qftemg. 

gür  s  —  900,  b.  f),  für 

XMx  +  YMy  +  ZMg  =  0 

fielet  baS  8IdE|fcnmoment  fcnlrcd^t  gu  ber 
©eraben  ber  Äraft  [jB],  fo  ba^  bic  ßbcnc 
beS  rcfultierenbcn  ^aareS  bcr  flraft  par»: 
and  ift.  3n  biefcm  Satte  fö^t  fid^  bag  mo.süi* 
$aar  unb  bic  Äraft  [B]  gu  einer  Äraft 
[B!]  oercinigen,  mcld^   gegen  B  um 

r  =  -r^  oerfd^oben  ift. 

3ft  0  <  £  <  900  ober  90o  <  s  <  180o,  fo  lö^t  fic^  [Mo],  mic  cg 
gig.  184  geigt,  in  groci  Äomponcntcn  [Mo  cos  e]  unb  [Mo  sin  b]  gcrlcgcn,  bcrcn 
erfte  mit  [B]  einen  SBinlcI  oon  0«,  bcrcn  gmcitc  mit  [B]  einen  SBinlcI  oon 
900  bilbet.    ®ic  Äomponente  [Mo sine]  lä^t  ftd^  mit  B  ocrcinigcn  gu  einer 

Äraft  [Bf],  meldte  gegen  i2  um  r  =  — ^^  oerf droben  ift  uttb  graar  fcn!* 


I 


I 


336  2)nttet  8lbf(^nitt.    drfted  StaptteL  [§  62. 

rec^t  jur  Sbene  ber  3^^nung  nad^  leinten  ju.  2)enlt  man  ftd§  in  R  fte^enb, 
bte  gü^c  in  0,  unb  bie  SRid^tung  [Mo  sin  b]  oerfolgcnb,  fo  gcl^t  bic  JBcr*^ 
jd^iebung  ftetS  nad)  red^tö  vox  fu^. 

S)ie  ®erabe  oon  [B']  ift  bie  Sentralac^fe,  auf  ber  bie  Sbene 
beS  $aareS  [Mo.cose],  totl^t^  hnxd)  [3Ro]  bejeid^net  nierben  mag, 
fenlred^t  fielet. 

äRan  f^at: 

gjlo  =  Mo.coss  := ^— ! '^     ^     •     •     •      102) 

©a  3Ko  =  itfö.cos£  ift,  fo  ift  arto  <  ifo,  b.  5.  bag  aWoment  für 
bie  Sentralad^fe  ift  ba^  Ileinfte  aQer  auftretenden  äRomente. 

$ätte  man  ftatt  0  einen  5ßunlt  (I,  ^,  f)  ^^  Eentralad^fe  für  bie  Se* 
^anblung  beS  Äräftefgftemg  benufit,  fo  Ratten  bie  8lrme  ber  gebilbeten  ihräfte* 
paare  ftatt  Xp,  yp,  Zp  bie  SBerte  Xp  —  {,  yp  —  ri,  Zp  —  5  erJ^alten,  fo  ba% 
gjlomente  Mx,  My,  Mt  entftanben  m&ren,  gemäfe  ben  Slnfüften: 

M',  =  i:[KpCosap(yp  —  i?)  —  KpCosßp(xp  —  S)] 
=  M,  —  rjSKpCOSUp  +  ^HKpCOsßp 

=  jf,  -  (xri  -  rs) 

ML  =  M^^  (rg  -  Zri) 
Mi  =  My-  (Z|   —  Xg). 

ffiiefe  SKomente  ftnb  bie  Äomponentcn  beg  3Komente8  SKo  für  bie 
©cntralac^fe,  bcren  SHd^tung  mit  ber  Slid^tung  oon  [R]  übcreinftimmt,  fo  bafe: 

m:  =  ^o,  cosy  =  f  .  2Ro  =  ^-^ 
Jfx  =  SKo  .  cos«.  =  J  .  aJlo  =  ^^ 
My  =  mo  .cosß=^.-mo  =  ^-^ 

XI  Xi^ 

ift,  fatfö  man  XM^ -\-  YMy  -\-  ZM,  =  J  fefet. 

3)urd^  ©Icic^feöung  ber  beiben  SBerte  für  M'z,  für  M^  unb  für  My  er^ 
l^ölt  man: 

Xri-Yi  =  M,-'^  '^ 


Y^  —  Zfi  =Jilfx  — 

zf  —  xe  =  3/,~ 


i22 

^  .  Y 


103) 


S)iefe  Oleid^ungen  ftcllen  bie  ^ßrojeftionen  ber  ßentralad^fe  auf  bie 
floorbinatenebcncn  bar  bejm.  bie  cntfprerficnben  ©benen. 

ajhilttpliaiert  man  biefe  Olcid^ungen  beam.  mit  Z,  X,  Y,  fo  giebt  bie 
Summe  JluQ,  b.  ^.  au8  je  gmeien  oon  i^nen  läfet  ftd^  immer  bie  britte  ableiten. 

z/  Z 

©tcHt  man  Mt =rr-  burc^  Olcid^namigmad^en  bar  in  ber  gorm: 
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fx)  ftel^t  man,  ba^: 


ija 


^0  = 


Zitf,  —  ZJf. 


X 


unb 


lo  = 


Z-IL 


ritf. 


btc  crftc  Oleid^ung  ber  3lr..l03  für  v  =  Vo  wnb  S  =  lo  Befriebigt.    gügt 
man  nod^ 

5ü  = 


r-Ma.    —     XJlfy 


l^in^u,  fo  tft  (lo/  Vof  So)  ßiti  bcftimmter  $unlt  ber  ©entralad^f e ,  mdd^er 
aHittelpunlt  beS  flräftefriftemS  l^cifet. 

gür  parallele  ihöfte  gteid^en  ©inneS ,  bei  bem  «i  =  «j  =  •  •  •, 
/?!  =  /Sa  =  . . .,  y^  =  ^2  =  .  .  .  tft,  lommt  man  jurüd  auf  bte  SBe» 
fthnmung  ber  gormel  3lr.  66. 

2)emgemög  ergeben  ft($  bei  ber  äSe^anblung  be&  jtröfteftjftemS  folgenbe 
gäOe: 

I.   R  vmb  äJlo  finb  oon  9htII  oerfd^ieben  (Sd^raubung). 
II.   B  ift  t)on  SluH  oerf (Rieben,  rnffl^renb  SJlo  =  0  ift  (SSerfd^iebung). 

in.   3Jlo  ift  oon  SftuD  oerfd^ieben,  mäl^^enb  iJ  =  0  ift  (S>re^ung). 

IV.   B  =  0  unb  3Ko  =  0  (©leid^gemid^t). 

8u  II.  ift  ju  bemerlen,  ba^  biefer  fJaH  fic^  nur  barai  fofort  mroers: 
ft^Ieiert  barftellt  menn  ber  SluQpunft  0  ber  floorbinaten  auf  ber  Eentralad^fe 
liegt,  mäl^renb  man  fönft  gunäd^ft  SBerte  für  R  unb  Mo  erhält  bei  s  =  90^ 

Jlfo 

morauS  SKo  =  Jkfo  .  cos  £  =  0  unb  für  [B]  bie  SSerfd^iebung  r  =  -^  folgt. 

S)ie  beiben  minbfd^iefen  Äröfte,  burc^  meldte  fid^  bag  ©gftem  im  gaUe  I 
für  eine  beftimmte  ßage  t)on  0  barfteHen  W^t,  beftimmen  burd^  bie  oier 
(gttbpunite  i^rer  beiben  Slid^tungS*  -^     .^ 

ftredfen  ein  letraeber.  *         ^^'  ^• 

S)er  Snl^alt  biefeS  Xetra^^ 

eberS  ift  für  bag  ©gftem  d^aral* 

teriftifd^,  ha  er  für  jebe  Sage  t)on 

O   benfelben  SBert   erl^ölt.     ©tettt 

man  n&mli(^  ba%  für  irgenb  eine 

fiage  oon   0  gemonnene  ?ßaar  Mo 

bar  atö  P  .  p,  fo  lö^t  ftd^  eine  ber 

Äräfte  P,  mie  eS  gig.  185  geigt,  in 

bie   burd^   [E]    unb   bie  8I(^fe  beS 

ÄroftepaareS  beftimmte  Ebene  bringen 

unb  in  biefer  mit  [JR]  gu  [ET  oer« 

einigen.    3)ie  Strafte  [B!]  unb  [P] 

fteHen  bann  ha^  Äröftef qftem  bar,  f o  ha^  OABC  baS  entfprec^enbe  Setra^ 

eber  ift.    S)a  beffen  ®runbfläd^e  jPp  =^\Mo  unb  ba  beffen  ©öl^c  Bcoss 

ift,  fo  ift  fein  3n^alt: 

\BMocosB^—\\B3kü 104) 

ffietnide,  aRec^anif.    i  22 


R  cos  e 


C*M8 J :i:.*'B 
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S)ritter*abfd&nttt    ©rfteS  Äapitel. 
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®inc  genauere  Setrad^ng  bc8  ©gftcmS  oon  je  atoci  rüinbfd^iefcn  fträftcn, 
tüeld^e  ein  BefttmmteS  ffiräftcfgftem  erfegen,  fü^rt  gur  Sinftd^t  in  eine  be^ 
merlengroerte  geometrifd^e  aSernjanbtfd^aft,  meldte  einen  bejonbcren  gaß  grocier 
reciprofen  r&umtid^cn  ©gfteme,  ba^  fogenannte  SRitllfqftem,  barftettt. 

Über  bie  oerfd^iebenen  3"^ödtfü^rungen  beS  ©gftemS  unb  beren 
(8leid^n)crtig!eit  gelten  bie  Semertungen  auf  @.  330. 

©d^Iie^Iid^  mag  nod^  barauf  l^ingeraiefen  werben,  baft  bie  gormeln  für 
bie  3Jlomente  oon  bem  benugten  ftoorbinatenfgftcm  ab^öngen.  SBegen  ber 
©qmmetrie  im  SRaume  jerf allen  bie  flöorbinatenf gfteme ,  meldte  man  burc^ 
aiuSaeid^nung  ber  pofttioen  ©albad^fen  an^  brei,  ftd^  in  einem  5|JunIt  fcnfred^t 
fd^neibenben  unb  aß  X^Sld^fe,  Y^^ä)\t  unb  Z:^^ä)\t  bereits  unterfd^iebenen 
®eraben  Bilben  lann,  in  amei  Sllaffen,  meiere  man  aI8  3ied^t8fi)fteme  unb 
als  ßintefgfteme  unterfd^eiben  fann.  ©efet  man  bei  bem  oon  unS  gebraud^ten 
ebenen  xr5:©t)fteme  bie  pofitioe  ^atbad^fe  ber  Z*8l(^fe  auf  bie  ®benc  ber 
3eid^nung,  fo  entfielet  ein  SRed^tSf gftem ,  löfet  man  fte  xia^  unten  oerlaufen,  ' 


»ig.  186. 


^x 


a. 


^X 


b. 


tz 


c. 


d. 


fo  bilbet  ftd^  ein  2tnföfr)ftem. 
3n  gig.  186  fteHen  a  unb  c 
ein  3lec^t8fr)ftcm,  b  unb  d  ein 
ßiniSfriftem  bar.  SBeacid^net 
man  bie  ©pigen  beg  SaumenS, 
be^.  Qeißt^nQtx^  unb  beS 
äHittelfingerg  einer  §anb  bejm. 
mit  X,  Y,  Z,  fo  entfielet  Beim 
SluSfprciäen  ber  ^\X[%tx,  ber 
redeten  ©anb  ein  Jfted^tSftjftem, 
ber  Knien  ©anb  ein  2in!8* 
fgftem. 

Sine  ©d^raubcnbemegung 
oon  X  über  Y  nad^  Z  fül^rt 
bei  Sftet^tSfqftcmen  ju  einer 
red^tggängigcn       ©d^rauBung 

(entfpred^enb  ben  SBinbungen  ber  SBeinrebc),  möl^renb  fie  beim  ßinföfgftcm 

eine  linlSgöngige  ©c^raubung  (entfpred^enb  ben  SBinbungen  bt%  ©opfenS) 

barftellt. 

ßegt  man  eine  5£af d^enul^r ,  baS  giff^^Matt  nad^  oben  geleiert,  auf  bzn 

%\\i^,  fo  befd^reibt  ber  Snbpunft  bc8  S^^Ö^^^  6ei  einer  ipcBung  ber  U^r  eine 

linlSgftngige  ©d^raubenlinie;  bre^t  moxK  bie  Uljr  um,  fo  entftcf)t  bei  ©cbung 

eine  red^tSgftngige  ©d^raubenlinie. 

3n  englifd^en  Sudlern  nrirb  meift  baS  SRed^tgf gftem ,  in  franaöftfd^cn 

meift  baS  ßinf8fr)ftcm  oermanbt,  roä^rcnb  fid^  in  ©eutft^Ianb  bisher  !ein 

ftönbiger  (ScBraud^  au§ge6ilbet  l^at. 

3n  ben  gformeln   für  bie  SKomente   jcigt  fid^   ber  Unterfd^ieb   Beibcr 

©gftemc  in  einem  SSorgeid^enmed^fel. 

S)ie  entmidfciten  fjormcin,  meldte  bem  aied^tSfriftem  cntfprcd^en,  nämlid^: 

M^  =  Yz  —  Zy,    My  =  Zx  —  Xz,    M,  =  Xy  —  Yx, 
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gelten  für  bai  ßinfgfgftcm  über  in: 

M:c  =  Zy  —  Yz,    My^Xz  —  Zx,    Mz=  Yx  —  Xy, 

Um  biefe  gormein  im  ©eböd^tmffc  gu  behalten,  prägt  man  ftc^  in 
Beiben  gällcn  gunöd^ft  ben  8luSbru(f  für  Jf,  ein,  mcld^er  bcr  Srel^ung  in 
ber  SBene  genau  entfprid^t,  unb  leitet  bann  auS  biefem  burd^  cgflifd^e 
SJertauf^ung  1)  bic  SttuSbrüde  für  Mx  unb  My  ob. 

3)ie  Sebingungen  be^  (3Ieid^gemi^te§  laffen  ftd^  ^ier,  ben  S9e^ 
bingungen  bcr  Sbene  cntfprct^enb,  auflöfen  in  bie  fed§§  ©leid^ungen: 

S)er  SKomentenfog  unb  ber  SttrbeitgfaS  gelten,  entfprec^enb  ber  Untere 
fud^ung  für  jerftreute  SlngriffSpunlte  in  ber  ®benc,  meiter,  ha  ein  fträftcpaar 
au^  bei  einer  äSerfd^iebung  im  SRaume  leine  3lrbeit  leiftet. 

Unter  anberem  fü^rt  bie  3lnnuIIierung  ber  3lrbeit  für  brei  mrtueHe  SSer* 
fc^iebungen,  paraQel  ju  htti  Sld^fen,  unb  brei  oirtucHe  Srel^ungen  um  bie 
3Idöfen  ^urüd  gu  obigen  Sebingungen. 

63.  Sonfiniftitie  (grafi^tfc^e)  SJe^anblnttg  ber  Aufgabe  bed  §  61. 
(Sine  Sdfung,  meldte  unmittelbar  auf  bie  Sentralad^fe  unb  auf  baS  ent^^ 
fprec^enbe  fträftepaar  fü^rt  unb  bemnad^  hmt  Eulmannf(§en  SSerfa^ren  für 
bie  Sbene  genau  cntfpret^en  mürbe,  ift  nid^t  befannt. 

3Kan  lann  bie  Äonftrultion  l^ier  junätlft  ol^ne  meitercg  bem  red^nerifd^en 
SJerfa^ren  anpaffen,  inbem  man  mit  fenlred^ten  ^ßrojeltionen  in  brei  auf«^ 
einanber  fenfred^t  ftefjenben  Ebenen  arbeitet,  mobei  ha^  SrgcbniS  in  ber  einen 
biefer  Sbenen  Icbiglid^  jur  ÄontroIIe  bient. 

Sei  biefer  SRetl^obe  unb  bei  anberen  ßöfungSoerfaliren  ift  eS  gmedtmä^ig, 
bie  SBebingungen  be§  ©leid^gemid^tS  ber  gormel  105  auf  bie  gorm  gu  bringen: 

1.  X  =  0,     r  =  0,    itf,  =  0, 

2.  r  =  0,     Z  =  0,     Mx  =  0, 

3.  Z  =  0,    Z  =  0,     My  =  0. 

SHe  erfte  Oleid^ung  fagt  an^,  ba^  bic  fcnlrec^te  ^ßrojeftion  beS  5h:äfte= 
fgftemS  auf  bie  xr*Sbene  in  biefer  ein  ®Ieid^gemid^t8ft)ftem  barfteHt,  fo 
ba^  ftd^  für  bie  Jhäfte  in  bcr  xr==(gbenc,  mcli^e  burd^  biefe  ^ßrojcltion 
bargeftellt  merben,  baJS  JtraftedC  unb  ba^  ©eiled  fd^lie^t. 

S)ie  Oleic^ungen  2  unb  3  fagen  baSfelbe  für  bic  anberen  beiben  ßbcnen 
bc8  Äoorbinatcnfi)ftem8  au8. 

SaSfcIbe  folgt  au8  bcr  Setrad^tung  ber  fenfret^ten  5ßrojcftionen  btQ 
flröftepoltigong  unb  beS  ^olggong  ber  8ld^f enmomente ,  meldte  bejm.  ju 
[B]  =  0  unb  [aRo]  =  0  führen. 


0  S)en!t  man  in  ber  linearen  Slnorbnung  x—y—^  bie  (Snben  x  unb       .r 
z  miteinanbcr  ^erbunben,  fo  entfte^t  bie  c^IIifc^e  Slnorbnung,  ber  man    /^^ 
nebenftel^cnbe  gorm  geben  lann.    SJlan  erfeftt  bei  c^IUfd&cr  Jöertaufd^ung  '%^^^ 
entmcber,  ben  Pfeilen  entf pred^enb,  ftetg  x  hnxd)  y,  y  burc^  z  unb  z  bnx^ 
X  ober,  bem  ^eilfmne  entgegen,  ftetS  x  burd^  z,  z  burdj  y  unb  y  burc^  x. 

22* 
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2)rUtet  Qlbfdinitt.    (Srfted  Stapitel. 


[§64. 


®cmnac^  ift  boS  fträftcfgftem ,  tocIc^cS  burc^  fcnftcd^tc  ^ßrojeltion  cincS 
räumltd^cn,  fic^  im  ©Icid^gcroic^te  bcfinbcnbcn  ftrSftcft)ftem8  auf  eine  Sbene 
entfielt  fettft  im  Oleid^gcmid^te,  mäl^rcnb  bie  notmenbigen  unb  l^imrcid^enben 
Scbingunöen  für  ba^  ©Icid^gemid^t  etneS  räumlid^cn  JhöftefgftcmeS  barin  6c* 
fielen,  ba^  feine  fenlred^ten  ^ßrojeftionen  auf  bie  brei  Ebenen  einer  ®(fe  (bie 
nic^t  red^troinletig  ju  fein  braud^t)  5lräfteft)fteme  barfteHen,  meldte  im  Oleid^s: 
gemid^te  ftnb. 

gfügt  man  irgenb  einem  fträftefgfteme  bie  ©egcniraft  ber  SRefuItante  [R] 
unb  baS  ©egenmoment  beS  refultierenben  3Romented  [Mo]  l^inju,  fo  bilbet 
pd^  ein  im  (Sleid^gemid^te  befinblit^eS  Jhäftefriftem.  SHefe  SBetrad^tungen 
liegen  unter  anberem  ber  äRol^rfd^en  äRetl^obe  ^)  für  bie  grapl^ifd^e  S3e^anblung 
imferer  Slufgabe  5u  ®runbe,  meldte  mofjl  unter  ben  biSl^er  betannten  Söfungen 
an  erfter  ©teile  genannt  3u  merben  oerbient. 

64.  parallele  Gräfte  am  ftarren  ^Sr^er.  2)ie  Sel^etnblung  x)on 
^ßaraDellröften  gleid^er  Sftid^tung,  meldte  ftetS  auf  eine  Slefultante  führen,  ift 
bereits  (®.  241,  329  u.  337)  erlebigt. 

Sig.  187. 


^o 


""^-^^..^^ 

^"^"^^-v^VI 

n 

'Z^^^^^^^ 

^ — — \^^^^^^ 

^^^^.----"la         y^ 

y^ 

ftommen  $araHeIfräfte  ocrfd^ebener  Stic^tungen  in  grage,  fo  ift  eS 
gmedtmä^ig,  i^r  ©gftem  in  jmei  ©ijfteme  gleid^er  SHd^tung  gu  jerlegen  unb 
für  jebeS  bie  aiefuUante  ju  beftimmen.  S)ie  beiben  fo  gewonnenen  SRefuU 
tauten  [Bi]  unb  [jRj]  lönnen  ein  Shäftepaar  bitten,  anbemfallS  laffcn  fte  ftc^ 
ju  einer  Sftefultante  oom  SBerte  ±»^(i2i  —  Ea)  oereinigen. 

Statt  beffen  fann  man  aud^  bie  allgemeinen  gormein  für  ben  oorss 
liegenben  gaQ  umgeftalten.  Stimmen  bie  9Hd^tungen  ber  jh&fte  bejm.  mit 
ber  poftttoen  unb  mit  ber  ncgatioen  Z*8Id^fe  übercin,  fo  ift  für  jebe  ftraft 
Kp  fomo^I  a^  =  90«,  afö  aud^  /3p  =  90»,  mö^renb  y^  cntmeber  Oo  ober 
180®  beträgt,  fo  b^^  cosyp  entroeber  +  1  ober  —  1  ift.  2Kan  l^at  ba^er, 
falls  man  bie  ftrSfte  oon  ber  SRid^tung  ber  pofttioen  Z^Sld^fe  atö  pofttio  unb 
bie  Kräfte  oon  ber  SRid^tung  ber  negatioen  ZMä)\z  als  negatio  einfül^rt: 

»)  SJergl.  (StoiI:=3ngcnteur,  »b.^XXII. 
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^ataQele  Jhröfte  am  ftarren  Hörper. 

X=0,     Y=0,    Z  =  £Kp 
Mx  =  —  EXpifp,    My  ^=  -\-  £KpXp,    Mg 

Mo^  =  itfx*  +  m; 
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=  0 


COSl  =  rrzr, 

Mo 


My 

cosu  =  r~,    cosv 
Mo 


0. 


3ft  Mo  t)on  3lua  oerf deichen,  roöl^renb  Z  =  2;Zp  =  0  tft,  fo  ^at  ba8 
®i)ftcm  cm  rcjuItiercnbcS  aHomcnt. 

®inb  Jfo  unb  Z  von  SiuH  oerfd^icben,  fo  jeigt  bic  ®Iei(^ung  9lr.  101 
für  cose  fofort,  ba^  £  =  90®  ift,  bafe  alfo  üfo  unb  Z  au  einer  Sftefultante 
vereinigt  werben  Iflnnen. 

®a  »elaftungen  eineg  ÄörperS  ftetS  ein  ©gftem  oon  5ßaraIIeHräften 
glei^er  SWid^tung  barfteHen,  benen  oft  3leaftionen  oon  entgegengefeiter  Stid^* 
tung  entfpred^en ,  fo  finb  fold^e  ©gfteme  unb  jroar  mit  pertilal  gelagerten 
Äraftgeraben  in  ber  ied^nif  l^äufig  gu  be^anbcln.    S)ie  grapl^oftatifd^e  fton^: 

gig.  188. 


0  5 


ftrultton  mirb  l^ier  befonberS  einf ad^,  nrie  gig.  187  für  ein  im  ©leid^gemid^t 
Befinbßd§e8  ©gftem  ber  SBene  unb  %xq,  188  für  ein  auf  ein  ftröftepaar 
fü^renbeS  ©gftem  ber  Sbene  aeigt. 

3lu(^  bie  lonftrultine  Se^anblung  im  3laume  ift  l^ier  bcfonberS  einfad^. 
3Wan  mäl^It  jmei  SProjehionSebenen  I  unb  II,  parallel  au  ben  Oeraben  beS 
©gftemS  unb  fenfred^  aufeinanber.  Sie  fenlred^ten  ^ßrojeltionen  jeber  Äraft 
erfd^einen  bamt  in  beibcn  Ebenen  unoerlürat  unb  finb  alfo  unter  fi(^  gleid^, 
fo  ha^  man  in  ber  SBene  ber  Qcit^nung  für  beibe  Ebenen  mit  einem 
SlraftedE  unb  einem  5ßoIe  auSfommt. 

SBill  man  aud^  bcn  SKittelpunft  M  beS  Äräftefgftemg  beftimmen,  fo  mufe 
man  bie  ftröfte  im  SRaume,  parallel  gu  I  (ober  II),  um  irgenb  einen  SBinfel, 
5-  SB.  um  90^  gebrel^t  beulen  unb  fte  auf  I  (ober  II)  oon  neuem  propaicren, 
b.  f\.  man  mu^  bie  ^ßrojeltionen  in  ber  SBene  in  il^ren  SlngriffSpunften 
3.  S9.  um  90°  Bremen.  S)ie  SRefuItante  ber  neuen  2age  unb  bie  Ölefultante 
ber  alten  Sage  geben  in  il^rem  ©d^nittpunfte  bie  ^ßrojeltion  Mi  be8  gefut^ten 
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^unlteiS  M  auf  bie  ßbene  I,  n^ö^renb  beffen  ^rojeltion  M^  auf  bie  Sbene  II 

baburd^  bcftimmt  ift,  ba^  itfi  M^  fenfrcd^t  tft  gut  SHd^tung  bcS  ©ijftemS. 

gin  gattc  bcS  ftröftcpaorcS  ift  if  natürlid^  (im  Snblic^cn)  nit^t  oorl^anbcn. 

65.  3^nnere  Gräfte  am  ftarreu  $ör:|icr  unter  bem  (Sinflttg  eincd 
(äußeren)  ^räftef^ftemd«  S)ie  inneren  ftr&fte,  n)eld^e  an  ben  einzelnen 
3ttomen  eineg  ftarren  flörperS  oorl^anben  finb,  oeränbem  ft^  unter  ber  (Kn* 
n)ir!ung  eineS,  ben  ftörper  angreif enben  (äußeren)  5h:äfteft)ftem8.  3n  nielen 
gäKcn  lö^t  fid^  bie  refultierenbc  SBir!ung  ber  inneren  Strafte,  ol^ne  ba^ 
man*biefe  felbft  fennt,  für  bie  ocrfd^iebenen  ©teflen  eineS  ftarren,  oon  einem 

gig.  189  a.  gig.  189  c. 


B     A!- 


x+3 


B 


8^x  +  3 


gig.  189  b. 


gig.  189  d. 

M 


x+3q5x+: 


N 


fträfteftjfteme  angegriffenen  ftörperS  Beftimmen.  S)enft  man  nämlid^  btn 
ftörper  in  jmei  Xeile  ^erfd^nitten  unb  benft  man  femer  in  5ßunlten  ber 
^nittflöd^e  an  jebem  ber  beiben  SCeilWrpcr  ate  äußere  flräfte  foI(^e 
Äräfte  angebrad^,  ba^  jeber  Seillflrper  für  ftd^  baburt^  mieber  in  ben  3^^* 
ftanb  gelangt,  ben  er  ate  2:eil  beS  ganaen  flörperS  I)atte,  fo  fteDen  biefe  in 
?ßunlten  ber  ©d^nittflac^en  angreif  enben  äußeren  fträfte  bie  refultierenbc 
SBirfung  ber  inneren  Xlräftc  bar,  mcl^e  burc^  ben  ©d^nitt  3erftört  mürben. 

3ft  baQ  ©gftem  ber  angreif  enben  Äröftc  im  ®  leidige  roid^t,  fo  ift 
biefe  Unterfuc^ung  meift  ocrli&Itnigmäfeig  einfad). 

8Ifö  ajeifpiele  für  biefen  gaH  beS  ®Ieid^gemid^tc8  mögen  folgenbe  5Be* 

trad^tungen  bicnen. 

gig.  189  fteHt  einen  Salfen  AB  bar,  melc^cr  in  gleid^en  Slbftänben 
non  1  m  burd^  oier  im  ©leid^gemid^te  ftel^enbe  ^araHellrafte  angegriffen  mirb. 
es  ift  bie  refulticrenbe  SBirlung  ber  inneren  flrftfte  für  ben  ©d^nitt  MN  ju 
beftimmen  (x  -\-  y  =  1). 
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§für  gig.  189  b  roirb  bod  ®Icic|genjid^t  l^ergefteBt  gemäfe  ber  9legcln 
X  =  0,  Y=0,  Mo  =  0, 

®a  in  bcr  XMi^\t  feine  5h:&fte  liegen,  fo  ift  bie  ©leid^ung  X  =  0  oon 
fclbft  erfüllt,  ©ic  (Sleid^ung  r  =  0  wirb  erfüllt,  roenn  man  in  S  bie  JBer^ 
tifalfraft  [1]  anbringt. 

gür  S  aK  Sre^unft  liefert  ber  ffltomentenfaö  3  (a?  +  1)  —  2rc  =  x  -f  3, 
b.  1^.  eine  S)re]^ung  oom  SBerte  (x  +  3)  im  Sinne  ber  U^raeigerberoegung; 
um  fte  aufju^alten,  mu^  für  S  alS  ©rel^punlt  eine  ffirel^ung  vom  SBerte 


Sig.  190  a. 


gig.  190  b. 


Sig.  190  d. 
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Sifl.  190  c. 
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(ar  +  3)  mit  umge« 
fe^rtem  ©inne  l^mau» 
gefügt  merben.  gür 
gig.  189  c  füliren  bie^ 
felben  Überlegungen  ju 
ben  bort  eingcgeid^neten 
aBerten. 

gügt  mangig.  189  b 
unb  gig.  189  c  mieber 
gu  gig.  189  a  gufammen, 
f  0  oerf  d^minben  bie  Jtröfte 
ber  ©d^nittfteße ,  mie 
eS  fein  mu§. 

Sie  d^araf  teriftert  fid^ 
alfo  im  ungefd^nittenen 
aSoIfen,  mie  eS  gig.  189  d  barfteUt,  unmirif am  nad§  au^en. 

3n  gig.  190  a  fmb  bie  Beiben  ©d^nitte  MN  unb  M*  W  gefüH  \^  t^öfe 
bie  brei  baneben  bargefteQten  giguren  entfielen,  an  benen  bie  gerftörten  Jhöftc 
gur  aSeranfd^auIi(^ung  burd^  ©emid^te  bargcfteHt  ftnb.  gig.  190  b  liefert  bie 
»egie^ung  P  =  S^  gig.  190  c  giebt  bie  Oleid^ung  S^  =  S^  unb  §  +  ö 
=  Si  +  S,. 

SDemnadI  ift  P=  S^  =  8^  =  — "J— • 

S)er  Sug  in  Ä  beträgt  G  +  2P,  ber  3ug  in  B  beträgt  P,  bie  8»eful* 
tante  beiber  QyxQlx&^t,  meldte  ben  SBert  Q  +  P  +  2G  l^aben  mufe,  beträgt 
G  +  SP,  ^0  bafe  mieber  Q  +  G  =  2P  erl^altcn  mirb. 

3n  gig.  191  (a.  f.  ©.)  ift  eine  einfad^  ©tongenlonftrultion  {^a^^ 
binber)  bargefteHt,  bie  burd)  ben  ©c^nitt  MN  gerlegt  mirb.  Sin  ben  ©d^nitt« 
fteHen  fmb  in  gig.  191b  (a.  f.  ©.)  burc^  ?ßfcile  bie  fträfte  [X],  [Y],  [Z] 
angebeutet,  meiere  gur  $erftellung  beS  ®Ieid|gemic^teg  erforberlid^  fmb. 

SKan  beftimmt  jebe  biefer  jträfte  unmittelbar  burc^  ben  äRomentenfa^ 
bei  gefd^idfter  SBa^l  ber  S)re^punlte  (SlitterS  SKet^obe). 

gür  S  afö  Srel^punlt  lommen  [X\  utib  [r]  nid^t  in  grage,  fo  bafe  bie 
entfprec^enbe  ®Iei(^ung  nur  [Z]  entl^ält.    SRan  ^at: 

1500  .  2  —  1000  .  1  —  Z  .  1,5  =  0,    b.^.Z=  1333  J. 

gür  Ä  als  S)re^punlt  lommen  [X]  unb  [Z]  nid^t  in  grage,  fo  ba^  bie 
entfpred^nbe  Oleid^ung  nur  [Y]  entl^ält.    ^an  l^at: 
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+  1000  .1  —  Y.a  =  0,    b.'fi.Y  = 


1000 
a 


gfür  -B  ate  ©re^punlt  tommcn  [7]  unb  [Z]  ntt^  in  grage,  fo  ba^  bic 
entjpred^enbe  ©Ictc^ung  nur  [Z]  cntl^dlt.    SJton  |at: 

1500  .  1  +  5  .  Z  =  0,    b.fi.X  =  —  i^. 

S)ie  ßöngcn  a  unb  b  finb  leidet  an  ber  gigur  ju  meffen  bcgnj.  ju  bc^^ 
rechnen. 

gtg.  191a.  gfig.  191b. 
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S)a  X  ncgatit)  roirb,  fo  ift  bcr  $ßfctl  uon  [Z]  in  gtg.  191  b  umjuf elften, 
b.  ^.  bic  Stange  JB'S  roirb  gcbrücft  unb  nid§t  gcjogen,  roöl^rcnb  BS  3ug 
auSjul^alten  ^at,  ebenfo  xckt  BF. 


66.    S^fteme  ftattcr  fiöt)ier  nnb  bad  $nnci|i  kion  b'XIentbert 

2)ie  S9etrad^tung  beS  oorigen  Paragraphen  berul^t  im  ®runbe  barauf,  ba^ 
ein  ftarrer  Aörper  burd§  Schnitte  in  jn^ei  ober  überhaupt  in  mehrere  ftarre 
Störper  aerlegt  mirb,  hc^  er  alfo  erfegt  nnrb  bttrd^  eine  ®nq)pe  oon  Aörpern, 
»elc^e  infofem  ein  ©gftem  Bitten,  afö  fte  ja  Seilförper  jene«  einen 
itörperd  ftnb. 

ßrforberli^enfaKS  lann  man  biefe  "^vAtQyxn^  fortgefegt  beulen,  6id  ber 
Äörper  in  feine  einzelnen  8Itome  gerlegt  ift,  meiere  ftet^  atö  ftarre  Körper 
oon  unenbüd^  Heiner  SluSbel^nung  unb  unenblid^  Heiner  3Jtaffe  angufe^en  ftnb 
(oergl.  Einleitung,  ®.  2  unb  §  40  u.  f.). 

S3efinbct  ftd^  ber  Äörper  felbft  in  einer  Semegung,  Bei  melc^er  SJcft^leus 
ttigungen  auftreten,  fo  Bebarf  bie  SBetrad^tung  ber  oorigen  5ßaragrap]^cn  einer 
Srg&ngung. 

S)iefe  Srgönaung  ift  nod^  in  auSgebel^nterem  SKa^e  erf orberlid^ ,  roenn 
man  oerfd^iebene  ftarre  Äörper,  bie  in  irgenb  njcli^er  SJerBinbung  ftel^en,  ju 
einem  Softem  aufammenfügt,  meil  l^ier  aud^  SlelatioBemegungen  ber  eingelnen 
£eiQdrper  in  grage  lommen. 

^ai  man  eS  Bei  einem  folc^en  ©gftemc  tl^atföd^Iid^  eincrfeitS  mit  3^*9* 
unb  S)rudträften  unb  anberfettS  mit  in  ber  SSemegung  ju  2:age  tretenben 
Sffeltiolräften  au  tl^un,  fo  mufe  man  ftetS  baoon  auggel^en,  hoü^  ftatifc^c 
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ftroft  mir   gel^emmtc  linetift^c  Shaft   unb  finetift^c  Jhoft  nur  cnttoidcitc 
ftatifd^e  ihaft  ift  (üergL  Stnlcitung,  @.  10). 

3)iefe  princtptclle  Sluffaffung  ift  oon  b'Sllembert  in  einem  ®a^e 
aum  Slul^brude  gebrad^t  morben,  meld^er  bei  ber  Söfung  t)on  9Iuf gaben,  bei 
meieren  einerfeitd  QvlQ''  unb  2)ru(IIr&fte  unb  anberfeitB  (Effeltit)lrafte 
3u  berüdftd^tigen  finb,  gute  S)ienfte  leiftet. 

Setra(|tet  man  ein  einselneS  Slt^m  eined  ganj  beliebigen  Störperl^  ober 
eines  gang  beliebigen  ftörperf ijftemS ,  fo  gilt  für  biefeg  (oergl.  ®.  233  u.  f.) 
bie -aJemerlung,  ba^  bie  in  ber  Semegung  mirllic^  jur  ®eltung  tommenbe 
Shaft,  bie  gffeWoIraft  [K]  :^  ii[jo]  atö  SRefuItante  aufäuf äffen  ift  au8  ber 
SKitteKraft  [Ä]  oDer  öu^eren,  auf  boS  8Itom  mirlenben  fträfte  unb  au8 
ber  SRittellraft  [J]  aDer  inneren,  auf  baS  Sltöm  mirfenben  Äröfte,  b.  ^ 
es  gilt: 

[K]  ^  [Ä]  i  [j]. 

S)abei  fmb  aUe  fträfte,  meldte  auf  ber  geg^nfcitigen  ©inmirlung  von 
Sltomen  beS  flörperS  (ober  beS  @t)ftem8)  unb  von  nic^t  ju  i^m  gehörigen 
Sltomen  berufen,  ate  äußere  Jhöfte  angufe^en,  atö  innere  alle  Jhfifte, 
meldte  Iebigli(^  gmifd^en  ben  9l[tomen  bed  5t5rperg  (ober  beS  @t)ftemS)  auf:» 
treten. 

^Gfyct  man  ftatt  [K]  beren  Oegeniraft  \K]  ein  ^),  fo  gel^t  obige  Oleid^ung 
über  in: 

M  +  m  -I-  m  =  0, 

b.  1^.  [Ä],  [J]  unb  [K]  ftel^en  im  ©leid^gemid^te. 

äenit  man  nun  an  itbzm  Sfftom  beS  flörperS  (ober  beS  ®t|f temS) 
biefen  Srfaft  ber  ®ffeItiofraft  burd^  beren  ®egenlraft  auggefül^rt,  fo  gilt  für 
jebed  Sltom  eine  entfpred^enbe  ®Ieid^ung. 

S)enlt  man  alfo  bie  Sltome  beS  Stdrperi^  (ober  beS  @gftemS)  in  ber 
SXage,  meldte  fte  in  einem  beftimmten  geitpunlte  l^aben,  f eftge^altcn ,  fo  baß 
fie  einen,  biefem  Qtxtpnnfiz  entfpred^enben  ftarren  flörper  iiübzn,  fo  fte^t  an 
biefem  bo8  ©gftem  aller  Jhäfte  [Ä],  [J]  unb  [K]  im  (Sleid^gemid^t.  S)a  ftd^ 
aber  für  jeben  flörper  baS  ©gftem  ber  Äröfte  [J]  naäj  htm  ^rincip  ber 
^armirlung  in  fxd^  aufgebt,  fo  fte^t  oud^  baS  ©gftem  aller  flröfte  [Ä]  unb 
{K]  im  ®Ieid^gennd^te« 

S)er  ©ag,  roeld^er  am  ©d^Iuffe  beS  §  44  für  einen  ftarren  Äörper  ab* 
geleitet  mürbe,  lößt  ftd^  alfo  auf  beliebige  jtdrper  bt^m.  St5rperft)fteme  auS« 
befinen,  unb  jmar  in  folgenber  gorm:  SBenn  in  einem  beftimmten  QtxU 
punite  t  an  ben  Sltomen  eineS  beliebigen  fldrperi^  begm.  jtdrperft)ftemeg  bie 
äußeren  Äräfte  [^i],  [Ä2],  .  .  .  mirfen,  mäl^renb  bie  Sffeltiofräfte  ber  aitome 
für  benfelben  geitpunft  t  begm.  [K^]  ^  /^i  [ji],  [K^]  =^  ih  [>2]/  •  •  •  ftnb,  fo 
ift  bQ&  ©gftcm  ber  fträfte  [Äi],  [Ä2],  .  .  .  unb  ber  ®egeniröfte  oon  [^1], 
[K2]  ...  im  ©leid^gemid^te ,  faÜS  man  biefe  ftröfte  an  bem  ftarren  flörper 
angreif enb  beult,  ber  entftel^en  mürbe,  menn  man  j|ebe8  3ltom  in  ber  Sage 
feftl^ielte,  meldte  eS  jur  Q^t  t  ^at 

*)  [K]  ift  natürlich  eine  fingierte  5haft,  mie  bie  ©rgänaungSfraft  ber  Sftelatios 
bemegung,  oergl.  @.  265. 
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2)tefer  ®a|  ftimmt  in  feinem  Sfn^alte  überein  mit  bem  fogenannten 
^Principe  oon  b'Sfflemfiert. 

SBiH  man  ben  ©aH  für  bie  fträf tc  [Zi],  [Za],  .  .  .  fclbft  auSfpred^en, 
fo  \)at  man  il^n  fo  8u  f äffen:  8ln  bem  oben  beftimmten  ftarren  Äörper 
liefern  bie  3«^fidfü§rungen  beg  ©riftcm^  bcr  Äröfte  [Ä]  unb  beS  ©qftemg 
ber  Xhäfte  [iC]  für  benfelbcn  ^^Junlt  0  biefelbe  Slefultantc  [R]  unb  baSfelbe 
fträftepaar  [Mo],  bie  ©gftemc  fmb  gleit^mertig. 

aSerftel^t  man  bei  einer  beftimmten  Su^cffüJ^rung  bie  ©röfeen  X,  Y,  Z 
unb  Mx,  My,  itf,  für  baS  Softem  bcr  fträfte  [Ä]  mit  bem  3^ger  A  unb 
für  baS  ©gftem  ber  ftröfte  [K]  mit  bem  Seiger  K,  fo  gilt: 


x(A)  =  x<^\    r(^>  =  Y^^\    z(^>  =  zw  I 


106) 


S)abei  ift  X(^>  ==  I^^ipjf  u.  f.  m. 

S)ie  Oleid^ungen  ber*3lr.  106  l^eifeen  bie  ©leid^w^gen  oon  ßagrangc. 

Slatürlid^  gelten  für  baS  im  ©leid^gemid^t  befinblid^e  ©qftem  ber  flräfte 

[^i],  [Ä2],  .  . .  unb  bcr  ©egenhdfte  oon  [iCj,  [Zg]  ^H^  Sesicl^ungen,  meldte 

giß.  192  a.         Sig.  192  c.      ««^  ^  Oleid^gcmidöte  befinblid^eS 


gig.  192  b. 
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©t)ftem  au^geidgnen. 

SRamentlid^  ift  au^  bie  Slrbeit 
für  iebe  oirtuelle  SSerrüdfung 
beg  an  b^m  fingierten 
ftarren  Äörper  l^aftcnben 
©ijftemeg  SttuH. 

gür  anbere  oirtuelle  SScr^^ 
rüdungen  ber  einjclnen 
9Itome,  unter  bie  aud^  bie,  ber 
tl^atfdd^Ut^en  S3emegung  ent:» 
fpred^enbcn  SSerrüdungen  ein* 
3urei|en  fmb,  gilt  bieg  junöd^ft 
nur  für  bag  ©gftem  bcr  ftrfifte 
[AI  [K]  unb  [J],  unb  eg  bebarf 
einer  befonberen  Unterfud^ung,  ob  babei  bie  8Irbcit  ber  ftr&fte 
beS  ©gftemS  [J],  meldte  bei  ftarrer  SSerbinbung  ftetS  ocr:* 
fd^minbet,  ben  SBert  3hiH  l^at  ober  nid^t.  ®a8  Ergebnis  biefer 
Unterfud^ung,  bie  fpöter  burd^gefül^rt  merben  foD,  fül^rt  3U  bem 
fogenannten  principe  ber  oirtuellen  SSerrüdfungen. 

Site  aSeifpicI  für  bie  SSermcnbung  ht^  $rincipe8  oon 
b*8tlembert  unterfud^en  mir  bie  Semcgung,  meiere  bereits 
©.  275  bargcfteHt  mürbe,  jeöt  gemäfe  fjig.  192  für  P  >  Q, 


^i-1 
^-i 


S)aS  aBefentlid^c  an  biefer  »emegung  ftcttt  gig.   192  b 
bar.     Scgeid^nen  mir  bie  Sefd^Ieunigung  gur  Seit  t  mit  j,  fo  l^abcn  bie 

F  0 

©(^merpunfte  üon  P  unb  Q  beam.  bie  ©ffeftiolräfte  -  •  3  unb  -  •  j,  mäl^renb 

ate  äußere  Strafte  bie  entgegcngefegt  gerid^teten  ftröftc  P  unb  Q  auftreten. 


§  66.]  @9ft^me  jtarrer  Störper  unb  ba»  ^rincip  oon  b'9(lembert.  347 

Sie  aiefultante  beS  ©qftcmS  [il]  ^at  ben  SBert  P  —  Ö.  *>«  3icfultantc 

P  0 

bc8  ©tiftemS  [K]  J)at  bie  SRcfuItante  -  -i  +  -  • ;,  fo  bafe  Bei  ber  @Ieic^* 

loertigleit  biefcr  Beiben  Slefultanten  gilt: 

es  tritt  alfo  eine  fonftante  Sefd^Ieunigung  oom  SBerte  j  auf. 

S)urd^  einen  ©d^nitt  MN  Beftimmt  man  nun  leicht  bie  innere  ftraft 
(Seilfpannung)  für  bie  getroffene  ©teile,  gemä^  ber  ®Ieid§ung  [-4]  +  [J] 

=  [K],  njeld^e  l^ier  (oergl.  2fig.  192  c) 

p 
P—.S=-'j 
9 
lautet,  f0  ba^ 

S  =  P  —  —  •1  =  2    ^^- 
9     ^  ^  +  Q 

ift. 

3u  benfelBen  SrgeBniffen  gelangt  man  burd^  gig.  192  a,  menn  man  auf 

biefe  ben  SDtomentenfag  anmenbet. 


^nrntuhm^tn  i^tx  Jelfw  tr0n  htn  ^x&fitn  am  llarwn  Itörp^r* 


1*  Slflgememed.  a)  S)ag  ®en)i^t  ber  Sörper.  Sie  5törper  ber 
3Iu^cntDcIt,  roeld^c  für  bic  Sied^nil  in  gragc  lommcn,  befinben  ft(§  ol^nc  8tuS* 
nal^mc  in  gegcnfcitigcr  Sinroirlung  mit  ber  Srbe.  ^nfolgebeffen  mu^  ^ier 
3U  bcn  flräften,  njeld^e  auf  einen  ftarren  Äörper  roirlen.  Bei  ftrengcr  Sctrad§« 
hing  ftctS  beffen  ©cnjid^t  in  bcffen  äWaffenmittcIpunlte  (oergl.  @.  240), 
ber  in  biefer  ©inftd^t  Sd^roerpunlt  genannt  mirb,  l^ingugefügt  werben.  3ft 
ber  33ctrag  beg  ®en)i(^tcg  gegenüber  ben  fonft  in  grage  lommenben  fträften 
oerl^öItniSm&feig  Hein,  fo  lann  man  non  ber  Serüdfftc^tigung  beS  ©emid^teg 
jundi^ft  über  überl^aupt  abfeilen. 

S)ie  Seftimmung  ber  Sage  beS  ©d^merpunfteS  für  gegebene  ftörper  mirb 
fpöter  burc^gefül^rt  mcrben;  l^ier  mirb  bie  Seigre  oom  ©c^merpunfte  nur  fomeit 
oermenbet,  als  fie  im  erften  ßel^rgange  ber  ^pj^gfil  Bel^anbelt  morben  ift 
(oergL  bagu  anii  §  45). 

b)  S)ie  ScfeftigungSrealtionen.  ©n  Äörper  ber  Slu^enmclt, 
meld^cr  für  bie  Sled^nil  in  grage  tommt,  befinbet  ftd^,  mcnn  man  oon  feinem 
freien  gaDe  abfielet,  ftetS  in  SSerbinbung  mit  anberen  Äörpem  ber  Slufeenmelt 
unb  bur(^  biefe  in  SSerbinbung  mit  ber  Srbe.  S)ie  ftröfte,  meldte  an  bem 
betrad^teten  flörper  jugefeftt  merben  muffen,  menn  er  fid^  nad^  ßöfung 
biefer  SSerbinbungen,  oon  ^Reibungen  abgefel^en,  in  bemfelben  Swftanbe 
befinben  foH,  in  bem  er  ftd^  oor  i^rer  ßöfung  befanb,  mögen  S3efeftigung8:= 
reaftionen  ^ei^en.  ©ie  beftimmen  fid^,  gemöfe  bem  ^Principe  ber  5ßaar* 
mirtung,  au§  ben  ©inmirlungen  beS  Betrad^teten  Sörperg  auf  bie  ftörper, 
mit  benen  jener  in  SBerbinbung  fte^t.  3^re  Seftimmung  für  Befonbere  gfftHe 
nrirb  fpäter  burd^gefü^rt  merben;  l^er  mirb  baoon  nin:  fo  oicl  oermcnbet, 
atö  au8  bem  erften  ßel^rgangc  ber  5ß]^qfil  belannt  ift. 

c)  S)ie  SReibunggrealtionen.  Sieben  ben  S3efeftigung8rea!tionen 
lommen  Bei  Körpern,  meldte  ftd^  unter  ^ßreffung  gegeneinanber  Bemegen  ober 
3U  Bemegen  ftreBen,  nod^  ftröfte  in  S^^age,  meldte  an  ber  »erütirungSfläd^e  ober 
in  ber  SerülirungSlinie  ber  ftörper  (tangential)  angreifen.  3lad^  bem  $rin* 
cipe  ber  5ßaarmirlung  treten  fie  ftetS  afö  ®egen!räfte  auf,  unb  groar 
bie  eine  an  bem  einen,  bie  anbere  an  bem  anbern  ber  fid^  Bemegenben 
flörper.  SDlan  beaeid^net  jebc  biefer  flrftfte  atö  JReibung  begm.  atö  SReibungS« 
realtion,  IcgtcrcS,  infofem  man  bie  Sinmir!ung  auf  ben  gerabe  bttxa^tttm 
Äörper  BefonberS  ^eroorljeben  miU. 


2.] 


ünnwnbungen  bei  ße^re  oon  ben  ärAften  am-(tatien  ftötp«. 
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^a  man  ben  SBert  bet  Steibung  buri§  SJearbettung  bec  0&eifCöd|en 
(®Ifittung  imb  Slnmenbunfl  Don  ©i^nriermitteln)  imb  aui^  but<^  anbere 
3lltttel  (äinroenbung  oon  ^nttionSroQen)  oft  er^ebltdj  ^etabmtnbein  lann,  fo 
gelangt  man  bet  Siemai^Iäffigung  bei  Sleibimg  (l^rfteOung  oon  abfotutsglatten 
06etPäc|en)  meift  ju  einer  trouiiboren  SlnnÖ^ening.  2)ie8  ift  nic|t  bet  goO, 
roenn  bte  betracfiteten  iSorgänge  ofine  Sletbung  übei(|aupt  nic^t  ^uftanbe 
fommen,  mit  3.  S9.  bte  Sire^ung  einer  StoQe  burc^  einen  @^nurlauf. 

3ni  folgenben  roitb  bte  Sleibung  nii^t  beiüdftc^tigt,  nur  ouf  il|r  SBor* 
^anbenfetn  roitb  gelegentli^  ^ingeioiefen. 

d)  ©totifi^e  unb  tinetifi^e  SIufgaBen.  S)te  einfoi^eren  Stufgaben, 
bei  loelcf^n  baS  angreifenbe  Sh&fteft)ftem  im  @Ieic^gen)i($te  (9)u^e  obei  getotffe 
gleii^fBnnige  SSemegungen  beS  Aörperä)  ftet|t,  treten  natuigemfig  in  ben 
äJoriJergrunb.  5tineti(tf|e  aiufgaßen  roeiben  öorläufig  nur  foroeit  Iieiangejogen, 
als  eS  gut  Sieibeutlti^ung  beS  nrii^ttgen  Unter[i^iebe§  grotfdien  ftatifii^  unb 
finetifäien  aSejiefiungen  erforberfiäi  ift. 

2.  ^ie  firaflübettragimg  burc^  Seite.  2)ie  Sßerft^iebung  be^w.  bie 
Sre^ung  bei  Seioben  einer  jhaft  am  ftarren  5t9rper  forbert  ben  3ufag  etneä 
ffräftepaareS  beam.  einet  Ätaft  (oergl.  ©.  323).  Solange  bte  flräfte  burrfi 
Seloftungeti  f^toorgerufen  toeiben,  b.  ^.  in  @en)tdE|ten  befte^en,  mai^t  bie 
SBetft^iebung  ber  @eraben  einet  gegebenen  Straft  !eine  St^roieiigleiten ,  ba 
eine    beftimmte   Selaftung 

an    jebet    ©teile    baSfeffie  S'A-  ^^■ 

(Setoic^t  nai^  (Srbge  unb 
Stiftung  fieiDOiruft.  $iet 
^nbelt  eS  ftt^  bei  9ttis 
toenbungen  im  niefentlt(i^en 
borum,  bte  ©erabe 
gegebenen  Araft  gu  biegen. 
Unter  ben  ted)nif  dien  ^ttetn, 
OKlc^e  biefem  gniede  bienen, 
ne^en  ©eile  (gäben, 
@d|n&te,  Seile,  Jtetten, 
Stiemen)  eine  ftemortagenbe 
©teile  ein.  SDlon  betratfitet 
fte  gunädift  als  voÜKommens 
biegfam,  b.  ^  man  mat^t 
bie  9Inna^me ,  ba|  t^re 
Slittelltnte     jebem     Qu^e 

toibeiftanbelog  folgt,  fo  ba^  umgeteEjit  bte  S:angente  ber  SRitteUitrie  ftetä  bie 
9Kd|tiing  beS  im  Seile  oor^cmbenen  QuQeS  (©pannung)  anzeigt. 

Sefeftigt  man  ein  ©eil,  loie  e§  gig.  193  onbeutet,  fo  getlegt  fii^  [K] 
etfo^rungSmöftig  in  bie  ffiomponenten  [Kcosa]  unb  [Ksina],  oon  benen  bie 
elfte  an  S  bie  Steahion  K'  =  Kcosa,  oon  benen  bie  jtBeite  in  E  faie  SRealtion 
K'sinet  leroorruft,  fo  baft  [ff],  [Ksina\  unb  [2 cos«]  im  ©leii^gerotc^te 
ftefien;  man  nennt  E  auc§  I|ter  einen  (feften)  ftnoten  (oergl.  ©,  274). 


K'-  Kd 


S)rlttei  «bf^niU.    CrifteB  ftopittl. 


[2. 


Qegt  fic^  baS  ®eU  um  ein  '^nSina,  fentni^t  ju  beffen  Jtanten,  fu  ift 
für  jebe  flonte  bie  Setlegung  ber  gig.  193  ju  becüdfic^tigen. 

Segt  fii^  boS  ©eil  um  einen  ftieiSct)(inbet  (oergl.  3*0-  194)  fenfre^t 
ju  beffen  Seiten,  fo  ha^  ein  Sentrinrintet  i  umfpamtt  nnib,  {o  f)at  man  baiS 
Cglinbetflfid  alS  ©tüd  eine«  regelmfiBiaen  5fJri8ma8  onn  n  Äanten.  beren  jebet 

ber  SBintel  a  =^  —  entfpiic|t ,  aufjuf äffen  unb  jniai  für  limn  ^  oo .    3n 

biefem  ^foOe  tft 


K'  =  K  .  lim  1  cos  - 


=  K 


b.  ^.  bie  Spannungen  £'  unb  K  finb  oon  gleii^em  9Berte. 

anfolgebeffen  ift  boS  ©eil  ber  gig.  194  autfi  im  ©teidigenni^te,  roenn 
bie  Sefeftigung  bei  S  geI5ft  unb  ftatt  iE|ier  eine  Straft  [K'\  ongeBiacgt  nnrb, 
beten  98ert  mit  bem  Skrte  oon  [K]  ilbeceinfttmmt. 

gifl.  194.  gifl.  195. 


SJaSfelBe  gilt  üBetfiaupt  für  tonoej .  gelrümmte  Eglinber  (Übertragung 
huri^  ben  ÄrfimmungSfreiS). 

&tne  Solge  baosm  ift  g.  9.,  bog  ein  ©eil,  roelc^eS  buri$  einen  9hng 
gejogen  ift  unb  on  biefem  einen  bemegtif^en  ((ofen)  flnoten  bi[bet,  wie  e8 
Tjftg.  196  jeigt,  bei  ®Ietd)geimi§t  in  beiben 
©eilftüden  ©pannungen  Don  gleichem  äikrte 
(S,  ^  S,—  S)  aeigt.  Sa  baS  5ßarQaelD= 
gramm  non  [SJ  unb  [Sa]  bemno(f|  ein  W^dw 
6uS  ift,  fo  IiaCbiert  beffen  X)iagona(e  ben 
'  SBinlel  «  aniijiien  ben  ©eilftüden  unb  man  Fiat 


B  ^  2Scos    -■ 

Siemnat^  ftetien  [M],  [S,]  unb  [S,]  im  fflmrten  im  ®Ietc^en)iif|te. 

®uri^  Silbung  eineS  tofen  ftitoten»  fann  man  ben  Suß  ««et  ©Haftung 
[Sj]  in  bie  Sfti^tung  non  [S,]  bringen. 

S)a8fe[be  erreicht  man  burc^  äieintenbung  einer  feften  dtoUe,  n>el(^ 
aurf)  ßeitcDlle  genannt  mirb,  weil  fie  bie  Sftici^tung  ber  ffiraft  gu  leiten 


2.] 


8(nmenbungen  her  Seigre  xmi  ben  Shrdften  am  ftorten  Aörper. 
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itnftanbe  ift.    @oII  ®Ietc^gemd^t  etntreten,  fo  mu^  man,  tote  fjfig.  196  jetgt, 
eine  neue  flraft  [SJ  l^tngufügen,  unb  c8  tft  lieber 


JB  =  2Scös 


a 


Qxex  ift  [JB]  bcr  S)ru(f ,  ber  auf  bie  Säef efttgung  Ä  B  übertragen  rotrb,  unb 
[S\  bie  SRealtton  ber  Sefefttgung,  roeld^e  an  ber  SftoQe  toirft.  ©igt  bie  SloQe  in 


ber  aJlitte  iljrer  ©rel^ungS** 
ad^je,  fo  toirb  auf  jeber 
©eite  ber  %üxd  \[B] 
übertragen. 

3m  ®egenfaftc  3U 
ber  ßeitroHe  ftellt  bie 
lofe  SftoIIe  eine  SBor« 
rid^tung  bar,  bei  melc^er 
ber  ^Vi%  einer  Selaftung 
neben  einer  Snberung 
ber  9K({|ttmg  awä)  eine 
aSerringenmg  erf&l^rt,  fo 
ba^  man  beim  (Smpor^s 
jie^en  einer  Saft  biefer 
gegenüber  an  ihaf t  fpart. 
SRan  nennt  bie  lofe  SRoIIe 
beS^alb  au(§  Straft« 
rolle,  gig  197  aeigt, 
toie  bie  eine  Stomponente 
oon  [S\  burc^  bie  Slealtion 
[Si\  ber  SSefeftigung  A 
oufgel^oben  toirb,  fo  bafe 
nur  tiod^  [S^  erforberli^ 
ift,  um  [5]  im  ®Ieic^* 
genrid^te  3U  galten.  Sine 
Umformimg  ber  ®Iei* 
t^ung 


gig.  197. 


2  cos 


a 


ift  ^ter  jmedma^ig;  man  l^at  für  bie  S3erü!^rung§fel^ne  B^B2  ben  Slnfag 


1  a 


fo  ba^ 


S  = 


B  .  r 
BiBi 


ober     S  :  B  =  r:  B^Bi    ift. 


S)er  S33ert  bcr  flraft  [S],  mit  toelc^r  man  [B]  bei  biefer  Vorrichtung 
im  ®Iei(^gen)i(^t  l^alten,  alfo  aud^  gleid^f örmig  bemegen  lann,  ocr^ält  ftd|  alfo 
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gum  ©ette  ron  [B]  rote  bei  SRabiuS  tier  JRoHe  jur  ®erü^ngßfe^e.    ©o 
£,B,  Temen  größten  5ßJert  2r  für  "  =  90"  erreicht,  fo  et^fitt  S  Bei  pcts 

oHeten  ©eilen  jeinen  Heinften  aSert  {\K). 

9Iennt  man  futg  [S]  bie  Rraft  unb  [R]  bie  Saft,  (o  ift  bei  flleirfifötmigen 

Sieniegungen  ffir  S  =  1 7f  bec  3Seg  bei  Araf t  boppelt  fo  grofi  alS  ber  äBeg  ber 

Saft,  b.  %.  man  fegt  am  aSege  gu,  trenn  man  an  Jhroft  fpatt.   3)o6ei  ift  bie 

äirbeit  ber  jtraft  bem  ffierte  nai^  bei  Slrbett  bei  Saft  gleii^,  niA|ienb  betbe 

Slrbeiten  entflegenflefegte  SJoraeidien  I|aben,  fo 

Sifl.  198.  j,j,^  i^g  gefammte  üTtßeit  ben  aSert  91iiII  ^at. 

ajlefirere  Sfbnen  roerben  untei  anbeiem  in 

SHoIlengügen,  glafc^enjögen  unb  ftlotien* 

jügen  3U  gemeinfamei  ÜBirfung  Deibunben. 

Sll§  SBeifpiel  mag  bei  SftoÜenawg  mit  biei 
lofen  unb  einer  fefien  3blle  bienen,  reie  i§n 
giß.  198  boifteHt.     aJlan  ^t  junäf^ft: 
Si=  Sj,     S,  =  S,,      Si  =  5,,     Sf  =  K. 
3)en!t  man  fit§  bie  nötigen  ©dinitte  (uergt. 
©.  343)  gelegt,  (o  ei^It  man  nix§: 
G,  +  B  =  S,  +  Si  =  2  S,  =  2  S,    ■ 
G,  +  S,  =  S,  +  S,  =  2  Sj  =  2  S. 
G,  +  S.  =  Ss  +  Se  =  2  Sa  =  2  S«  =  2JK", 
b.  5. 

8  i:  =  4  Gs  +  2  G,  +  Öl  +  ü. 
©arf  man  bie  ®en)i(|te  ber  iHoUen  G„  G„  &g  gegen  B  oemat^Iäffigen, 
fo  erhält  man  »K=  M  bearo.  ^=  -g-'  ""*•  e«  »ft  oHgemein  für  n  lofe 
StoQen: 

aWan  nennt  ben  SHoIlenaug  niegen  biefer  5Beaie^ung  aroift^en  ftraft  unb 
Soft  aud)  roo^l  S(JDtena=3laf^enaug. 

©inb  bie  ©eroic^te  ff„  G,,  .  .  .  einanber  gleich  (=<?)-  fo  flilt  allgemein: 

y_(2"-l)g  +  -g 
2" 

3.  3lie  tpfittftcte  ©eiltmtie.  .  33ie  aetro^tung  eine»  ©eileS  MN, 
melt^eS  nur  »etoftungen  [GJ,  [Gj]  .  .  .  trögt,  roie  eS  gig.  199  barfteUt, 
iäfyA  ju  jroei  mic^tigen  Soften. 

Serlegt  man  bie  Ätoft  [S],  roelcfie  baS  ©eil  in  M  ^iSlt,  in  oertitalei 
unb  ^orijontaler  SRii^tung,  fo  änbeit  bie  ©eloftung  [G,]  in  A,  mir  bie  oerti« 
fale  Äomponente  [V].  3n  Äi  ift  atfo  [H]  mit  [7,]  ^  [F—  G,]  ju  einer 
ftraft  [S,i  ju  oereinigen,  beten  iHti^tung  bie  Sftii^tung  beS  nät^ften  ©eilftüc(e3 
beftimmt. 


3.] 


StntDenbungen  ber  Beirre  von  ben  ftcdften  am  ftorten  5törper. 
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2)te  Selaftung  [G^,]  in  Ä^  önbert  toieberum  nur  bte  ocrtüale  flompo* 
ncnte  [FJ  oon  [SJ  u.  f.  to. 

S)emgemafe  gilt  für  ein  ©eil,  njeld^eS  nur  burd^  »elaftungen  (oerttfal) 
in  8lnfpru(^  genommen  mirb,  folgenbeg: 

1.  S)ie  ^origontalen  Komponenten  ber  ihäfte,  meldte  in  ben  ©eilftüdCen 
jur  SBirlung  tommen,  ber  fogenannten  ©eilfpannungen,  l^aben 
üBeraH  benfelben  SBert.  Ttan  gießt  biefer  Xl^atfad^e  ben  luraen 
8lu8bru(f;  bie  ©origontalfpannung  ift  lonftant 

2.  S)ie  oertilalen  flomponenten  je  gmeier  ©eilfpannungen  unterfd^eiben 

fid^  burd^  bie  Selaftungen,  meldte  amifd^en  il^nen  liegen.   SKan  giebt 

biefer  Il^atfad^e  ben  lurjen  Sffugbrudf:    ber  Unterfd^ieb  jmcier 

aSertilalfpannungen  ift  gleid^  ber  ©umme  ber  QxDx^^tnt^ 

Belaftungen. 

gig.  199. 


[^ 

V 

/* 

- 

"  H 

^ 

3)ie  ©äge  bleiben  beftelien,  menn  ba^  ©eilpolqgon  in  eine  ©eil* 
luroe  übergel^t,  roie  eS  Bei  ftetigen  SSelaftungen  ber  goU  ift.  3Kan  pflegt 
bann  nod^  bie  93oraudfegung  ber  ooQftönbigen  Siegfamfeit  beS  ©eileS  burd^ 
ben  ©ag  barjufteüen: 

3.  3n  jebem  5ßunlte  giebt  bie  Sangente  ber  ©eilluroe  bie 
SRid^tung  ber  in  bem  cntfpred^enben  (Elemente  l^errfd^enben 
©pannung  an. 

SSon  ftetigen  SSelaftungen  finb  für  bie  Xed^nif  smei  8Irten  oon  Be* 
fonberer  SBebeutung,  bie  gleid^mftfeige  Selaftung  ber  l^orijontalen 
^rojeftion  beS  ©eileg  unb  bie  gleid^mä^ige  Selaftung  bcS 
©eileg  felBft. 

3ft  im  erften  gfaHe  1  m  ber  ©orijontalen  burd^  y  kg  Belaftet,  fo  ift  eine 
BelieBige  ^oriaontalftredte  x  burd^  xykg  Belaftet;  ift  im  ameiten  gfalle  Im 
beg  ©eileS  felbft  burd^  ykg  Belaftet,  fo  ift  ein  BelieBigeS  ©eilftüdt  oon  ber 
ßänge  $  burd^  sykg  Belaftet. 

V&txnide,  aßec^anif.   i.  23 
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2)rittet  «bfdgnitt    drfteS  StopiteL 


[3. 


2)er  gioette  f^oll  tft  tnfofem  omt  oUgemeiner  äSebeutung,  ate  ein  @eil 
von  bnftantem  Ouerfd^nitte  unb  von  lonftantem  jpecififci^em  ©erneute  ftctS 
burd^  ^n  eigenes  ®en)i(^t  gleid^mö^ig  belaftet  n)ttb,  bod^  I&^t  fid^  baS  Sigen^ 
gen)id|t  mei[t  gunftd^ft  ober  überhaupt  gegenüber  ben  fonftigen  Selaftungcn 
oemad^Ififftgen. 

SSir  bel^anbeln  gunöd^ft  ben  erften  %aU,  Sr  tritt  g.  S9.  angenähert  ein, 
roenn  eine  fd|n)ere  SrüdCenba^n  AB,  vm  eS  gig.  200  geigt,  an  einem  ®ei(e 

5ig.  200. 


**-x 


^&ngt,  beffen  ®tvAäjit  ebenfo  nne  baS  ©emid^t  ber  93erbinbungSftangen  gegen 
baS  ®enrid^t  ber  Sdrüdenbal^n  Demad^Iöffigt  merben  lonn;  genau  njürbe  bie 
aSorauSfeßung  für  unenblid§  niele  SSerbinbungSftangen  erfüllt  fein. 

3^^f<^ßü^^t  ö^on  bag  ©eil  im 
S*ö-  ^^-  tiefften  5|Jun!te  0  unb  in  einem  Be* 

liebigen  5|Junfte  P,  fo  geben  bic 
Sangenten  in  0  unb  in  P  bie  3lid^* 
tungen  ber  entfpred^enben  ©pan* 
ttungen  [H]  unb  [S],  mit  eg  gig.  201 
geigt,  ©ie  brei  ftröfte  [H],  [8\  unb 
[xy]  fd^neiben  fid^  na(|  btm  ©agc 
von  ben  brei  ftröften  in  einem 
fünfte  K  S)a  [xy]  bie  ©tredCe  x 
halbiert,  f o  lenngeid^net  fid^  bie  ©eil«! 
furoe  (oergl.  @.  97  oben)  afö  5ßa* 
rabel. 

S)a  [H]  megen  ber  ©gmmetrie 
ber  Slonftrultion  ^origontal  gerid^et  ift,  fo  begeid^net  H  bie  ©origontaU 
fpannung  beS  ©eileö.  ®a  biefe  für  jebe  ©teile  beS  ©eileS  benfelbcn  SBert 
^at,  fo  l^at  au(^  bie  ^origontale  ftomponente  [H\  oon  [8]  ben  SBert  H,  S)er 
Unterfd^ieb  V  —  0  ber  ajertifolfpannungen  für  P  xxnb  0  ift  gleid^  ber 
©umme  ber  gmifd^cn  P  unb  0  getragenen  Selaftung,  b.  1^.  xy,  fo  ba^  ftd^ 
F  —  0  =  rry  ergiebt. 

gür  0  ate  S>re^punft  liefert  ber  aRomentenfafi,  ba  ftc^  bie  »elaftung 
xy  in  ber  SOlitte  oon  x  oereinigt  beulen  löftt: 


X 


H  .y  +  (xy)  .  ~ 


V  .  x  =  0, 
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b.  1^.  mon  l^ctt  für  V  =  xy  unb  ^üx  H=  H 

H.y  —  |ya;a  =  0 
ober 

2H 

rc>  = •  y. 

2)a  X  unb  y  bie  Stoorbinaten  etneS  beliebigen  ^unttel^  P  ber  SeiKuroe 
beaei^nen,  fo  tft  biefe  eine  ^«rabel  oom  ^«meter  f. 

gür  H  in  gifl.  200  ift  as  =  Z  unb  y  =  ä,  f o  ba^  unter  anberem 

unb  bemnac^ 

^  —  ^y  j, 

gilt,  roobei  2Z  bie  ©pannmeite  unb  1\  bie  $feil^d^e  ber  Aonftrultion  ge« 
nannt  nrirb. 

gfür  bie  Steigung  t)on  [S]  gegen  ben  ©orijont  gilt: 

<an(7<y  =  -  =  -^, 

roä^renb  ^ 

S  =  VF»  +  ^2    ift. 
gfür  J57  ift  im  befonberen 

—    unb    lang  a  =  -rr- 
h  l 

unb  bemgemä^  mu^  bie  S^efeftigung  beS  SeileS  Bered^et  »»erben. 

gfflr  eine  enblid^e  älnjal^I  r>tm  SSerbinbungSftangen  er^dlt  man  ftatt  ber 
^aroBel  ein  ©eiled,  meld^eS  jener  5ßarabel  cingefd^rieben  ober  umfd^rieben  ift, 
je  not^bem  man  ©tüdte  mie  [xy\  in  gig.  201  an  Stangen  in  0  unb  in  P 
ober  an  einer  ©tange  in  Q  aufgel^ängt  benft.  Überl^aupt  ift  bie  Parabel  bie 
Jhnroe  ber  gleid^md^igen  ^orijontalbelaftung,  morauf  bie  %^tom  ber  paxa^ 
bolifd^en  Xrftger  berul^ti), 

3m  jmeiten  goUe,  b.  5.  bei  gleid^mä^iger  Selaftung  beS  ©eileS, 
tritt  bie  ^(Semeine  ftettenlinie'  atö  ©eilfuroe  auf,  meldte  eine  fein  ge* 
gliebcrte,  an  gmei  Slögcln  aufgefangene  Rziit  oeranfd^aulid^t. 

flonftruiert  man  bie  beiben,  au  einanber  fiimmetrifd^  gelegenen  ^ßoga:= 

ritl^mifc^en  ßinien' 

+  '  -- 

y,  =  b  .  e    c     unb     y^  =  b  .  e    % 

fo  bilben  bie  ^albierungSpunfte  ber,  gmifd^en  beiben  fturoen  gelegenen  Orbi* 
naten  eine  fogenannte  ^©emölbelinie',  beren  (Sleid^ung  bcmnad^  ift: 


V  =ly,    H  =  ly-    unb    tanga  = 


^yi+j>^U,^T+-T). 


y-        2         -2 


»)  JBergl.  unter  anberem  Sftttter,  Xe^n.  SJ^edganif,  §  61  u.  f. 

23* 
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3m  iSonbcrfaUe  ö  =  c  fül^tt  bicfc  ©eroölbclime  ben  dtamtn  ,® cmcine 
flcttenlinie''.  ®cmäfe  her  angegebenen  ftonftruftion  l^ot  ber  ©d^cttel  ber 
^(Semcinen  flcttenlime*  bte  Sntfemmig  b  (=  c)  oon  ber  X^SId^fe.  ©oII 
biefe  im  ©d^citel  Imxgentc  fein,  fo  mufe  eine  JBerfd^cBung  um  bic  ©trede  c 
eintreten,  jo  bofe  ftd^  bann 


=  —  c  +  ^  G"*"  '^  +  e    V 


ate  ©leic^ung  für  bie  ^®emeine  Rettenltnie"  ergicBt. 

SHent  bie  ^®emeine  flettenlinie*  oIS  ©ciHuruc,  fo  ift  c  eine  ©trecte  ton 
ff 

ber  S&nge  — ,  faOS  man  bie  Sorijontalfpannung  ber  Stette  mit  H  unb  bie 

y 

aScIaftung  für  ben  laufcnben  SKeter  mit  y  beaeid^net. 

SHc  ßntmidelimg  obiger  ®Iei(^ung  folgt  burc^  eine  giemlid^  oermidelte 

Y 
3le(^nung  aug  bem  8lnfa|e  tangö  =  —  (oergL  gig,  201). 

Sted^net  man  bic  S&nge  s  \i^  SogenS  oom  ©c^citd  auS,  fo  ift  l^cr 
F  —  0  =  s  .  y,  fo  bafe  fi(^  für  .ff  =  c  .  y  crgiebt: 

iang6  =  -  =  -^. 

b.  \  bie  langente  beS  SUeigungSroinfelS  ber  fluroentangcnte  gegen 
bie  $oriaontaIe  ift  ftetS  ber  (oom  .©d§citel  au8  gemeffenen)  »ogen« 
länge  proportional. 

3ft  jff  im  aSerl^ältniffe  ju  y  fel^r  grofe,  mie  cSjbei  ftarl  gefpannten 

fletten  ber  gfaß  ift,  fo  f ü^rt  bie  (Einfül^rung  ber  Steigen  für  e  ^  unb  e~  ""  au 
brauchbaren  SlnnöEfcrungen.    ^an  finbet  fo: 

^  ~2'c'^  240»  "^ 

3)ie  erfte  Slnnöl^erung  y  =  —  ober  rc»  =  2  cy  =  2  — y  fü^rt  au* 

a  c  y 

rüd  au  ber  oben  bel^anbelten  5ßarabel;  Mnnte  bie  flette  au  einer  ^oriaon* 

taten  ®eraben  gefpannt  merben,  fo  mürbe  t^atfdd^Iic^  bie  gleichmütige  ^* 

laftung  ber  Äette  außl^^  eine  glcid^mö^igc  Selaftung  ber  §oriaontaIen  fein. 

S)ie  atoeite  Slnnä^crung  y  =  —  +  -|-^  fteDt  eine  2inie  oicrtcr 
Drbnung  bar,  bie  aber  mit  geringem  gcl^Ier  burd^  eine  Sllipfc  erfeöt  merben 
fann.   3(lan  finbet  aunöd^ft  burd^  Unrfel^rung  a;^  =  _  6  c2  Tl  ^i>  l/l  +  |  i^l 

unb  bann  burd^  meitere  Sntroidfelung  ber  SBurael  x^  =^2cy  —  \y^  -^^  -  -  - 
SSerfd^iebt  man  bie  xMä^t  au8  bem  ©d^eitel  aufmärtS  um  3  c,  fo  erhält  man 

(c  .  V3)2  "^  (3  cy  -'    ' 


3.] 
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b.  f),  man  gelangt  jitr  Centralgleit^ung  einer  SQipfe,  beten  gtoge  ^d^fe  6  c 
fenfret^t  liegt. 

3n)ifd^en  ber  Sdnge  s  beS  SSogenS  ber  Stettenlinie  unb  beffen  SSertilal« 
projeltirm  y  befielen  bie  Sejie^ungen 

y  =  —  c  +  Vs«  +  c»    unb    s  ==  Vy»  +  2yc, 

morauS  nod^  folgt: 

s^  —  y^ 


2y 


3nnfc^en  ber  Sönge  beS  S3ogenS  $  unb  beffen  iporijontolprojettion  x 
befielen  bie  SSejie^ungen: 

fs  +  Vs2  -t-  Qg] 


X  =  c  .log not 


i 


■} 


% 


Slu^erbem  giebt  nod^  bie  Umlel^rung  ber  ©leid^ung  d^ifd^en  x  unb  y 
bie  Sejiel^ung:  

\  0 


\ 


Slngenöl^  gilt  unter  ber  obigen  Sebingung: 


1   x^  2   t/2 

^6c2^  ^  %   X    ^ 


•      •      • 


c 

5 


«»  +  Jy» 


2y 


^  c         a;   \    ^  3  a?V 


ffir^ölt  s  am  Snbe  -E  (oergl.  gig.  200)  für  a;  =  Z  unb  y  =  h  ben 
SBert  A,  fo  ba^  2  A  bie  ganje  S&nge  ber  ^ette  begeid^net,  fo  ift  3.  S.  in 
erfter  Annäherung  A  =  Z  unb  in  gmeiter  Slnnöl^erung 


gcrner  ift 


^  2ä 


gtfl.  202. 


unb 


2  7.  /  1  Ä«\ 


in  ameiter  9lnnä^erung,  fo  ha^  bamit  aud^  H=  cy 
unb  7=  Ay  belannt  ift. 

Sine  angenäljerte  ftonftruftion  ber  Äettenlinie 
erhält  man  gemö^  gig.  202,  in  meld^er  GH  =  c 
unb  Ca  =  k  ift. 

gür  CiC  =  s  ^at  man 

ÄC        s 
tang  KH  C  =  -j^  =  —  =  lang  0, 
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2>ritter  Vb\^nm.    ^ted  StapiUl 


[4. 


b.  1^.  [HK]  fieftimmt  bie  Xangcnte  an  bcr  flettenßnic  im  $unltc  P,  falte 
CP=  CK=  8  x\t,  rooBei  fliC  bcr  Spannung  in  P  proportional  (y)  ift. 

£eilt  man  alfo  bie  ^olbe  flettenlönge  A  in  n  gleid^e  Seile  -,  fo  ift  für 


n 


Ca  =  ah  =  hc  = ,  falK  Ga//Hc,  ah//Hl,  hc//H2,  .  .  .  ift,  bcr 


n 


©tredcnjug  Cahc ...  eine  angcnäl^crtc  2)arfteIIung  bcr  flettenlinic  unb  ebenf o 
ber  ©tredenaug  Ca/Sy  .  .  .,  Bei  meldöem  Call  Hl,  ccßllH2,  ßyllHS,  .  .  . 

ift,  für  Ca  =  «^  =  /3y  =  •  •  •  -•   2)a  bie Äcttcnlinie  tl^atföd^K«^  a^Jift^en 


n 


beiben  ©trcdtcngügcn  liegt,  fo  Beftimmen  bie  3Jlitten  oon  aa,  hß,  cy  einen 
britten  ©tredengug,  melc^er  bie  Stettentinie  noc^  genauer  angiebt,  ote  jene 
beiben. 

SuS  biefen  jtonftrultionen  I5^t  fidg  übrigen^  burd^  einen  (BrcnjüBcrgang 
bie  genaue  ®Ieid^ung  ber  Stcttenlinie  herleiten. 

4.  ^ie  Xtwoobff^e  $aQmaf(^tne  mit  geraben  t^fi^^ungen  für  bie 
Selaftungen.  S)ie  beiben  Selaftungcn  Pj  unb  P^  (ßgßnber  oon  oerf d^iebener 
ßänge)  ber  gig.  203,  meldte  burd^  ein,  über  eine  SRoQe  gefül^rteS  Seil  mx^ 

Sig.  203. 


a. 


Pliia«!^^ 


K  H. 


Bunben  finb,  gleiten  auf  fd^iefen  (Ebenen  Begn).  oon  "ttn  SRcigungSminfeln  «, 
unb  «a-  2)iß  S)rudEe  auf  bie  ©Benen  finb  Beam.:  PiCösccj  unb  Pacosa,, 
bie  treiBenben  Äröfte  Bejm.  Pi  ^n  «j  unb  Pa  sin  aj.  Unter  ber  SSorauSfeftung, 
\i(x^  bie  ©cilftüdEc  ben  f d^ief en  (Ebenen  parallel  fmb,  ift  Pi  sm  «i  =  P,  sin  o^ 
bie  Sebingimg  beS  ©teid^genndötcS  unb  bamit  fmb  aud^  augleid^  bie  ©eil- 
fpannungen  Si  unb  Sa  Beftimmt.    S)er  3)rud(  [D]  auf  bie  Steife  ber  3loIIc 
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ift,   mtxm  btt   gemcinfame  SBcrt   oon  [8i]  unb  [Sa],   roeK^e  ben  SBirdd 
180»  —  «1  —  «j  bilbcn,  burd^  S  bejeid^nct  nwrb: 


D  =  2Ssin 


«1    +    «2 


Serfcöt  man  D,  tote  e8  gig.  203  b  acigt,  itt  toagcred^er  unb  in  fcnf«: 
rechter  SKd^tung,  fo  crgtebt  ftd^: 

V=  S  (sinoi  -f  stnoej) 
uttb 

JS  =  S  (cos  of,  —  cos  «i). 

©ifit  bie  Sfloffe  in  ber  3Küte  i^rer  Sttc^fe,  fo  ncrteift  fid^  [S]  Bean).  [F] 
unb  [ff]  gleid^mä^ig  auf  bie  bciben  Qap^txi. 

SBenn  P^  sin  ai  >  P^sina^  ift,  fo  tritt  Sen)egung  ein  im  ©inne  ber 
5PfeUe  ber  gig.  203. 

3)te  treibenbe  ftraft  Pi  sin  «i  —  P2  sin  o,  betoegt  l^ier  bie  3)laff e  ^  "^  ', 
fo  baft  bie  SBefd^Ieunigung  ben  SBert  l^at: 

. Pi  sin  «1  —  Pj  sf «  Oa 

•^  — ^  Pi  +  P2  ' 

P 
3)ie  treibenbe  ftraft  Pi  sin  a^  jerlegt  fid^  l^ier  in  bie  Cff eltlolraft  —  •  j, 

tncld^e  bie  Slid^tung  ber  Semegung  MAi  fytt,  unb  in  bie  ©eilfponnung  S^ 

fo  ba^ 

p 

P^sinoi  =  +  -i  j  +  Si, 

b.  ^. 

P  P 

^1  T-  -c^a 

SHe  treibettbe  5lraft  P,  sin  a^  aerlegt  ft(^  hier  in  bie  Sffeltiolraft  —  •  j, 

9 
meldte  bie  Sftid^tung  ber  Setoegung  Ä2M  ^at,  unb  in  bie  ©eilfpannuttg  S^, 

fo  boft 

P 

Po  StW  OC«  = ^  j    -f    /So, 

b.  §. 

p  p 
S2  =  p    \p   (sin  «i  +  sin  «a)     ift. 

©ie  aBerte  oon  Si  unb  S»  ftnb  mieber  einanber  gleid^,  fo  ba\i  bie 
njeitere  SBetrad^tung  mit  ber  Setrad&tung  für  bag  ©leid^gemid^t  übereinftimmt. 

S)a8  gilt  aber  nur,  folange  auf  bie  ^Reibung  leine  3lüdffid^t  getiommen 
tpirb.  Obige  fjformeln  fegen  ooraul^,,  ba^  im  bef onbem  aud^  leine  Sleibung 
jtoifd^en  ©d^nur  unb  SRoHe  oorl^dnben  ift  uttb  ba^  alfo  bie  beiöeglid^c  SRoIIe 
3.  S.  au(§  burd^  einen .  feften  flörper  mit  einer  3lute  für  bie  gü^rung  ber 
©d^nur  erfeftt  werben  fennte. 
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2)a  bie  Stolle  überhaupt  erft  infolge  bei  9lei6ung  jtoifd^n  i|r  unb  ber 
Schnur  in  Seniegung  gefegt  xüixb,  fo  entfprid^  biefe  SteiBung  ber  S3en)egtmg 
ber  SloQenniafje.  3ft  Xr  bod  3:rög]^eitömontent  ber  9loIIe,  fo  ift  bei  einem 
3labiu8  r  für  bie  rebujierte  ättaffe  anäufeften  Zx  =  mr^,  fatt^  man  ben  ent:« 
fpre(i^enben  materiellen  $unlt  mieber  in  bie  @d^nur  eingetnotet  benit.  SßergL 
®.  276. 

Unter  Serüdfid^tigung  ber  Semegung  ber  9toIIe  l^at  man  alfo 

Pi  sin  «1  —  P2  sin  a. 


9' 


i>.  +  P,  +  5^ 


unb 


Si  = 


unb 


Pi  Pj  (sin  a,  +  s«n  o,)  +  Pi  sin  Ol  — f^ 

1** 

Px  +  P.  +  ^ 


PiPi  (sin  Ol  ■{■  sinut)  +  P^sina^ 

S,  = 


P,+P,  +  ^ 

S)a  Pi sinoi  >  PaStno,  ift,  fo  ift  jeftt  Si  >  S». 
SJlan  lann  ftt§  oorfteHen,  ba^  ber  Überf^u^  oon  Si  über  Sj  bie  Se« 
megung  ber  StoQe  l^eroorruft,  eg  ift  ndmlic^: 

Si  —  Sj  =  m  .  ^. 

äBeiter  auf  bie  9ieibung  einjuge^en,  ift  l^ier.  nod^  nid^t  am  $Iage;  eS 
foQte  bie  9ieibung  nur  fomeit  berüdftd^tigt  merben,  al^  für  bie  (Sinfic^t  in 
ben  Semegungdoorgang  notmenbig  ift. 

gür  «1  =  90«  unb  a,  =  0»  !ommt  man  jurüd  ju  3ig.  151,  mö^renb 
mon  für  Oj  =  90«  unb  «3  ==  90»  mieber  gur  fjfig.  152  gelangt. 

5.  Sad  SBfOrab  mit  l^prijpntaler  Sld^fe  bei  getaben  ^ü^tungen  fär 
bie  SBelaftungen*  (Sleid^gemid^t  tritt  für  bie  in  gig.  204  angebeutete  Siox^ 
ric^tung  ein,  menn  baS  3Roment  ber  treibenben  Shöfte  für  ben  2)re]^pun{t  0 
oerfd^minbet,  b.  1^.  für 

fi  Pi  sin  «1  =  r^  Pa  sin  «j. 

3Ran  l^at  bann  Si  =  Pj  sin  «i  unb  Sa  =  Pg  sin  Og  unb  bamit  ift  aud^ 
bie  Seftimmung  beg  S)rudeS  [D]  auf  bie  9Id^fe  ermdg(i(|t. 

gür  ri  Pi  sin  «i  >>  rg  P2  sin  et,  tritt  Semegung  ein  im  ©inne  ber  ge* 

jeid^neten  $fei(e.     ^ejeid^net  man  bie  SBitdelbefd^Ieunigung  ber  Semegung 

mit  t,  fo  ^at  Ai  bie  »efd^Ieunigung  r^v  unb  A2  bie  Sefd^Ieunigung  r^^,  fo 

P  P 

ba^  —  fi  t  in  ber  SHd^tung  MÄi  unb  —  ra  t  in  ber  SRid^tung  ^j  M  bei  ber 

SBemegung  ßffeftiofeäfte  finb.    gür  bie  Spannungen  Si  unb  Sa  gilt  alfo: 

P                                                   P 
1)  Pisinoci  =  -\ -r^L  +  Si     unb     Pjsinaa  = -r^t  +  S^. 

9  9 


5J 


SlntDenbungen  ber  Bellte  oon  ben  Straften  am  ftarren  Stbxptx. 


361 


S)a  ftd^  bte  StoDe  im  @tnne  beS  gejeid^neten  ^feiltö  bre^t,  fo  mu^  baS 
aHomcnt  SiTi  einen  Überfd^u^  gegenüber  iSjr2  liefern.  Seaeid^net  man  boS 
Xrägl^eitSmoment  ber  JftoDe  mit  Sr,  fo  ift  na^  gormel  76: 


2) 


%t 


@egt  man  bte  SBerte  oon  Si  unb  S^  auS  1)  utib  2)  ein,  fo  ergtebt  {tt^: 

ri  Pi  sin  «I  —  rg  Pj  sm  o(j 

unb  bamit  audg  Si  unb  iSj. 

SKefe  gormel  erl^ält  man  aud^  unmittelbar  burc^  f^ormel  76,  ba  P^  unb 

P  P 

Pg  bejm.  bie  Xrägl^eitSmomente  —  r^^  unb  —r^  liefern. 

aSemad^Iäfftgt  man  bie  3Kaffe  ber  3toHe  (%x  =  0)  im  STugbrudfe  für  l, 
fo  folgt  aus  1)  mieber  Siri  =  SzT^. 


«ig.  204. 


SSiQ  man  bei  ber  Verleitung  oon  ©leid^ung  2  auf  bie  93ermenbung  ber 
gormel  76)  oergit^ten,  fo  lamt  man  bie  3Momente  ber  fträfte  P^sino^  unb 
Sa  oom  SIrme  ra  erfegen  burd^  5lrÄfte  U  unb  V  vom  Slrme  Vi,  fo  ba^ 
raPaStnaj  =  Z7ri  unb  Sarj  =  Vr^  ift.  3)tan  mufe  bann  aud^  bie  3)taffe 
oon  Pj  im  8IBftanbe  ra  bur(^  eine  aWaffc  oon  W  im  SÄBftanbe  rj  erfeften,  fo 


ba^  bie  S^rftgl^eitSmomente  Beiber  Sllaffen  —r^  unb 


"FT 


einattber    gleid^ 


9  9 

ftnb.   2)enlt  man  nod^  bie  9loIIe  burd^  einen  materiellen  $unlt  oon  ber  äRaff e 

wi  im  SlBftanbe  rj  crfegt,  fo  ba^  %x  =  m^r^  ift,  fo  fpielt  fid^  ber  ganje 

aSorgang  auf  ber  ©d^nur  Ä^M  unb   beren  gebadeter  gortfeftung  MN  ab. 

3Bie  in  ber  oorigen  Stummer  ift  nun  für  bie  Scfc^leunigung  j  auf  ÄiMN 

Pi  sinui  —  U 
J  =  9 


Pi+  W  + 


'S.x  .  g 


unb  man  erl^ält  für  j  =  iri  unb  U  =  -^—^ — -^  unb  W  =  -^  mieber 
ben  obigen  3Bert  für  i. 


6.  Se^anbluttg  ber  Üfenngett 
4  ttttb  5  bunl^  ba^  $tmci^  tiott 
b^XIembert  S)ie  &dfung  ergiebt 
ftd^  unmittelbar  na^  §  66. 

7.  Setec^ttung  ber  Sad^' 
binbet    nac^   9littetd   Stet^obe. 

2)er  S3inber  etneS  2)ad^el^  l^abe  bie 
in  ber  gig.  205  bargeftcHte  Äon* 
ftrultion,  unb  feine  ©efamtbeloftung, 
bie  n>ir  afö  gteid^mö^ig  barüber  vtx^ 
teilt  annehmen,  fei  Q,  3ebcS  ber 
ad^t  gelber  l^at   beSl^oIb  eine  S9e« 

laftung  oon   ^   ju  tragen,  bie  in 

bem  ©d^merpunfte,  b.  i.  in  ber  SBittc 
iebeS    ©parrenteüS ,    nnrifam    ge* 

bac^t  werben  lann  unb  ftd^  gu  ^ 

auf  jeben  ber  beiben  benad^barten 
jlnotenpuntte  verteilt  ^terauS  er^^ 
giebt  ftd^  bie  Selaftung  P  eines 
jeben  ÄnatenpunIteS,  mit  9IuSna^me 

Q 

—  • 

8 


ber  beiben  8tuf fagerpunf te ,  ju 


arian  l^at  nun  junftd^ft  bie  SBirlung 
ber  Unterftüftung  ate  ftröfte  («uf:: 
g  lagerrealtionen)  barjuftellen.  2)q  bie 
^  gange  »elaftung  7  F  betrögt,  fo 
tragen  bie  Unterftügungen  bei  A 
unb  bei  B  megen  ber  @i)mmetrie 
ber  ftonftruftion  je  bie  ©ftlfte,  b.  1^. 
IF=;!^Q.  ©tatt  biefer  Unter* 
ftügungen  l^at  man  alfa  aufm&rtS 
gerid^tete  5h:&f te  vom  SBerte  J-  P  on* 
jubringen.  @S  ift  nun  bie  3nan« 
fprud^nal^me  ber  einjelnen  Sierbin« 
bunggftangen  in  ber  vorgelegten 
Stonftrultion  ju  bered^nen.  3^  ^^^ 
@nbe  beule  man  bie  ftonftruftion 
in  gmei  leite  jerlegt,  burd^  einen 
©d^nitt,  mcld^er  momöglid^  nur  brei 
©taugen  trifft,  unb  benfe  an  ben 
©d^nittpunltcn  in  SHd^tung  ber 
©taugen  ftröfte  angebracht,  bie  ben 
meggefd^nittcnen     Xeil     ber     fton« 
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ftrultion  erfegen,  b.  ff.  alfo  ben  urfprängliii^  oorl^anbenen  ®Ietc^gen)id^töguftanb 
erhalten  (t)ergL  @.  344).  2)er  burc^  bie  punitterte  Stnie  1  bargefteSte  Sd^nitt 
oetlangt  l^iemad^  bie  Einbringung  ber  fträfte  Si,  V^,  Zj.  9lad^  htm  S5or* 
gange  9litterg  ieftimmt  man  fte  burd^  ben  äßomentenf og ,  inbem  man  ben 
©d^nittpunlt  gmeter  jold^er  flröfte  affi  S)rel^puntt  m&^It.  ©o  ift  bei  btm 
®äjßxitt  1  für  bie  Sered^nung  oon  Si  $unlt  ^i,  afö  S)re]^punlt  ju  nel^men;  J. 
nTtrb  2)re]^puntt,  menn  eg  ftd^  um  bie  Sered^nung  oon  Fs  ^anbelt,  unb  O3  mirb 
baju  gemault,  menn  man  Xi  beftimmen  rxM.  Sei  t)em)idteltcrcn  Äonftruf* 
tionen  lann  ber  gaU  eintreten,  ba^  eingelne  @tangen  nur  burd^  @d)nitte  ju 
erreid^en  finb,  meldte  mel^r  afö  brei  ©tangen  treffen.  9lud^  in  biefen  göSen 
lö^t  fi(^  bie  angegebene  äRet^obe  benugen,  a)  menn  eS  gelingt,  ben  @d§nitt^ 
ber  gerablinig  ober  Irummlinig  geführt  merben  lann,  fo  ju  legen,  ba^  fömt« 
lid^e  gefc^nittene  Stangen  fid^  bid  auf  bie  ju  bered^nenbe  in  einem  $unlte 
fd^neiben,  ber  bann  natürlid^  gum  2)re]^punlte  gem&^It  merben  mu^;  b)  menn 
bie  nid^t  burc^  biefen  $unlt  gel^enben  unb  t)om  @d^nitt  getroffenen  @tangen 
fd^on  burc^  eine  frühere  SSeret^nung  gefunben  morben  finb,  il^re  Spannungen 
alfo  als  belonnt  in  9ted^nung  gebrad^t  merben  lönnen.  SHe  ftd^  bei  biefer 
Sered^nung  ergebenben  Slefultate  Idnnen  mit  einem  pofttioen  ober  neg'atioen 
Seiten  bel^aftet  fein,  unb  l^at  bied  bie  SSebeutung,  ba^  pofttioen  SBerten 
mtrHic^e  QnQlxä^tt,  negatioen  SBerten  bagegen  2)rudlr&fte  entfpred^en. 
3n  ber  gigin:  ftnb  bie  ©pannmeite  mit  AB,  bie  Xhwtenpunfte  ber  ©parren 
A  C  imb  B  C  mit  Ci,  C^,  Ca  Begett^net.  SHe  ©parren  bilben  mit  ber  QouA^ 
gontalen  AB  ben  SBinfet  a,  bie  dugftangen  AA^  unb  BA^  &ilben  mit  ber« 
fetten  ßinie  ben  SBinlel  ß.  S)ie  auf  ber  Knien  ©eite  ber  gigur  eingefd^riebenen 
Sud^ftaben  S,  X,  Y,  V  begeid^nen  bie  in  ben  Betreff enben  Stangen  oor* 
l^nbenen  Strafte,  moBei  bie  auf  2)rud  in  Stnfprud^  genommenen  ©tangen  in 
S)oppeIIinien  bargefteQt  finb.  3)ie  jur  SSered^nung  biefer  Ströfte  gefüljrten 
©t^nitte  ftnb  burd^  punftierte  ßinien  mit  baneben  angebrad^ten  Qül/Ltn  be* 
gei^net,  meldte  bie  Sleil^enfolge  ber  ju  fül^renben  ©d^nitte  angeben.  SHe 
red^e  ©eite  ber  fjfigur  ift  jur  grapl^ifd^en  ffiarfteHung  ber  flräftc  S,  X,  Y 
unb  V  benugt,  morüBer  meiter  unten  ba&  Stotmenbige  folgen  mirb. 

3ur  Sered^nung  oon  Si,  Xi  unb  F3  führen  mir  ben  ©d^nitt  1,  nehmen, 
roie  fd^on  oBen  angegeBen,  ber  SRei^e  nad^  A^,  C3  unb  A  afö  S)re]^un!t  an 
unb  erhalten: 

—  X,  .^AGsin(u  —  ß)  +  ^P  .^ACcosa  —  P.  ACi\  +  \)co8(x  —  0 
F3  .  ^ACstnAC^A^  +  P  .AC(\  +  \  +  f)cosa  =  0. 

hieraus  ergiebt  ftd^: 

S  =  —  2  P        ^^^^        —  —  ^        ^^^ 
^  sin  (a  —  ß)  4   sin  (a  —  ß) 

Y— ßp       f^^"        —  nn    \     M       ^^^" 
^  ""  ^      8in(K  —  ß)~  ^^*  ^  i«^stn(a  —  ß) 
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y  _        2P        ^^"        =         ^         ^^" 
^  sm  Ä  Gq  Ä^  4   sin  -4  C3  Ä^ 

3n  gletd^er  SBeife  er^&It  man  bei  ben  ©d^nitten  2,  3,  4: 
^  *      4   sin  -4  O2  -4j 

s,  =  -  « (i  +  2 .  i)  ;^^-^) 

cos« 


F.  =  —  1  .  -5L  _ 


Q         cosa 
4   sin  Ä  Gl  Ai 

^*  VU  i-  ^     iß-'smCa  — /3) 

Shtrd^  ©d&nttt  5  unb  6  für  A  atö  Srcl^punlt  crgicfit  ftd^: 

S)er  Irummlinig  gcfül^rtc  ©d^nttt  7  gicbt  fd^Iiefelid^,  roenn  man  J.  ebenso 
faDS  als  2)re]^punlt  benuftt  unb  bcn  bereits  gefunbenen  SBert  Si,  ber  in 
GB  njirlfam  ju  benfen  ift,  babei  in  Segnung  bringt: 

(r+  F)  AGcosa  —  2P    .   ^^^   ^.  ACsm2a  =  0 
"^  San  («  —  p) 

_  sina_cosß^  _  p=2  (^    sinajosß^  _   Q\ 

sm(a  —  ß)  V  4   sm(a  —  /J)        16/ 

n  (z   Q_    sin  a  cos  ß     \    \    Q_    ^^^  ^^  ß  \ 

vT  sin(cc^^ß)  "^  *  T  si»  (cT^)/ ' 

3ur  grapl^ifd^en  ©arfteQung  ber  im  oorfte^enben  burd^  Sfted^nung  be^ 
ftimmten  flröfte  giel^e  man  GDq  parallel  mit  AB,  BDq  normal  in  AB; 
GB,  GsBs,  CjA  njerben  mit  BA^  parallel  gebogen,  unb  Gi  mit  D9,  D3,  D 
oerbunbcn,  meldte  SSerbinbungSIinien  miebcr  mit  Bi  Ci ,  B^  G^,  A^  G3  paraQel 
laufen;  enblid^  giel^e  man  GiE  mit  BD  parattel.  gfür  bicfe  ftonftrultionen 
ergiebt  ftd^: 


sin  (a  —  /3) '  sin  (a  —  /3) ' 

cosa 


GiB  =  BD 


sin  DGiB 


BD,  =  BB  -^"-^^v,  BB,  =  BB  _E^i?J!!^. 

s?n  (a  —  p) '  sm  (a  —  ß) 
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®et(t  man  in  bicfcn  aiuSbrüdcn  boS  aJlafe  mn  BD  glcid^  bem  3Ka§  oon 
-^,  fo  pnb  für  bie  in  bcr  gigur  bargeftctttc  ©ac|!onftruItion  bic  in  bcn 
cinjelncn  Stangen  auftretcnbcn  Jhöftc  butx!^  folgcnbc^ßinien  bargcpdit: 

S^  =  BC  +  S  .BCi. 

^an  iyit  allgemein  bei  n  Stnotenpuniten : 

Sn  =  BC  +  (w  —  1)  .  BCi. 
Sfernet  ift 

Xi  =  CD  +  1  .  DE;     Xi=  CD  +  2  .  DE\     X^  =  CD  +  S  .  DE 

unb  allgemein 


unb  allgemein 


unb  allgemein 


Xn-i  =  CD  +  (n  —  1)  .  DE; 

Vi  =  C^D^;  V,  =  C1D3;   Vs  =  CrD 

Vn^x  =  C,Dn\ 

Yi  =  CiEi\  Y^  =  CiE^ 


SHe  äinftrengung  ber  mittleren  2i^%\iaxiqit  betrögt: 

r=2(CiJE  +  DA). 

S)enlt  man  bie  tjorftel^enbe  Äonftruftion  in  ber  SBeife  oeränbert,  hoü^  bie 
3ugftangen  AA^  unb  J?^3  eine  ^orijontale  Sage  annehmen,  ha^  alfo  ber 
$unlt  ^3  in  bie  Sinie  AB  xMi,  fo  ift  in  ben  obigen  Sted^nung^refultaten 
/J  =  0  ju  fe^en.  2)ie  grapl^ifd^e  ©arfteHung  be^&It  babei  i^re  ©ültigleit,  eS 
föHt  D  in  Do,  unb  baburd^  mirb  DDq  felbft  au  3luII.  S)emnad^  oerönbert 
ftd§  in  ben  obigen  Siefultaten  nur  Y,  bie  SInftrengung  ber  mittleren  ^Vi%^ 
ftange,  meldte  gleich  2CiE  mirb. 

gür  bie  in  gig.  206  (a.  f.  ©.)  bargeftettte  flonftrultion  gilt  foIgenbeS: 

Si  =  -  «  ,,.^(7-^^)  (i  +  J  +  iV)  +  esm«(l  +  \\ 

^  2  cos  a  cos  (a  —  ß) 

'  ~      sin  (2  a  —  /3)     ' 

^         V  ^^.^(^  _  ^)  ^8  i-  ^e)  i-    4   3,;^(ßg  _  ß^  sm(2a  —  ß)' 
TT  Q  ^  Q         cosoc 


8  '  ^        16  sin(a  —  ß)' 

^  Q         cosa  Q  cos  a  sin  ß 

^  ~  "8"  sin (a  —~ßj  "^  T  sin(pc  —  ß)  sin(2 a  —  ß)' 

X  —  o       ^'^«        ri  4-  IV  rr  —  -i        ''"*'" 
*  "~  ^  sjn(a  —  ß)^*  ^  8^.  ^ü  —  16  sin\u  —  ß)' 


ca      'd       C 


8.]  anrocnbungcn  her  ße^re  oon  ben  ihftften  am  ftarrcn  ^bxptx,  367 

X    —  O   —^^^         ri  4-  1  4-    M 
^^  —  ^  sini^—f^  tl  +  8  +  16). 

Q                                 0 
F,  = 7"  cos«;  F3  = 5-  cos«. 

4  o 


fei  BD  normol  gu  ^4^;  CD,  CjD,  unb  CiA  locrbcn  mit  BB% 
parallel  geaogen,  ebenfo  C2>o  paroHel  mit  AB,  unb  2) Do  paraflel  mit  GB^\ 
cnblidi  feien  DB  unb  D2JB3  normal  ju  BG,  bann  ift,  baS  aJla§  üon  BD 

gleid^  bem  äßafe  Oön  -j-  gefegt: 

Si  =  DO  +  J^Ca  +  DCi  —  BE  —  BE2  =  IBC^  —  3^^;,, 

S2  =  DC  +  DO,  +  DCi  —BE=  IBC^  —  2DJ5;2, 

Sj  =  DC  +  DC2  +  DCi  —  J^jBa  =  7J?Ci  —  1  Dj&a, 

S4  =  J5C  +  DOa  +  BC^  =  1 BC^ 

Xi  =  CDo;  X,  =  CD  +  CaDa  =  6  CiD^; 

Zs  =  CD  +  CaDa  +  CiD^  =  7  CiDj, 

Ti  =  C,Da  +  CiDi  +  DDo  =  3  dDi  +  DDo; 

Tj  =  CjDa  +  ^A  =  2  CiDi  +  DDo, 

üi  =  CT,  =  CiDi;  Fl  =  F3  =  Da^;,;  Fa  =  BE. 

Slüden  bte  5ßunlte  A^  unb  Da  in  bie  ©orijontale  AB,  fo  fftHt  Do  mit 
D  jufammen,  beS^alb  ift  DDq  gleid^  SftuH  unb 

Ti  =  C^Da  +  CiDi  =  3  dDi;  T,  =  CjDa  =  2  CiDj. 

gfir  bie  in  gigur  207  bargefteHte  flonftrultion  gilt  foIgenbeS:  S8  fei 
DD  normal  gu  JID;  CD,  CgDg,  CaD,,  CiDj  merben  mit  DD3  parallel  ge* 
sogen;  femer  fei  CDo  mit  AB,  unb  JDB^  mit  CD3  paraM.  gie^t  man 
nod^  C^E  parallel  mit  BB,  oerbinbet  E,  E^,  E^  vci\i  B,  meldte  ßinien  ben 
©tangenric^tungen  D3C,  DjCg,  B^C^  paraM  laufen,  unb  fegt  man  baS 

aHa^  oon  BD  gleid^  bem  SRaft  oon  -|-,  fo  ift: 

Si  =  DC  +  DCi;  Si  =  BC  ^  2BCi;  Ss  =  S^  —  BC  +  SBCr, 
Fl  =  BE2\  Fa  =  D^,;  V^  =  BE  +  DDo', 

Xi  =  CDo;  X2=  CD  +  DE;  X^  =  CD  +  2DE;  X4  =  CD  +  3D^; 
Y^  =  2  CyE^\  Ta  =  3  Ci^a;  ^3  =  4  Ci-E^. 

Slüden  bie  ^ßunlte  ^3  unb  Dg  in  bie  ©orijontale  lAD,  fo  fftllt  Do  mit 
D  aufammen,  DDo  ^'^^  ^\^  SluH  unb  Fg  mirb  glcid^  BE. 

8*  ftonftruftioe  (grapl^oftatiff^e)  Sel^anblung  lioit  Sa(fen  mit  ßinjel« 
laften  bei  etnfai^er  horizontaler  Lagerung.  99ei  einem  frei  auf  jmei  @tügen 
magered^t  rul^enben  Salfen  (oergl.  gig.  208  a.  f.  iS.),  ber  burd^  einjelne 
ftröfte  fenfeed^t  ju  feiner  Sld^fe  (©tnaettaften)  beanfprud^t  ift,  ^ai  man  au* 
nä^t  nrieber  bie  äBirfung  ber  ©tüften  alS  fträfte  (8lufIagerreaftionen  Da  unb 
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Db)  barjufteKen.  Sled^nerifc^  gefd^te^t  bieg  am  beften  burd^  ben  SRomenten^ 
fag,  inbem  man  ben  2)rel^punlt  einmal  nad^  J.  unb  einmal  nad^  B  legt, 
moBei  bie  ©leid^ung  D«  +  A  =  A  +  -Pj  +  ^a  +  A  jur  ftontrotte  bient 
IBei  ber  grapfjoftatifd^en  SBe^anblung  l^at  man  jmat  Da  +  Ih,  nid^t 
aber  Da  unb  D&,  unb  bemgema^  fel^It  oud^  in  ber  9le6enfigur  für  bie  f^olge 
Pi,  Pi,  Ps,  Pi,  Db,  Da  8unftd§ft  ber  Xeilpunlt  5  unb  bemnad§  aud^  ber  $oI* 
ftra^l  0  5  ober  VI.  2egt  man  trogbem  baS  ©eiledt,  boS  ft(|  ^ier  fd^Iie^en 
mu^,  in  bie  Hauptfigur  ein,  fo  erl^ölt  man  burd^  V  iben  ©d^nittpunft  J?' 

gig.  208. 

M 


R 


^« 


R 


unb  burd^  VII,  roeld^eS  ja  mit  I  auf ammenf öttt ,  ben  ©c^nittpunlt  A',  b.  §. 
Ä'B'  ift  VI.  S)ie  5ßarattele  OD  in  ber  3leBenfigur  3u  Ä'B'  in  ber  $aupt* 
figur  giebt  alfo  bie  2age  oon  5ßunlt  6.  3)aburd^  ift  Da  +  2>&  =  40  gerlegt 
in  i>6  =  45  unb  D«  =  50. 

Um  nun  bie  inneren  5h:öfte  (oergl.  §  65)  an  einer  beliebigen  ©d^nittfteHe 
J,  entfpred^enb  bem  ©d^nitt  MN,  lernten  ju  lernen,  l^abcn  mir  entmeber  baS 
IrägerftüdE  red^tS  vom  ©d^nitte  ober  ba^  Srögerftüdt  linfö  oom  ©d^nitte  fort:= 
aubenfen  unb  au  fragen,  meiere  Sräfte  an  feine  ©teße  im  ©d^nitte  anau* 
Bringen  fmb.  3Kit  bem  linlcn  S^rägerftüde  befeitigt  man  bie  Sräfte  [DJ 
unb  [Pi].  3)a  Da  =  50  unb  Pi  =  Öl  ift,  fo  ift  bie  Slefultante-  biefer  fträfte 
burd^  5l  Beftimmt.     3)ie  2age  biefer  SRefuItante  mirb  Beftimmt  burd^  ben 
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©d^nittpuTift  bcr  offenen  Snben  eineS  ©eileds,  welches  ben  Ärftften  50  unb 
Ol  entfptid^.  3)tefeg  braucht  nid^t  befonberS  gegeid^net  ju  werben,  ba  e§ 
burc^  VI,  I,  II  ber  Hauptfigur  gegeben  wirb,  fo  ba|  ber  ©d^nitt  S  von  VI 
unb  II  einen  5punft  ber  3lefultante  [JB]  liefert.  S)a8  aJloment  üon  [JB]  für  einen 
$unft  /  ber  ©d^nittftelle  alS  ©re^punlt  ift  gunat^ft  +  R  .  SJ,  wofür  aber 
(ocrgl.  ©.  327)  auc!^  +  y  .  P  gefegt  werben  barf,  faHS  man  bie  ©tretle 
auf  MN  burd^  y  unb  bie  ^ßolbiftang  burd^  P  begeid^net. 

aJlit  htm  rechten  Irögerftüdf  befeitigt  man  bie  ftrftfte  [Pj],  [Pg],  [P4]  unb 
[Db],  ©a  Pa  =  rs;  P3  =  23;  ^  =  34  unb  Db  =  45  ift,  fo  ift  bie  SRefuItantc 
biefer  Jhröfte  burt^  bie  ©tredte  Ji  =  lö  beftimmt.  S)a8  entfpred^enbe  ©eiledC 
roirb  burd^  II,  in,  IV,  V,  VI  ber  Hauptfigur  gegeben^  fo  ba^  ber  Sd^nitt 
ber  offenen  ßnben  II  unb  VI  mieber  ben  5ßun!t  S  für  bie  Slefultante  liefert. 
3]§r  aJloment  ift  gunäd^ft  —  R .  S^J,  mofür  aud^  —  y .  -P  flef egt  werben  lann. 

3lu8  biefen  Setrad^tungen  fliegt  bie  Siegel:  Um  bie  inneren  Jhröfte  an 
einer  ©teUe  J  beS  SallenS  lennen  gu  lernen,  legt  man  an  biefer,  fenlred^t 
gur  Sld^fe  beS  SallenS,  einen  geraben  ©d^nitt.  SBerlftngert  man  bie  ©eiten 
be^  ©eiledS,  meldte  oon  biefem  ©d^nitte  getroffen  werben,  big  gu  i^rem 
©(^nittpunlte  S,  fo  ge^en  bie  9tefultanten  [R]  unb  [^  ber  beiben  ©ruppen 
ber  äußeren  ftröfte,  weld^e  ber  ©d^nitt  abgrengt,  bur(|  biefen  5ßunlt.  SDie 
®rö§e  biefer  SRefuItanten,  weld^e  ©cgenfröfte  ftnb,  beftimmt  man  auS  bem 
jtraftedC  ber  9tebenfigur.  2)ie  äRomente  ber  beiben  5träftegntppen  für  bie 
©d^nittftelle  afö  S)re]^punlt  werben  burd^  bie  ^ßrobulte  +y  .  F  unb  —  y  .  F 
bargeftettt,  in  benen  y  bie  ©tredte  begeid^net,  wcld^e  ba^  ©eüedt  auf  ber 
©d^nittgeraben  MN  abgrengt,  wäl^renb  P  bie  5ßolbiftang  ift,  weld^e  aud^  oon 
ooml^erein  gleich  ber  Sinl^eit  ber  ftr&fte  gegeid^net  werben  lann,  ba  bie  Sage 
oon  0  ja  oöKig  wiUfürlid^  ift. 

aSringt  man  an  bcr  ©d^nittftelle  in  ber  ®eraben  MN  bie  flröfte  [R] 
unb  [5]  an,  weld^e  fid^  aufgeben,  fo  lann  man  entweber  [R]  in  S'  unb  (R] 
in  J  gu  einem  ftröftepaar  00m  3Koment  +  y  .  P  gufammenf äffen,  wä^renb 
nod^  [R]  in  J  übrig  bleibt,  ober  man  !ann  [R]  in  S'  unb  [R]  in  J  gu  einem 
ftröftepaar  00m  aJlomente  —  y  .  P  guf ammenfaffen ,  wöl^renb  [R]  in  J 
übrig  bleibt. 

S^ut  man  beibeS,  nad^bem  man  an  ber  ©d^nittflöd^e  bie  ftr&fte  [R] 
unb  \R]  gweimal  angebrad^t  l^at,  fo  l^alten  ftd^  an  ber  ©d^nittftelle  [R] 
unb  [R],  fowie  +  y  .  P  unb  —  y  .  P  ba^  ©leic^gewic^t,  wie  im  oorauS  gu 
erfe^en  ift.  3Kan  nennt  [R]  unb  [R]  in  /  bie  (oertifalen)  ©d^ublrftfte 
ober  IranSoerfallröfte  ber  ©d^nittftelle ,  man  nennt  femer  +  y  .  P  unb 
—  y  .  P  bie  S)re]^ung8momente  ber  ©d^nittftelle. 

S)ie  ftenntnig  biefer  ©c^ubftöfte  unb  ©rel^ungSmomente  ift  für  bie  SBe* 
urteilung  ber  ßeiftungSföl^igleit  beS  SrögerS  burd^auS  erforberlic^.  ©inb  bie 
©d^ubfräfte  gu  gro^,  fo  gerfpüttert  ber  Sauen  in  ber  SSertifalcn,  ftnb  bie 
S)rel^unggmomente  gu  grofe,  fo  gerbrid^t  ber  Salfen  burd^  Siegung. 

SS&fß  man  bie  eine  ®ruppe  ber  ©d^ublröfte,  g.  85.  bie  ®ruppe,  weld^er 
[R]  angehört,  für  bie  Unterfud^ung  auS,  fo  lann  man  fte  leidet,  wie  eS 
gfig.  208  d  geigt,  mit  ©ülfe  beS  ftraftedEg  unterlialb  be8  »allenS  grap^ifd^ 
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oeranfd^auli^en,  fo  ba^  j[eber  ©(i^nitt  MN  bte  ju  /  gel^drige  @^ublraft 
liefert. 

Jllappt  man  bte  gfig.  208  d  um  bte  ®erabe  EF  l^erum^  \ü  ha^  fte 
tDteber  in  bie  Sbene  ber  ß^^^^^ng  fällt,  fo  erhält  man  bie  gropl^ifd^e  %ax* 
fteHung  für  bie  anbere  ®ruppe,  ber  ein  Ärafted  oon  ber  golge  P^,  P3,  .  . . 
entfpred^en  mürbe. 

S)ie  fd^raffierte  gfläd^e,  meldte  baS  ©eiled  (gig.  208  b)  umfd^Iiefet,  Reifet 
äßomentenflöc^e. 

SDaS  3Rasimum  t)on  y,  xodi^  auf  hvxi  9flei^6rette  burd^  äSerfc^ebung 
oon  A'B^  gefunben  mirb,  be^eic^net  bie  @teDe,  für  meldte  boi^  äRoment  ein 
SRa^imum  ift,  man  nennt  fte  bie  geföl^rlidge  ©teile,  ben  bort  befinbli^en 
Sallenquerfc^nitt  ben  geföl^rlic^en  Ouerfd^nitt,  meil  bort  bie  (Sefal^r 
einer  3^^^^"fl  l>«^^  Siegung  am  größten  ift.  ©ie  liegt  in  biefem  gfaHe 
fteti^  in  einem  ber  SBelaftungSpunIte  beS  99allend  unb  gmar  in  bem,  für  meiere 
bie  ©(^ublraft  (oergl.  gi0.  208  d)  ben  SBert  JSiwW  l^at. 

S)aS  aJlajimum  ber  ©d^ublraft  Hegt  unter  ber  ©tüfte,  fo  ha^  alfo 
^ier  bie  (Sefa^r   einer  S^ftönmg  burd^   biefe  (Abfeieren)  am   größten  ift. 

3n  gig.  208  entf preisen  bie  Sallenteile  oon  linfö  nat^  red^tß  1,5;  2,0; 
1,5;  1,0;  1,0  3Jletem  unb  bie  flräfte  in  berfelben  golge  12,  10,  6,  8  Können 
(=  1000  kg).    fjfemer  ift  P  =  50  t. 

3Jlan  nennt. bie  giguren  208b,  208c,  208 d  ben  ju  gig.  208a  ge^ 
porigen  Strftfteptatt 

9.  äSel^attbluttg  Hon  Salfen  mit  ftcttget  Selaftung  bei  eittfad^er  ^ort« 
jontciler  £agetung.  äBirb  ber  SSallen  ber  3tx.  8  nid^t  burd^  eingelne 
5häfte  in  Slnfprud^  genommen,  fonbem  (mie  eS  }.  9.  bem  eigenen  ©enrid^te 
beS  aSallenS  entfpric^t)  burd^  eine  ftetige  Selaftung,  fo  l^at  man  junfl^ft 
für  jcbeS  SIement  ber  Sallenad^fc,  beffen  Selaftung  entfpred^cnb,  ein  2ot  er* 
rid^tet  ju  benlen;  bie  ßnbpunfte  biefer  2ote  beftimmen  bie  fogenannte  83  e* 
laftungSlinie. 

JCeilt  man  bie  giöd^e  gmifd^en  SJelaftungSlinie  unb  Sallenad^fe,  bie 
fogenannte  SelaftungSflöd^e,  fenlred^t  jur  Salf enad^f e ,  in  ©treifen  oon 
gleicher  Sreite,  fo  lann  man  in  bem  ©c^roerpunlt  jebeS  ©trcifeng  beffen 
gt&d^e  aK  Selaftung  mirffam  benfen.  S)amit  ift  biefer  gaU  in  beliebiger 
Slnnöl^erung  auf  ben  oorigen  gaH  gurüdEgefü^rt.  (SS  ift  jmedfmöfeig,  bie 
SBreite  ber  ©treifen  fo  gering  ju  nehmen,  bafe  fte  innerl^alb  ber  ®renjen 
))er  beabftd^tigten  8lnnftl^erung  alS  SRed^tedte  angefe^en  merben  fönnen,  fo 
baß  bie  ©d^merpunlte  auf  l^alber  $ö^e  liegen  unb  bie  Selaftungen  ftetS 
biefen  ©ö^en  proportional  finb. 

S)ie  SelaftungSlinie  ift  oft  burc^  bie  Eingabe  ber  9Irt  ber  äSelaftung 
geometrifd^  genau  gegeben.  S)ieg  tritt  3.  39.  in  bem  einfad^ften,  aber  auc^ 
mid^tigften  gaUe  ein,  nömlic^  bei  ber  gleid^mäßigen  S9elaftung  ber 
^origontalen.  Sine  fold^e  Selaftung  fteOt  3.  93.  baS  Sigengemid^t  lebel^ 
fonft  unbelafteten  priSmatifd^en  SSallenS  bei  l^orisontaler  Lagerung  bar. 

S)ie  SelaftungSlinie  ift  l^ier  (oergl.  gig.  209)  eine  parallele  AB 
aur  »allenad^fe  AB,  bie  »elaftunggfläd^e  ein  3led^tedt  ABBA. 
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gig.  209. 

M 


Setrfigt  bie  Sciaftung  für  ben  laufenbcn  aJlcter,  cinfd^Uefeü^  bc8  (Kflen* 
getütd^teS  bed  S9alIetilS,  ^^kg,  fo  ^t  ein  fallen  t)on  ber  Sönge  7  bie  ä9e« 
laftung  ö  =  ?y  8"  tragen  (AB  =  1,  AA  =  y). 

S)ie  SÄuflagerrcaltionen  [Da]  unb  [A]  werben  ^ier  cinanber  gleid^,  b.  ^. 
man  ^at  l)a  =  Db  =  l  Q- 

gür  einen  ©d^nitt,  ber  oon  ^  ben  3Ibftanb  x  f^at,  ift  bie  ©d^uBIraft 
Da  —  xy,  ba  AJ  bie 
S3e[affatiig  rr)'  trögt. 

2)ie  @(j^blraft  ^at 

für  a:  =  — =  |J  ben 

SBert  Sßun,  für  a;  =  o 
ben  aBert  D«  unb  für 
oj  =  i  ben  3Bert  —  Da. 
3n  gig.  209  c  ift  bie 
©(^ubhaft  grop^ifd^  bar« 
gcftettt. 

Um  ba§  SRoment 
für  bie  ©d^nittftene  J 
gu  beftimmen,  l^at  man 
3U  bead^ten,  bag  fid^  bie 
Selaftung  xy  ber  ©tredfe 
X  in  i^rem  ©(^mcrpunlt 
lonjentriert  benfen  lö^t, 

olfo  am  8Irme  -  -  mirlt 

für  /  afö  3)re^punlt. 
3Ran  l^at  alfo,  baS  linle 
£rögerftüd(  benu^enb, 
für  baS  SRoment  y  btn 
SInfaft: 

y  =  Da  .X  —  (xy) 


v-.^ 


x 


=  \y  {Ix  —  x^). 

es  ift  3^  =  0  für 
X  =  0  unb  f ür  a;  =  Z, 

mül^renb  für  a?  =  -^  er* 

Iialten  mirb  y  =  \yl^ 

S)ie  grap^ifd^e  ffiarfteHung  beS  3)tomenteS  fül^rt  au  einer  5ßara6el  (oergl. 
gig.  209  b). 

'2)aS  ällasimum  beS  SRomenteS  liegt  in  ber  äRitte,  entfpred^enb 
htm  SBerte  ^9luU*  ber  ©d^ublraft,  beren  SDlajimo  mieber  an  ben  Snben 
liegen. 

24* 
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gut  bog  5h:aftc(f  ift  on  =  ly  =  Q  unb  P  ==  1  unb  Oo  =  On. 
3)te  $oIftra]&Ictt  Oo  unb  On  liefern  bie  (gnbtangcnte  Ä'T  unb  5'T  ber 
©eillum  («ßarabel)  in  gfig.  209  b. 

SBegen  ber  S^nlic^lcit  von  A  Ä'üT  nvb  Odo  ift 

UT:llY  =  ^:F, 

b.  1^.  man  ^at  UT=\yl^  =  \Ql  für  P  =  1,  fo  bafe  ber  ©d^eitel  ber 
5ßaraBeI  ÜT  l^olbiert. 

Um  eine  beliebige  Xangente  ber  Parabel  V  W  unb  bamit  baS  jugel^örige 
^  ju  erl^alten,  ol^ne  bie  Parabel  felbft  ju  geid^nen,  Derf&l^rt  man  folgenber» 
mofeen.  2)enlt  man  fld^  ftatt  ber  ftetigen  Sciaftung  jmei,  bcm  ©d^nitte  MN 
entfpred^enbe  SSelaftungen  in  Si  unb  S,  bejm.  vom  äBerte  a?y  imb  0  — a:)y, 
fo  mürbe  ^ig.  209  e  baS  juge^drige  Ärafted  barfteüen,  mit  beffen  ^ülfe  I, 
II,  III,  IV,  V  in  gig.  209  b  etngejeid^net  merben  fdnnte,  2)emnad^  ift  II  bie 
SerbinbungSgerabe  ber  ©t^nittpimlte  oon  A'T  mit  ber  SSertilalen  burd^  Si 
unb  von  ST  mit  ber  SSertifalen  burd^  S,  bejm.  bie  5|JaraIIeIe  ju  II  ber 
Siebenfigur  burd§  einen  biefer  ©d^nittpunlte. 

ä^eilt  man  ^P  in  eine  Slnja^t  gleid^er  Seile,  fo  er^ftlt  man  nad§  SBora* 
ftel^enbem  leidet  bie,  ben  ©d^nitten  biefer  S^eilung  entfpred^enben  Xangenten, 
mobei  bie  ^arabel  auSfd^attiert  mirb. 


10.  3)er  »allen  mit  beweglichen  Saften.  Sin  »allen  AB  fei  in 
horizontaler  Sage  an  beiben  ßnben  unterftügt  unb  beliebig  belaftet,  unb  ed 
bemege^ftd^  au^erbem  eine  Saft  Pi  oon  A  nad^  B  über  ben  Saiten  fort 
(Stg.  2i0). 

gig.  210. 

0 


3Kan  beule  bie  ftraft  Pj  in  einer  beftimmten  ßage  auf  bem  »alfen, 
3.  SB.  ben  Duerfd^nitt  in  B  angreif enb,  mobei  AE  gleid^  \AB  fein  mag, 
bonn  ift  ber  oon  Pi  ^errü^renbe,  in  A  roirifame  ®rud(  gleic^  f  Pj  unb  ber 
in  B  mirifame  gleic^  ^Pj.  »ei  ber  Qeid^nung  beS  ShdftepIaneS  ift  01  =  Pi 
unb  c  auf  Ol  fo  gemö^It,  t^^   Oc=  JOI,  alfo  Ic  unb  cO  bie  Sie* 
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aüionctt  in  B  unb  Ä  oorfteHcn.  ffirrid^tct  man  nun  in  c  eine  3lormaIe  cC 
unb  nimmt  biefe  oIS  5ßoIaBftanb  F,  üerfiinbet  G  mit  0  unb  1,  fo  ftnb 
CO,  Cc  unb  Ol  bie  Sftid^tungen  ber  ©eilpolggonfeiten  für  ben  5ßoI  G  unb 
bie  mtgenommene  Sage  von  Pi,  bie  ©t^Iufelinie  bcS  ©ei^poIrigonÄ  ift  ba^er 
mit  J.-B  parallel  unb  lann  in  AB  felbft  gelegt  merben,  looburd^  boS  @eiU 
polggmt  jiJ'J?  entfielet. 

S)ie  in  bemfeI6en  mit  EF  parallel  gegogenen  Drbinaten  fteHen  bie  oon 
ber  bemeglid^en  Saft  Pj  l^errü^renben  ällomente  in  ben  eingelnen  Duerfd^nitten 
vox,  um  meldte  ftd^  alfo  bie  in  ben  Ouerfd^nitten  bereite  oor^anbenen  ^ommtt, 
l^ernorgerufen  burd^  ftetig  verteilte  unb  lonjentrierte  Saften,  oergröfeem. 
3ugleic^  erftel^t  man,  ba^  biefeS  l^inauaufügenbe  SKoment  für  ben  Duerfd^nitt 
am  grölten  ift,  über  bem  ftd^  bie  bemegenbe  Straft  gerabe  befinbet.  SBö^renb 
ber  SBemegung  oon  Pj  oergrö^ert  fid^  alfo  baS  aWoment  Mo  ber 
ou^erl^alB  etneS  Beliebigen  Ouerfd^nittS  mirlenben  Äußeren  Strafte, 
unb  iwax  befto  me^r,  j[e  mel^r  fid^  Pi  biefem  Duerfd^nitt  nft^ert. 
®enlt  man  in  gleid^er  SBeife  für  oerfd^iebene  ßagen  oon  Pj  ben  Sträfteplan 
oerjeid^net,  inbem  man  bie  ©(^lu^Iinie  AB  bt^  ©eitpoltjgond  Beibehält,  fo 
mn^  ftd^  ber  5ßoI  G  be8  StrftftepoIggonS  in  einer  8U  Ol  parallelen  ßinie  Be* 
megen.  3n  ber  gigur  ftnb  unter  biefer  aSorouSfeftung  nod^  bie  Beiben 
Sträftepiftne  oerjeid^net  für  ben  fjall,  ba^  Pi  bie  SMitte  Ei  beS  SallcnS  fomie 
ben  5ßunlt  J&a  erreid^t,  meld^er  auf  f  ber  Sänge  oon  AB  angenommen 
morben  ift.  Slad^  bem  93origen  l^anbdt  e^  fid^  l^auptfdd^Iid^  um  ben  Qto^ 
metrifd^en  Drt  ber  $unlte  F,  meld^er  gur  Seurteilung  ber  größten  SHomente 
genügt  vtxü>  bie  SSergeid^nung  ber  Sträftepidne  für  bie  oerfd^iebenen  Sagen  oon 
Pi  erübrigt  ßg  ]ü  AE  =  x,  EF=y  unb  AB  =  l,  fo  ift  boB,  burd^  Pi 
l^ertjorgerufene,  SKoment  Mo  für  ben  Duerft^nitt  in  E 

aSerlegt  man  ben  JtoorbinatensSKnfangSpunft  nad^  Fi  unb  nimmt  ben 
pofitioen  5CeiI  ber  Y^^^\t  nad^  oben  gerid^tet,  fo  ergießt  fid^  afö  ©teid^ung 
beS  geometrifd^en  DrteS  für  F 

ober 

l 
x^  =  —  V, 
Fl  ^' 

morauS  fid^  ergieBt,  ba'ii  biefer  geometrifd^e  Drt  eine  5ßaraBeI  ift. 

Sel^ufS  Unterfud^ung  ber  SSer&nberung  ber  S^ranSoerfalfrftfte  in  ben 
einzelnen  Cluerfd^nitten  burd§  bie  oon  A  nad^  B  fortfd^reitenbe  Saft  Fi  fei 
für  eine  BelieBige  ©teile  E  beS  SaKcnS  bie  Straft  Fi  mit  bem  gugel^örigen 
Strftfteplone  oergeid^net,  unb  eS  fteHe  mn  ben  burd^  bie  ftetig  oerteilten  unb 
fonaentrierten  Saften  Beftimmten  gefö^rlid^en  Duerfd^nitt  oor,  für  meieren 
alfo,  aBgefcl^en  oon  ber  Bemeglid^en  Saft  Pi,  bie  KranSoerfaHraft  3luD,  baf^ 
aWoment  ber  äußeren  ftrftftc  bagegen  ein  SKajimum  ift.  3)urd^  bie  Be* 
meglid^e  unb  in  E  angelommene  Saft  oergröfe^rt  ftd^  bie  in  A  Bereits  oor« 
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^onbenc  Sleaftion  um  cO,  unb  btcfe  SBcrgröfterung  ift  in  B  glei^  Ic.  g^^ 
irgenb  einen  xtäfi^  von  E  gelegenen  Ouerfd^nitt,  3.  S9.  a/),  lommt  ju  her 
bereits  oor^anbenen  £ranSt)erfaHraft  burc^  bie  beroegltd^e  Straft  bie  abm&rtS 
roirfenbe  Äraft  cO  —  Pi  ^inju.  ©e^en  roir  bie  nad^  aufroörtS  gerid^tete 
Jhaftrid^tung  afö  bie  pofttioe  an,  fo  nnrb  l^iemad^  bie  Z^ranSDerfaOraft  in  allen 
Ouerfd^nitten  jmifd^en  E  unb  mn,  für  mü^t  bie  äßitteltraft  ber  bereits  oor^ 
^anbenen  äußeren flr&fte  nad|  oben  gerid^tet  ift,  um  cO  —  Pj  =  cl  oerminbert, 
in  ben  Duerfd^nitten  änjifd^en  mn  unb  B  bagegen,  für  njeld^e  bie  SMitteHraft  ber 
bereits  oor^anbenen  äußeren  Gräfte  nad^  unten  gerid^tet  ift,  um  benfelben  SBert 
c  1  in  obf oluter  ©infid^t  oergrö^ert.  SWit  bem  gortf abreiten  oon  Pi  nimmt  c  0 
ab,  möl^renb  fid^  c  1  oergrö^ert.  Se  nö^er  alf 0  Pi  bem  in  Setrad^t  gezogenen 
Ouerf(|nitt  bmmt,  befto  größer  mirb  cl,  unb  biefe  Snberung  ber  Zxar^ 
oerfalhaft  in  «^  erreid^t  il^r  äHajimum,  fobalb  Pi  in  ben  fraglid^en  Duer* 
fd^nitt  rüdft.  Überfc^reitet  jeftt  bie  Saft  P^  ben  Querfc^nitt  aß,  ift  fte  alfo 
3.  S9.  nac^  E^  gelommen,  fo  erfa^en  bie  in  ben  Ouerfd^nitten  oon  Ä  bis 
mn  auftretenben  XranSoerfallr&fte,  meld^  oon  ben  oorl^anbenen  Selaftungen 
l^errül^ren  tmb  nad^  oben  gerid^tet  finb,  eine  SSermel^rung  um  cO,  m&^renb 
bie  in  ben  Duerfd^nitten  oon  mn  i\&  E^  mirffamen  S^ranSoerfaltrdfte  in 
abfoluter  ^inftd^t  um  benfelben  SBert  c  0  oerminbert  merben,  ba  beren  9lef uU 
tante  nad§  unten  gerichtet  ift.  9Iud^  biefe  ^nbenmg  mar  am  größten,  als 
ftd^  bie  Saft  in  bem  in  ä3etrad^t  gezogenen  £luerfd§nitt  befanb.  $iemad^ 
tritt  in  ben  einzelnen  Duerf d^nitten ,  fobalb  bie  Saft  barüber  fortgel^t,  eine 
pldglid^e  llnberung  ber  jugeljörigen  XranSoerfaltraft  ein,  inbem  bie  oor  bem 
gefäl^rlid^en  Ouerfd^itte  gelegenen  Ouerfd^nitte  eine  SSerminberung  il^rer 
S^ranSoerfolhaft  erleiben,  bis  bie  Saft  an  ben  betreff enben  Ouerfc^nitt  ge^^ 
langt,  in  meld^em  Slugenblidfe  bie  größte  äSerminberung  ftd^  plöftlic^  in  bie 
größte  äSermel^rung  umfegt,  b.  ff.  für  biefe  Ouerfc^nitte  fpringen  bie  XranS« 
oerfalfröfte  oon  i^rem  SKinimal«  au  i^rem  SKajimalmerte.  gür  bie  Duer* 
fc^itte,  meldte  l^inter  bem  gefö^rlid^en  liegen,  tritt  baS  umgelel^rte  SSerl^alten 
ein,  inbem  beim  Überfd^reiten  ber  Saft  ber  SRajimoImert  ber  SCranSoerfallraft 
ftd^  pUglic^  in  feinen  ^nimälmert  oenoanbelt. 

S)a  beim  Semegen  ber  Saft  Pi  bie  ©umme  ber  SCranSoerfaHrftfte  für 
bie  oor  htm  gefährlichen  Querfd^nitte  gelegenen  Ducrfd^nitte  Heiner,  für  bie 
nadö  bemfelben  gelegenen  aber  größer  mirb,  ber  gefä^Iid^e  Guerfd^nitt  aber 
jeberjeit  bie  ©teile  einnimmt,  für  meldte  biefe  ©umme  gleich  SßuQ  ift,  fo  folgt 
barauS,  ba^  ber  gefftl^rlid^e  Duerfd^nitt  ber  oon  btm  einen  ßnbe  ^erlommem 
ben  Saft  entgegenrücft.  ©obalb  ftd§  Saft  unb  gcfö^rlid^er  Duerfd^nitt  ge» 
troffen,  bemegt  fid^  berfelbe  mit  ber  Saft  oormörtS,  überfd^reitet  mit  il^r  feine 
urfprünglid^e  Sage  unb  bleibt  mit  berfelben  bis  ju  ber  ©teile  oerbunben,  mo 
er  mit  ber  oon  ber  entgegengefegten  ©eite  ^erlommenben  Saft  jufammens» 
treffen  mürbe.  JBon  l^ier  auS  bemegt  fid^  ber  gefäl^rlic^e  Querfd^nitt  mieber 
jurüdt  unb  erreid^t  feine  urfprünglid^e  Sage  in  bem  Slugenblidfe,  mo  bie  Saft 
ben  SaHen  oerlftfet. 

SBirb  ber  Sr&fteplan  ber  mobilen  Saft  mit  bem  ber  ftctig  oerteilten  unb 
ber  lonjentrierten  SJelaftung  in  gehöriger  SBeife  oerbunben,  fo  laffen  ftd§  bie 
©efamtsSranSoerfalfröfte,  fomie  baS  aJloment  ber  biegenbcn  5lröfte  für  jeben 
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Cluerfd^mtt  auf  leichte  SBeife  befttmmen,  fotoie  ftc^  bann  aud^  bie  Ouer« 
fc^nitte  be&  SallenS  ergeben,  gn)tfd§en  xod^tti  ber  gefftl^rlid^e  Querfd^nttt 
^im  unb  l^ergei^t. 

11.   ftonfttmftttie  (gro^li^oßatifil^e)  Se^anblitng  ettted  Sac^Bhtberd.  S)te 
grap^oftattfd^e  SSe^anblung  beS  erften,  ber  in  9hr.  7  berechneten  2)acl^btnber 

jcigt  gig.  211,    ©ie  frül^er  für  iebeS  gelb  angenommene  Selaftung  ~  ift 

gleid^  P  gefegt,  imb  bad  ftr&ftepolqgon  ad  ...  m  in  fjfig.  211b  geseid^net 
morben. 

«ig.  211  a. 


Stg.  211  h. 


SBegen  ber  gleid^mä^igen  SBerteilung  ber  Seloftung  auf  beibc  ^ftlften 
beS  Dad^binberS  ftnb  bie  aiuflagerrealtianen  gleid^  ber  falben  »elaftung 
unb  e«  ift  bemnad^  in  Ä  eine  aufmftrtS  mirlenbe  5h:aft  gleid^  ip  =  ca 
mirlfam.     SJlan   jerlege   ca   nad^   Slid^tung    oon   BÄ    unb   DA,   inbem 
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man  ahf/BÄ  unb  ch//DÄ  jte^t.    S)enlt  man  bic  5ßfcilc  bcr  ftomponcntcn 

in  bie  @tangent)er6inbungen  eingetragen,  fo  erfiel^t  man,  ba^  BÄ  auf  2)ru(I, 

J-D  ouf  8ug  in  Sffnfprud^  genommen  mirb.     3ln  bem  flnoten  B  mirten 

jc^t  bie  Beiben  Äröfte  1  mtb  P,  meldte  fid^  3ur  SRefuItante  hd  oereinigen. 

S)iefe  mirb  gerlegt  nad&  aWd^tung  ^jE?  unb  BD,  moburd§  ftd^  bie  ftompo:^ 

nenten  de  unb  d«,  meiere  2)ru(ffröfte  fmb,  ergeben.    S)ie  an  bem  flnoten  D 

mirifamen  Strafte  2  vmb  3  merben  jur  3KitteIfraft  ec  vereinigt  unb  bonn 

nad^  SRid^tung  von  DE  unb  DF  jerlcgt,  mobitrc^  bie  guglröfte  c/  =  5  unb 

fc  =  ß  entftel^en.    ?ln  bem  ftnöten  E  oereinigt  fid§  4,  6  unb  P  ju  fg, 

inbem  juerft  P  mit  4  ju  eg  unb  eg  mit  e/  ju  fg  oereinigt  mirb.    S)iefe 

Shoft  mirb  nad^  SRid^tung  oon  ^6r  unb  EF  gerlegt,  moburd^  bie  3)rudtlräfte 

7  unb  8  entfielen.    S)ie  Bereinigung  oon  7  unb  6  gu  äc  mirb  nat^  SHd^» 

tung  t)on  FG  unb  FH  jerlegt,  moburd^  fid^  bie  Swgiräfte  hi  =  9  xmb 

ic  =  10  ergeben.    SÄe  ^Bereinigung  non  8,  9  unb  F  liefert  bic  5haft  ik 

an  bem  ftnoten  G,  meldte  nad|  Stid^tung  oön   GrÄ^  unb   QH  gerlegt,  bie 

©rudffräfte  il  =  11  unb  Ik  =  12  liefert,     gür  ben  5lnoten  K  oereinigt 

man  12  unb  P  jur  Straft  Im  unb  jerlegt  biefe  nad^  SRid^tung  oon  KH  unb 

^ff',  fo  entfielet  bie  S)rudflraft  ?Z  =  14  =  Ik  unb  bie  guö^oft  wZ  =  13. 

8Iuf    ber    anberen    Seite    ber    gigur    erleiben    bie    entfpred^enb    gelegenen 

Stangen  biefelBe  JJnanfprut^nal^me  mie  bie  für  bie  erfte  ©älfte  Beftimmten 

Stangen. 

aJlan  möl^Ie  ben  5ßoI  C  im  Shräftepolggon  fo,  bafe  Gc  gleid^  ber  Shöfte* 

einl^eit,  jiel^e  bie  Stral^Ien  oon  C  nur  nad§  ben  äußeren  Straften  unb  Ion« 

ftruiere  baS   benfelBen  jugel^örige   Seilpolggon,  beffen   Sd^lu^feite  paraHel 

mit  Cc  ober  mit  ÄÄ'  ausfällt,  bann  geben  bic  Orbinaten  im  Seilpolggone 

bie  SKomente   ber  auf   ben  Betreffenben  Querfd^nitt   cinroiricnben  äußeren 

Strafte.   SBir  beulen  ein  gelb  beS  Xrägerg  burd^fd^nitten,  ben  ret^tS  licgenben 

Keil  ber  gigur  entfernt  unb  in  ben  brei  burd^fd^nittcnen  Stangen  bie  Ströfte 

Z,  Y,  X  angcBrad^t,  meldte  ba$  geftörte  ®Ieid^gemid^t  mieber  l^crftcllen.    SS 

merbe  jur  JBered^nung  ber  brei  Str&fte  Z,  Y,  X,  ben  SBcmerlungcn  auf 

S.  363  gcmö^,  ber  aWomentcnpunft  in  F,  Ä  unb  E  angenommen,  fo  ift  für 

F  baS  ^oxmni  ber  äufecren  Strafte  gleich  F'K^,  unb  bic  3tefultante  B  l^at 

i^ren  SlngriffSpunlt  in  Ä^.     (58  mufe  bemnad^  B  .  Ä^F'  =  Zz  —  F'K^ 

fein,  ba  bie  Strafte  Y  unb  X  oerf d^minben ,  unter  z  ben  Sffrm  Z  in  Segug 

auf  F  oerftanben.   SRi^t  man  nun  e  auf  bem  Söngenma^ftaB,  fo  ergicBt  fid^ 

F*Ka 
Z  =  — —,  unb  gmar  mufe  Z  bem  in  ber  gigur  angebrad^ten  5ßfeile  entgegen 

mirifam  fein,  b.  1^.  Z  ftcHt  einen  S)rudt  oor.    gür  E  ate  SDlomentenpunft  ift 
B  .  A^D'  =  X.x  =  D^Ki,  ba^er  X  =  ^^,  unb  gmar  fteQt  biefe  Straft 


X 

eine  3iiöfpö""""0  ^^^-    S^^  -^  ^^  3Komentenpun!t  ift  B  .  ÄAi  =  Y .  y 

AK 
=  AKq,  ber  ä^^nlid^Icit  ber  S)reicdte  gemöfe,  bal^er  Y=  — -,  für  meiere 

Straft  ber  5ßfeil  mieberum  umgebrcl^t  merbcn  mufe,  ba  FE  auf  S)rudt  Bean» 
fprud^t  mirb.  3n  öl^nlid^er  2Beife  laffen  ftd^  mittetö  ber  SRomentenmet^obe 
bic  inneren  Strafte  für  bic  ocrfdE|iebenen  gelber  Bered^nen,  Blofe  für  bie  Stangen 
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AB  unb  J.D  n^trb  man  SToedmft^igertDeife  bte  oben  burd^gefül^rte  äRetl^obe 
bcr  Scricgung  anwcnbcn. 

3n  ber  gtgur  finb  biejentgen  Stangen,  weld^e  einen  S)rutl  gu  erictben 
l^oBen,  mit  boppelten  Sinien  auSgegogen.  W&  Sinl^eiten  mürben  benugt:  für 
bte  ßängenabmeffmtgen  |  cm  =  1  m,  für  bie  »elaftungen  1  cm  =  4500  kg. 
SHe  auf  jjeben  Ünoten  mirlenbe  jßaft  F  ift  nad^  btm  fträftepolggon  gleich 
Oa  =  fem,  olfo  gleid^  3000kg,  unb  bie  gemeinfd^aftlid^e  aRomentenbaftS 
Cc=  3|cm  bejeid^net  beS^alb  15000  kg.  gerner  ergießt  ftd^  au8  ber  giflur: 
F'K^  =  2cm,  D'Zg  =  1,6cm,  AKq  =  0,77cm,  x  =  1cm,  y  =  2f cm, 
jer  =  1 1  cm.  ärtultipligiert  man  biefe  Slbmeffungen  bem  ßängenma^ftabe 
gemäfe  mit  3,  \o  erhält  man  bie  mirllid^en  ß&ngen  in  aJletem.  ©iemad^  ift  alfo 
Xa;=  15000.  l^iTs  =  72 000 mkg,  ry  =  — 15000.  ^Zo  =  — 34500mkg, 
Z;^  =  — 15  000.     F'K^  =  —  90  000  mkg; 

i=I^«  =  24000  kg;     r=-?^«  =  -4500kg; 

Z  =  -?5^  =  - 22500kg. 

2)ie  legten  brei  SBerte  laffen  fid^  burd^  SCbmeffen  ber  ßinien  6  =  c/ 
=  5|cm,  7  =fh=  1  cm  unb  8  =  Ä^  =  5  cm  birelt  erhalten,  menn  man 
biefe  Slbmeffungen  htm  SSelaftungSma^ftabe  gemög  mit  4500  multipligiert. 

12*  SBertd^ttitng  eined  SriitfentrSgetd.  gmei  f^ad^merltröger ,  aul^ 
quabratifd^en  gfelbem  mit  einfad^em  biagonalen  ©gftem  befte^enb,  oon  benen 
ber  eine  in  gig-  212  (a.  f.  @.)  bargefteHt  ift,  tragen  bie  SBa|n  einer  Srüdte. 
Sie  »elaftung  Beftel^t  l^ier  au8  einer  lonftanten,  htm  ®emid^t  ber  ftonftruf«* 
tion  entfpred^enben,  unb  av&  einer  oerönberlid^en  ßaft,  oon  einem  SJal^ngug, 
Sßenfd^engebrdnge  2C.  I^errül^renb.  S)ie  lonftante  Saft  betrage  1000  kg  unb 
bie  Derdnberlid^e  5000  kg  auf  jeben  älteter  ßänge.  2)iefe  ift  auf  bie  beiben 
gad^merlStröger  gleid^mö^ig  verteilt  anjunel^men,  fo  ba^  alfo  auf  jjeben  ber« 

felben  — g— ^  «^^  ""9"^^  ^^  ^^"  laufenben  3Keter  ßönge  in  Sfted^nung 

ju  bringen  fmb.  Setrögt  bie  SBreite  eineS  gelbeS  in  jebem  ber  beiben  5Cröger 
2m,  fo  l^at  alfo  jebeS  gelb  1000kg  lonftante  unb  5000  kg  oerönberlid^e 
S3elaftung  auSgul^alten,  morauÄ  ftd^  für  jebcn  ber  Änotenpunite  eine  Selaftung 

oon  — ö— tg  ^^^  -—K-^g  ergiebt.    S)ie8  ift  bie  mirllid^e  3KajimaIbeIaftung 

I  a  a 

ber  beiben  ffinbpunite  beS  XrftgerS,  mö^renb  bie  übrigen  flnotenpunite  im 
3iicivxmxm  eine  Selaftung  oon  1000  kg  unb  5000  kg  ju  tragen  l^aben. 

Um  bie  einjelnen  JBelaftungen  00m  SBerte  5000  unterfd^ciben  ju  lömten, 
geben  mir  i^nen  bie  SWarlen,  mit  benen  bie  unter  i^nen  liegenben  SBertilals: 
ftangen  (Zo,  r^, .  .  .)  begeid^net  fmb  (oergl.  gig.  212),  unb  fd^reiben  überbieg 
|.5000o  unb  |.'50003  für  2500  an  erfter  unb  legter  ©teße.  ßegt  man  ben 
S)re^pun!t  in  ba8  81uflager  red^tg,  fo  gilt  junöd^ft  für  [D]  bie  SDlomenten* 
gleic^ung: 
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D  .  16  =  1000  (2  +  4  +  6  +  8  +  10  +  12  +  14  +  J 
+  5000;  .  2  +  öOOOe  .  4  +  5000^  .  6  +  5OOO4  .  8 
+  5OOO3  .  10  +  5000a 
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.  12  +  5OOO1  .  14  +  5OOO0  .  I  .  16. 

SWan  fielet  fofort,  ba^  ber  gort* 
faQ  jebeS  ©liebet  ber  ®ruppe  5000 
ben  SBcrt  oon  D  verringert,  b.  1^.  D 
erl^filt  bei  t) oller  SSelaftung  feinen 
größten  SBert  (aRajimum),  unb  e«  ift 

Djia«  =  24  000  kg. 

Um  ferner  j.  ».  [X^],  [F^],  [Z,] 

gu  bcftimmen,  Benuftt  man  ben  Schnitt  1. 

anon  l^at  für  Ä  qK  Shre^punlt: 

-X4  .  2  +  D  .  8  —  1000  (2  +  4     • 
+  6  +  i8)  — 5000s  .2 

—  5OOO2  .  4  —  5OOO1  .  6 

—  6OOO0  .  J  .  8  =  0. 

©efet  man  für  J)  ben  juerft  ent* 
midelten  SBert  ein,  fo  l^at  man 

X4  .  2  =  —  1000  .  32  +  1000  .  16 

—  5OOO7  .  1  —  5000e  .  2 

—  5OOO5  .  3  —  5OOO4  .  4 

CR  —  5OOO3  (5  —  2)  —  5000,  (6  —  4) 
«•  _  500O1  (7  —  6)  —  5OOO0 .  J .  (8  —  8). 

Ttan  fielet  mieber  fofort,  ba^  ber 
gfortfaü  jebeS  ©liebeS  ber  ®ruppe  5000 
ben  Sa^Ienroert  oon  Xi,  meld^er  negas= 
tio  (SDrud)  ift,  oerringert,  fo  bofe  oud^ 
X4  bei  ooUer  Selaftung  feinen  größten 
SBert  erhält,  unb  c8  ift 

(X,)Max  =  —  48  000  kg. 

Sbenfo  finbet  man  mit  $ülfe  beS 
3)re^punlte8  B,  ba^  [Z^]  bei  ooHer  »e« 
laftung  feinen  größten  SBert  (8«9)  ^öt, 
unb  eis  ift 

(Z,)Max=  +  48000  kg. 

Qur  Sercd^nung  oon  [Y^]  mü|te 
man  nad^  ber  SRitterft^en  Sftegel  ben 
©d^nittpunft  ber  ®eraben  oon  [X4] 
unb  [Z5]  als  S)rc]^punlt  mftl^Ien.  ©ieS 
ge^t  ni^t  an,  meU  bicfe  ®eraben  par* 
aHel  ftnb.  ©tatt  beffen  lann  man  unter 
Senuftung  ber  SBerte  oon  [Z4]  ober 
[Z5]  ben  S)re^punlt  auf  ber  ®eraben 


l>0 


12.]  Slntoenbitngen  ber  Se^re  oon  ben  Jhöften  am  ttatten  Jtörper.  379 

von  [Z5]  ober  [X4]  nclimcn,  g.  S.  in  C.   S)a  [74]  ocrttlal  liegt,  fo  lann  man 
ftatt  beffen  au($  einfod^  bie  @umme  ber  äkrtilallröfte  bilben.    Sd  ift  bann: 

2)  +  r4  =  1000  .  3|  +  50OO3  +  5000j  +  5OOO1  +  i  .  500O0. 

SBei  Sinfü^rung  beS  SßerteS  von  D  erl^ölt  man: 

1\  =  —  1000  .  l  —  5OOO7  .  l  —  öOOOe  .  I  —  ÖOOO,  .  |  —  ÖOOO^  .  | 
+  5000«  (1  -  I)  +  5000,  (1  -  I)  +  5000,  (1  -  |) 

+  6OOO0  -Hl  —  I). 
Sei  DoQer  93elaftung  ergiebt  ftd^  amtäd^ft: 

Y^  =  —  3000  kg. 

®icfer  SBert  ift  aber  l^ier  burd^auS  nid^t  baS  äftajimum  oon  Y^. 

SHe  Selaftimgen  ber  ®ruppe  5000  treten,  fomeit  fte  oon  ber  redeten 
©eite  beS  KrögerS  ftammen,  mit  negatioem  S^d^en,  unb  foroett  fte  t)on 
ber  linlen  Seite  beS  IrögerS  ftammen,  mit  pofitioem  geid^en  auf.  S)em* 
nac^  lä^t  ftd^  ber  negatioe  SBert  t)on  Y4  fteigem,  menn  mel^rere  aber  alle 
ajdaftunjjen  ber  ©ruppe  5000  linK  oon  AB  fortfallen,  unb  man  erl^ftlt 

r4  =  —  6750  kg 

bei  unbelafteter  linier  unb  ooQ  belafteter  red^ter  @eite.     93ei  unbelafteter 
rechter  unb  ooH  belafteter  linfer  ©eite  ergiebt  fu^ 

r4  =  +  3250  kg. 

S)ie  ©pannung  [Y4]  ^at  alfo  ni(^t  Bei  ooHer  Selaftung  i^ren  größten 
SBert,  fie  ift  eine  S)rud(fpannung,  menn  bie  unbelaftete  SJrüdCe  oon  red^tS  a\i& 
belaftet  mirb,  mit  bemSKajimum  6760kg  unb  eine  S^AfP^nnung,  menn 
bie  unbelaftete  99rüd(e  oon  linfö  auS  belaftet  mirb,  mit  bmi  äßa^imum  3250  kg. 

2)ie  Semegung  einer  Saft  oon  red^ti^  nad^  linfö  unb  bie  Semegung  einer 
Saft  oon  linfS  nad^  redjtS  über  bie  SrücCe  oeranfd^aulid^t  biefe  Sejiel^ungen. 

Um  etma  noc^  [F4]  ju  bered^nen,  benugt  man  ben  ©t^nitt  2.  2)er 
©d^nittpunft  oon  [X4]  unb  [Z4]  läge  roieber  im  Unenbli(§en,  fo  ba^  er  afö 
2)re^punlt  unbrau^bar  ift. 

SBä^It  man  ben  linlen  91uf(agerpunlt  alS  S)rel^punlt,  fo  lommt  [Z4]  nid^t 
in  grage,  unb  man  ^at  gunöd^ft  ben  9Ibftanb  beS  ^re^punlted  oon  [F4] 
feftjufteHen. 

2)a  bie  SHagonale  eines  ber  Ouabrate  beS  ©itterlS  2  y2  m  ift,  fo  ift 

biefer  Slbftanb  4  ^m. 
S)emnad^  gilt: 

+  4  V2  .  F4  +  X4  .  2  +  1000  (6  +  4  +  2) 
+  5OOO3  .  6  +  5000a  .  4  +  öOOO,  .2  =  0. 

9tad^  (Einffil^rung  oon  X4  erl^&It  man: 

1^2  .  F4  =^  500  +  5OOO7  .  ^  +  5000«  .  I  +  5OOO5  .  l  +  5OOO4  .  I 
—  50008  .  f  —  öOOOj  .  I  —  5OOO1  .  1 

2)er  SBert  +  |  V2  .  F4  ftimmt  überein  mit  —  r4  unb  bemnac^  gelten 
für  Fk  äl^nlid^e  Sejie^ungen  mie  für  Y^,  Sei  unbelafteter  linier  unb  belafteter 
ret^ter  ©eite  erl^ält  F4  fein  SRajimum  atö  8ug  im  SBerte  oon  ungeföl^r 
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9550  kg,  bei  unbelafteter  redetet  unb  belaftctcr  linier  Seite  erljält  V^  fein 
aHajimum  afö  S)rutl  im  äBerte  oon  ungef&l^r  4600  kg. 
S)ie  weitere  SRed^nung  bietet  feine  ©d^nnerigleiten. 

13*  ^a^  Potential  bet  foit$entnfil§«^otttogen«gef(^id^teteti  fi(ugel  bei 
@elt)tng  bed  9leltitonf(^en  ©efe^eS,  SBenn  bie  gegenfeitige  (Sinnnriung 
ber  9ltx)me  anieier  ftarrer  Jtörper  burd^  bog  Sflemtonfd^e  ®efeg  beftimmt 
roirb,  roie  eS  für  ftörper  ber  Slufeennjelt  ber  fjfatt  ift,  fo  roirlt  an  itbtm  ber 
beiben  ftörper  ein  Sriftem  oon  unenblid^soielen  Äräften^).  @inb  bie  beiben 
jtörper  bngentrifc^^^l^omogen^gefd^id^tete  Stugeln,  toxt  eS  bei  ben  Qitnmetö^ 
!örpem  angenöl&ert  antrifft,  fo  ift  bie  SBel^anblung  ber  entfpred^enben  ftraft:s 
fqfteme  t)er^dItniSmö|ig  leü^t  burd^gnfü^ren. 

SBir  betrad^ten  bagu  einen  fold^en  Jtdrper,  b.  1^.  xüvc  fegen  votavS^ 
ba%  uns  eine  jhtgel  vom  StobiuS  B  gegeben  ift,  xoü^t  in  n  bnaentrifd^e 


gig.  213. 


©d^ü^ten  aerlegt  werben  lann,  unb 
ivoav  fo,  bag  bie  eingelne  @d^id^t 
l^omogen  ift,  wäl^renb  bie  Did^tigleit 
oon  Sd^id^t  gu  ®(^id^t  n^ed^feln  lonn. 
2)ie  öu^erfte  ®d^id^  ffot  bann 
bei  einer  ©ide  d  ben  3nl&alt  ^iJ'or 
'-^(B  —  ä)^x  =  4:B^düt  —  4:Bd^7t 
+  ^d^n,  fo  ba^4:ütB^d  bei  Heinem 
d  bie  erfte  Sffnnftl^erung  biefeS  3n* 
l^altel»  barfteHt. 

S)ie  aJlaffe  bief  er  ©d^d^t  läftt  ftd^ 
bei  einer  S)i(^tigleit  8  burd§  4:n;B^dS 
auSbrüden. 

3u  einem  unenblid^4Ieinen,  bei 
P  gelegenen  glöd^enteilt^en  /  ber 
äußeren  Segrengung  einer  fold^en 
©c^id^t  gehört  bann  ein  flörperteild^en  oon  ber  SJlaffe  fdd,  ©tel^t  biefeS  mit 
einem  materieQen  5ßunlte  Q  von  ber  SHaffe  ft  in  gegenfeitiger  ßinmirlung 
nac^  bem  SRemtonfd^en  ©efefte,  fo  l^at  bie  entfpred^enbe  Äraft  für  FQ  =  r 
ben  SBert 

(fdd)fi 


k 


r» 


/ 


®er  Sau  biefeS  SüuSbrudeS,  in  meld^em  nur  -—  für  bie  eingelnen  flörper« 

T 

teild^cn  ber  ©d^id^t  oerönberlid^  ift,  legt  eine  jmedtmö^ge  aSeraufd^auIid^ung 
nal^e.  ©c^Wgt  man,  mie  gig.  218  anbeutet,  um  Q  mit  r  eine  Äugel,  meiere 
/  in  P  unter  bem  SBinlel  s  fd^neibet,  fo  l^at  bie  ßentralprojeltion  (ent* 
fpred^enb  Ä'B')  von  f  (entfpred^enb  AB)  auS  Q  aK  Eentrum  auf  biefe 
Äugel  ben  SBert  fcos  s. 


*)  »ergl.  bagu  bc8  »erfafferg  ^SBeiträge  jur  S^eorie  ber  centrob^namifd^en 
Slörper^,  ©raunfd&weig,  ^Programm,  1892. 
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Slcbusiert  man  biefe  ^röjrftton  fcos  s  auf  eine  ßinl^eitSlugel  vom  äJlittct 
punite  Q,  fo  l^ot  biefe  rebugierte  ^ßrojeltion  (entfpred^enb  Ä"B")  toegen  ber 
ä^nlid^Ieit  ber  9(bbilbungen  ben  äBert: 

fcoss 


äSir  betrad^ten  nun  girndd^ft,  tvxt  eS  gig.  214  geigt,  eine  ®d§i(^t  in  il^rer 
gegenfeitigen  Sinrairlung  mit  einem  materiellen  ^ßunlte  J,  ber  in  i^rem  Qof^U 


räume  liegt  Orbnet  man 
bem  bei  P  gelegenen  f^Iäc^en^ 
teild^en  /  burc^  Eentral« 
projeltion  in  ^ejug  auf 
boÄ  Eentrum  /  baS  Bei  P' 
gelegene  ^ftd^enteilc^en  /' 
au,  fo  fmb  bie  gig.  213 
entfpred^enben  ^ää^en  auf 
ber  ßin^eitSbtgel  um  J  als 
©egenfläd^en  einanber  gleid^, 
b.  ^.  man  l^at: 

fcoss f  cosb' 

®a  auläerbem  s  =  ^ 
ift  megen  ber  ©leid^fd^enflig« 
feit  uon  A  PMP,  \v  ift 


5ig.  214. 


aud^: 


/ 


'a 


©emnad^  fmb  bie  ftrftfte,  meldte  bie  Bei  P  unb  P'  gelegenen  Äörper* 
teild^en  auf  ben  materieDen  ^unlt  in  J  augüBen,  ©egenlräf te,  b.  1^.  fte  lieben 
ftd^  auf.  S)a  bie  gange  ©d^i^t  in  fold^e  5ßaare  oon  glö^enteild^en  /  unb  /' 
gerlegt  merben  lann,  fo  l^at  bie  Straft,  meldte  ber  gegenfeitigen  ßinmirlung  ber 
gangen  ©d^id^t  unb  beS  materieHen  5ßunltc8  in  J  entfprid^t,  ben  SBert  0, 
b.  ]^.  bie  @d^i(^t  unb  ein  in  il^rem  3nnenraum  gelegener  materieller 
?ßunft  Beeinfluffen  fid^  üBerl^aupt  nid^t. 

Um  nun  ferner  hzn  Sinflufe  einer  ©d^id^t  auf  einen  äußeren  5ßunlt  U 
gu  beftimmen  (nergL  gig,  216  a.  f.  ©.),  gicl^en  mir  ben  ©ag  l^eran,  ba^ 
PU  unb  PJ  in  htm  befämmten  S3er^ältniffe  Bü  :  BJ  fte^en  (ftreiS  be» 
SlpoIloniuS),  menn  Ä,  J,  B,  U  l^armonifc^e  Sßunfte  fmb.  Seftimmt  man  alfo 
gu  ü  ben  ?ßunlt  J  fo,  ba^  A,  J,  B,  U  l^armonifc^e  5ßunlte  fmb,  fo  gilt  für 

^17  =  7  unb  P'U=7,  falls  ^=  A  ift,  r  =  r  .  A  unb  7=  /  .  X. 

BJ 

SHe  ftörperelemente,  meldte  Bei  P  unb  P'  Begm.  gu  ben  Qflöc^enelementen 
/  unb  /  gel^ören,  liefern  alfo  in  il^rer  gegenfeitigen  ©inmirlung  mit  bem 
materiellen  fünfte  U,  Begm.  ftröfte  vom  SBerte: 


ifdS)^  ^  ,  {fd8)iL     1 


Tc 


.  —       yxvh 
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S)tefe  ftraftnjcrte  ftnb  einanbcr  gletd^,  roenn  -r  =  Tr  ift#  b.  §.  njenn 

man  /  unb  /  iDtebetum  burd^  ßcntralprojcitimt  av&  J  abgrcnjt 

©eftt  man  bicfcg  fcft,  fo  ftnb  in  bcn  ®craben  PCr  unb  P'ü'  Äröfte  wm 
gleichem  aScrtc  na6)  htm  ^ßaraMogrammgcfcftc  ju  ocremigcn. 

3)0  MJ.MU=  B»,  b.  ^.  ^  =  ^  ift,  fo  ift  A /JfP  ^  £^PMü, 

n)ctl  bicfe  Dretcdfc  aufeerbcm  im  zi  PMTJ  üBereinftimmen,  unb  bcmnad§  ift 
2i  PÜM=  «;  cbenfo  ift  ^  P'üM  =  b\    Sa  alfo  2iPUM=  2i  PUM 

...^^^m^^^^    Stg.  215. 


ift,  fo  jcrftörcn  fid^  bie  Komponenten  ber  fträfte  in  TJ,  meiere  fenfred^t  gu 
ITJIf  ftnb,  mä^renb  ftd§  bie  Komponenten  auf  UM  abbieren  unb  bie  ftraft 

liefern,  bie  oon  irgenb  einem  auf  TJM  gelegenen  5ßunfte  auSge^enb  gebadet 
merben  lann. 

"f  cos  E 

S)a       g     bie  ©entralproieltion  oon  /  auf  bie  Sin^eitSIugel  au8  J  x% 

fo  W^t  fid^  bie  SRefuItante  ber  P  unb  P'  entfpred^ettben  Äröfte  l^erleiten,  menn 
man  bie  ©entralproieltion  oon  /ober  oon  /  auf  bie  Sin^eitSlugel  mit  ber 

ftonftante  2  k  -j^  muUipIijiert. 

2egt  man  nun  bmi)  J  irgenb  eine  Sbene,  fo  gerlegt  biefe  bie  gegebene 
ftugel  in  jtoei  ftalotten,  beren  Sentralprojeltionen  au8  J  auf  bie  Stnl^eitg* 
lugel  einattber  glei(^  unb  gmar  gleich  ber  l^alben  Dberflöd^e  (ßn)  ber  (Sin== 
l^eitSIugel  finb.  Qerlegt  man  bie  eine  Äalotte  in  lauter  (Elemente  /  utxb 
orbnet  man  jebem  biefer  Elemente  /  burd^  Eentralprojeltion  auS  J  ein  ©tement 
/'  ju,  fo  faDen  bie  Elemente  /  ber  anberen  Äalotte  au8. 

2)emnad^  entfprid^t  ber  gegenfeitigen  Einnrirfung  ber  ganzen  Äugel» 
fd^ic^t  unb  beS  materieQen  SßunfteS  U  eine  in  ber  (Seraben  UM  gelegene 
Kraft,  beren  SBert  erljalten  mirb,  inbem  man  bie  Summe  2jr  ber  EentraU 
projeltionen  aller  Elemente  /ober  aller  Elemente  /'  au8  J  auf  bie  Ein^eitS» 

fugel  mit  ber  flonftonte  2k— r~^  multiplijiert. 
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2)iefe  ^aft  1^  olfo  ben  SBert: 

S)a  ^  =  ;b7  =  pT  "^^0^"  ^^^  l^^nlid^Ieit  tjon  A  PM J  unb  A  MüF 
ben  SBert  ^-  Ijat,  fo  erl^&It  man  für  Jf  CT  =  9: 

aSejri^net  man  bie  3Raffc  ber  ©d^ici^t  burd^  m,  fo  ift: 

Ä  _  Ä  ^^  , 

b.  1^.  bte  ftraft  entfprit^t  amci  materieDen  fünften  t)on  ben  2ftaffen  m  unb 
ft  unb  bem  3lBftanbe  p  =  ilf  CT. 

S)enlt  man  fi(|  alfo  bie  SKaffe  m  ber  flußelft^id^t  in  il^rem 
SJlittelpunIte  Jf  oerbiii^tet,  fo  entfprid^t  bie  Äraft  K  ber  gegen* 
feitigen  ffiinmirlung  gmeier  materieller  ^unlte  M  unb  ü  6ejm.  oon 
ben  SKaffen  m  unb  ^. 

gür  weitere  3Inmenbungen  ift  noc^  bie  JBemerlung  mit^tig,  ba^  jebe 
Ebene  burd^  J  bie  ftugelfc^id^t  in  gmei  Seile  oon  gleid^er  gegenfeitiger  Sin* 
mirlung  mit  U  jerlegt.  gü^rt  man  im  befonbem  bie  (Ebene  burd^  J  fen!* 
rec^t  ju  UM,  fo  Bemerft  man,  ba'^  ber  oon  ü  au§  ftc^tbare  Seil  unb  ber 
oon  ü  au8  unfic^tbare  S^il  ber  ftugelfd^id^t  jmei  fold^e  leile  finb. 

Qat  man  nun  eine  lonjentrifd^s^fiomogen^^gefd^id^tete  5tugel,  fo  ift 
für  einen  materiellen  5ßun!t  ü,  ber  au^erl^alb  liegt,  bie  Rraft  K  ber  gegen* 
feitigen  (Sinmirfung  leidet  gu  beftimmen.  S^rlegt  man  bie  ftugcl  in  beliebig 
bünne  ©d^id^ten  unb  beult  man  bie  SHaffen  ber  einjelnen  ©d^id^ten  in  bereu 
SRittelpunlten ,  meldte  mit  bem  äRittelpunlt  M  ber  Shtgel  jufammenfaHen^ 
oerbid^tet,  fo  erl^ölt  man  für  UM  =  q 


falK  man  jeftt  bie  ©umme  ber  SRaffenber  einjelncn  ©d^id^ten,  b.  1^.  bie 
SKaffe  ber  Äugel  mit  m  bejeidE)nct.  SKüdtt  TJ  auf  bie  ftugeloberflöt^e,  beren 
SftabiuS  ttrieber  B  fein  mag,  fo  ift  q  =  B.  aSejeid^net  man  bie  mittlere 
Srtd^tigleit  ber  ftugel  mit  *,  fo  ift  w  =  |  %B^8  unb  man  l^at 

f5für  einen  materiellen  5ßunlt  J  im  3nnem  ber  Shxgel,  Beftimmt  man  K^ 
inbem  man  burd^  J  eine  longentrifd^e  Rugel  legt,  gür  bie  ©d^id^tcn,  bie 
au^erl^alB  biefer  ©ülfsfugel  liegen,  ift  J  ein  5ßunlt  im  Snnem,  fo  ba^  für 
i^re  (Sefamtl^eit  ^=0  ift;  für  bie  ©d^ic^ten,  bie  innerhalb  biefer  ©ülfS* 
lugel  liegen,  ift  J  ein  öufeerer  5ßun!t,  fo  boüii  man  bie  3Kaffen  ber  inner^al& 
ber  $ülf8fugel  gelegenen  ©c^id^ten  in  bem  3KitteIpunIte  oerbid^tet  bznlzn  !ann. 
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$at  bie  gcfamte  3Kaf|c  itmcrl^alB  ber  ©ülfSIugel  bic  mittlere  Sic^tigfeit 
Ä',  fo  t[t  btefe  '{üx  MJ=  Q  oom  SBerte 

unb  bemnad^  f^at  man 

®amit  ftnb  bic  Sffnfäfte  auf  ®.  162  u.  f.,  roeld^e  aud^  ben  Kntnjicle:^ 
langen  auf  ®.  280  u-  f.  ju  ®runbe  liegen,  gered^tfertigt. 

®emÄ^  biefen  frül^eren  Setrad^tungen  ftnb  bie  ^Potentiale  für  U  unb  J 
btrmaij  bejn?. 

_^!?^    unb    Ka**^*»-?'- 

®a8  erfte  Bebeutet  bie  Slrbeit,  meldte  erforberlid^  ift,  um  U  auS  feiner 
Sage  (q)  inS  Unenblid^e  ju  bemegeu/  baS  jmeite  bebeutet  bie  SIrbeit,  meiere 
erforberlit^  ift,  um  J  aug  feiner  Sage  (p)  in  ben  SRittelpunft  ber  flugel  ju 
bemegen. 

®on  aud)  für  einen  5ßunlt  J  bie  Slrbcit  Bered^net  merben,  meldte  er« 
forberlid^  ift,  rnn  xf)n  tnS  Unenblid^e  ju  Bemegen,  fö  oerfä^rt  man  folgenber* 

SBöre  ber  materieDe  5ßunft  oon  ber  DBerflöd^e  ber  Äugel  nad^  beren 
aHittelpuntt  ju  Bemegen,  fo  l^ötte  bie  entfprec^enbe  3IrBeit,  ba  d  bie  mittlere 
S)id^tigfeit  ber  ganaen  Jtugel  Beaeid^net,  ben  äBert 

SDemnad^  l^at  bie  9lrBeit  für  eine  Semegung  non  ber  OBerfldd^e  Biß  jur 
©teile  (p)  oon  J  ben  SBert 

anit  umgele^rtem  Soraeic^en  ftellt  legtcrer  8Iugbrudt  bie  8IrBeit  bar  für 
eine  SSemegung  oon  ber  ©teile  (9)  Bis  gur  Dberfläd^e,  md^renb  bie  SlrBeit 
für  eine  SSemegung  oon  ber  DBerflöc^e  Bis  inS  Unenblid^e  ben  äßert  l^at 

S)emnad^  ift  bie  gefud^te  SlrBeit  ^  gegeBen  alS 

31  =  (f  ä;ää»(>3  —  (2kndii)B^. 

SDa  fxä)  biefer  8luSbrudf  31  oon  bem  Potential  für  J  nur  burt^  eine 
flonftante  untcrfd^cibet  unb  ba  bie  Setrad^tungen  auf  @.  280  u.  f.  Befleißen 
BleiBen,  menn  man  bort  aße  Sßotentialroerte  um  biefelBe  Äonftante  oermel^rt, 
fo  pflegt  man  moljl  au^  31  als  Potential  für  J  gu  Begeid^nen. 

2)lan  f^at  bann  ben  SBorteil,  ba^  bie  ^Potentiale  für  ü  unb  für  J  bur(§ 
eine  Definition  umfaßt  werben. 

3ft  d  =  d',  roie  cS  unter  onberem  Bei  einer  l^omogenen  SBoHfugcI  ber 
gaK  ift,  fo  ift  einfad^er 
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^ür  eine  l^omogene  QofßußA  oon  enblid^er  äBanbft&rle,  toeld^e  burd^ 
bie  Slabten  ü  unb  E'  begrenzt  toirb,  gilt  in  Jßejug  auf  einen  $unlt  J  im 
3nnem  i^rer  SJlaffe  folgenbcS. 

SBürbe  nod§  eine  jtugel  oom  Slabiui^  22'  in  bie  ^dl^Iung  eingefe^t,  fo 
er^elte  man  mieber  baS  oorige  StgebniS.  2)a  J  für  biefe  ftugel  ein  dunerer 
^untt  ift  fo  ift  ba%  Potential  biefer  jtugel  in  SBejug  auf  J 


unb  bemnad^  bejeid^net 


=  (2ÄarÄfi)[ip^-222  +  f^] 

bie  Arbeit,  melti^e  l^ier  erfurberlid^  ift  um  J  inS  Unenblid^  ju  bemegen. 

Siegt  J  im  ^o^Iraume  ber  Stugel,  fo  ift  für  bie  83emegung  big  jur 
Gberflftc^e  ber  itugel  oom  SlabiulS  E'  leine  9Irbeit  ju  leiften,  mäl^renb  oon 
ba  an  bie  oorige  Betrachtung  gilt.  3)tan  l^at  bemnad^  bie  oorige  f^ormel 
für  p  =  iJ'  anjufeften,  b.  1^.  man  l^at 

^  =  (2kxd(i)  [R'^  —  229], 

gür  einen  $unlt  ü  ift  ni(f|td  l^injujufügen. 

3m  Sinne  t)orfte^enber  Setrad^tungen  fprid^t  man  aud^  oon  bem  ©elbfts: 
Potential  einer  jtugel  unb  oerftel^t  barunter  bie  SIrbeit,  meldte  nötig  ift, 
um  bie  einaelnen  lonjentrifc^en  Sd^id^ten  ber  ßugel  oon  äugen  bis  gum 
äßittelpunlte  ber  Steige  nac^  inS  Unenblic^e  ju  bemegen. 

Um  biefe  9lrbeit  für  eine  i^omogene  Augel  ju  beftimmen,  betrad^ten 
mir  eine  Augel  oom  9ftabiud  x  unb  ber  2>idgtigteit  d,  auf  meld^er  eine  lon^« 
aentrtfd^e  ©c^id^t  oon  gleidjer  ©id^tigfcit  8  lagert,  gür  einen  materiellen 
$unlt  ber  ©d^id^t  oon  ber  SJlaffe  (i  ift  ba»  Potential  {q  =  x),  falls  m  bie 
äRaffe  ber  jtugel  bejeid^net, 

X 

unb  bemnad^  für  bie  gange  ©d^ic^t,  faQS  d  beren  S)idCe  ift, 

Jcfn(4:X^7td  .  d) 

X 

ffirfefet  man  nod^  m  burd§  ^x^nS,  fo  erl^ölt  jeneS  ^Potential  ben  SBert 

—  k^n^ö^x*  .  d. 

Serlegt  man  bie  l^omogene  Äugel  in  n  ©d^id^ten  oon  ber  S)idte  d,  fo 
ift  beim  Slbtragen  biefer  ©d^id^ten  ber  Steige  nac^  für  x  ju  feften  B  —  d, 
R  —  2d,  .  .  .  R  —  n  —  Id,  12  —  nd  =  0. 

SHe  ©ummation  {R  =  n  .  d)  ergiebt  für  baS  gefu<^te  ©elbftpotential 

AB  er  ni  de,  SRec^anil.   I.  25 
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SSejeid^net  man  bie  äRaffe  ber  ihtgel  burd^  JKf/  fo  ge^t  biefer  SBert 
ü^i  in 

2)tefe  9(r6eit  entfprid^t  oud^,  bei  umgele^rtem  SSorgeic^en,  bem  vm* 
geleierten  Vorgänge,  b.  ^  ber  Serbid^tung  ber  gerftreuten  äRaffe  M  ju  einer 
jtugel  infolge  ber  gegenteiligen  äRaffenangie^ung  nac^  SletotonS  ®efeg. 

2)ie  Übertragung  ber  Unterfud^ung  auf  jniei  Jhigeln  bietet  leine 
©d^nrierigleit. 

14.  2)tc  CHfcftiufrafte  bei  ber  Sf^fenbre^nttg  ftarrcr  Stixptx.  SBir 
VD&fjltn   bie    S)re]^ungSadefe   gur   Z^^SI^fe   eineS   breiad)ftgen    redetn)inlligen 


gig.  216. 


'»-X 


itoorbinatenf()ftemg  unb  legen  ju« 
näd^ft  bur(^  einen  beliebigen  ^unft 
P  üon  ber  SRaffe  ft,  ber  bem 
Jtörper  angel^drt,  eine  Sbene,  par^^ 
allel  3ur  Xr^Sbene.  3n  biefer 
Sbene,  meldte  gig.  216  barfteHt, 
mirten  an  F  in  normaler  unb 
in  tangentialer  Stid^tung  begm. 
bie  Äräfte  [Kt]  unb  [Kjf].  »ei 
einer  befd^Ieunigten  »emegung 
entfprit^t  [Kt]  bem  ©rel^ungg* 
Pfeile  D,  bei  einer  oergögerten 
Semegung  tft  [Kt]  iratgelel^rt  ge^» 
richtet,      gür    bie    befd^Ieunigte 

aJemegung,  meldte  gig.  216  barf teilt,  liefert  bie  Serlegung  oon  [Kt]  unb 

[JTy]  nac^  ben  Sld^fen  in  beren  8iid|tung  bie  ihäfte 

Äx  =  —  KifCosB  —  KtsIub 
Ky  =  —  Kusine  +  Ktcoss, 

Sei  einer  SBinlelgefc^minbigleit  tp  unb  einer  SBinfelbefc^Ieunigung  t  ift 
(oergl.  @.  242): 

Ky=(ir<p^      unb       KT=i»'ri, 

faHS  OP  =  r  gefegt  mirb,  unb  btmna(!^ 

Kx^=  —  fty*  .  rcosB  —  iLV  .  rsins 
Ky  =  —  ^(p^  .  rsins  -\-  [it  .  rcoss 

ober  aud^,  ba  rcose  =  x  unb  rsins  =  y  ift, 

Kx'=  —  iL(p'^x  —  ftty 
-Ky  =  —  ^qp'y  +  ii'ix. 

%a  Sßunft  P  in  ber  SHc^tung  ber  Z^^SId^fe  leine  »emegung  ^at,  fo  ift 
für  i^n 

K,  =  0. 

3)ie  ftomponenten  [iC^^],  [Ky],  [K^]  am  ^unlte  P,  beffen  ftoorbinatcn 
«/  y/  ^  finb,  liefern  (oergl.  ®.  335)  bie  aJlomente  für  bie 
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X»8td^fc:  jer  .  JKy  —  y  .  Z,  =  —  iLtp^yz  +  /tia;;ef 
r*9l4fe:  X  .  Kt  —  z  ,  Kx=^  +  [ifp^xe  +  ^lyjs 
Zs3Id^fe:   y.K^  —  x.Ky=— r.KT=  —  ticrK 

S)a  (f  vmb  t  für  aDe  $unlte  beS  ftarre»  JtörperS  biefelBen  SBerte  l^aBen, 
fo  gelangt  man  6ci  ber  ^Bereinigung  ber  (gffeltiolrÄfte  ber  einjelnen  5ßun!te 
beS  JtörperS  ju  bem  SrgebniiS: 

X  =  -2^Äa.  =:  —  (p^^iix  —  t^Jfiy 
Y=  £Ky  =  —  (p^2:tLy  +  lZ^z 
Z  =  JtJKs  =  0 

Mx  =  —  (p^L^Lyz  -\-  l£^xz 

My  =  -{-  (p^EyLxz  +  L2](iyz 

Jf,  =  —  t2;ftr«. 

Seftinunt  man  bie  floorbinaten  ^,  rj,  J  für  ben  3JlaffenmitteIpunft  beS 
ftörperg,  fo  tft  (oergl.  @.  238)  für  Z^  =  Jf 

M  .  i  =  £^x,    M .  71  =  £fiy,    M  .  i  =  2fiz 
vmb  man  ^at 

Y=  —  ip^Mfi  +  i3f|  l 107a) 

Z=  0  ] 

2)ie  ®rd^en  £(ixz  unb  E^iyz,  meld§e  in  ben  SRomenten  JC*.  nnb  itfy 
auftreten,  l^ei^en  2)eoiationlSm0mente  ober  aud^  (Sentrifugalmomente ,  fie 
fdnnen  lurj  bejm.  bur(§  By  unb  D«  bejeid^net  roerben. 

SHe  ®rö^e  -27 /tr»,  burd^  roeld^e  Mg  beftimmt  mirb,  ift  bog  S^räg^ettS* 
moment  beg  ftörperS  (oergl.  ©.  255)  in  Sejug  auf  bie  Z*8ld^fe  unb  mog 
ba^er  burc^  £r«  beaeid^net  merben. 

S)emnad^  l^at  man: 

Mx  =  —  (p^B^  +  vBy 

My=     ■\-     (p^Dy     +     LDx\ 107b) 

Mm  =  —  tZXs 

3ft  bie  gig.  216  entfpred^enbe  8emegung  oerjögert,  fo  tritt  in  ben  ent* 
roidelten  gormein  —  t  für  +  ^  ein. 

Oe^t  bie  S)re]^ungSa(§fe  burd^  bexi  SRaffenmittelpunlt  (©c^mcr* 
punit),  fo  ift  S  =  0  unb  tj  =  0  unb  man  ^at 

X  =  0,     Y=0,    Z=0 108a) 

$at  bie  ®re^ung8a(^fe  eine  ßage,  für  meldte  D«  =  0  unb 
Dy  =  0  ift,  fo  gilt 

Mx  =  0,    My=0,    Mm=  —  lZx,   ....     108b) 

©inb  bie  beiben  Sebingungen  ber  gormein  108a)  unb  108b) 
erfüllt,  fo  bleibt  nur  bcftel^en 

M,  =  —  t%XM 109) 

Sei  gleid^förmiger  S)re§ung  beS  Äörperg  (i  =  0)  gelten  bie  aH«» 
gemeinen  ®Ieid^ungen  ber  9lr.  107  über  in 

25* 
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X  =  —  (p^M^ 

Y  =  —  (p^Mi^  }      unb 

z=o 


>  • 


110) 


S)a  Bei  gletd^fdrmiger  Stellung  nur  bie  Sentripetallrafte  beato.  beten 
fingierte  ®egenlröfte,  b.  1^.  bie  Centrifugallrftftc  auftreten  unb  ha  fd^on 
ju  beren  Seftimmung  bie  ©rö^cn  Dx  unb  Dy  nötig  fmb,  fo  l^ei^cn  biefe 
®r5^en,  nielc^e  a\i&  tl^eoretifc^en  ®rünben  S)et)iationSmomente  genannt  nierben, 
au(^  Sentrifugalmomente. 

Sine  weitere  Unterfud^ung  geigt,  ha^  eS  burd|  jeben  $unlt  eineS  beliebig 
geftalteten  jlarren  ftörperg  minbeftenS  brei  aufeinanber  fenfred^t  ftel^enbe 
®erabe  giebt,  für  nield^e  bie  brei  SeniationSmomente 

J)^  =  2^ye,    Dy  =  Z^lxz,    Dg  =  I^lixy 

ben  SBert  8luII  erhalten;  fie  ^eifeen  $auptad^fen  beS  5ßunIteS. 

SBöfllt  man  irgenb  eine  biefer  ®eraben  jur  S)rc^ung8ad^fe,  jo  gilt  ftetS 
gormel  9lr.  108  b. 

Sßö^It  man  im  befonbern  ben  äRoffenmittelpunlt  aß  ©c^nittpunlt  breier 

folc^er  ®eraben,  fo  ift  für  jebe  biefer  ®eraben  alS  2)re^ungSac!§fe  au(^ 
gormel  108  a  in  ®eltung,  b.  1^.  bag  ©qftem  ber  ffiffeltiolräfte  fül^rt  bann  nur 
JU  ber  ©leid^ung  (nergl.  ®.  255) 

Mg  =  —  iZvg. 

3ebe  biefer  brei  ®eraben  ^ei^t  ^eine  freie  atcfife"  beS  ftörperS.  SBcil 
ntoilit^  nad^  bem  Sßrincipe  oon  b*8llembert  baS  ©tjftem  ber  äußeren,  auf 
ben  jtdrper  einmirlenben  ftr&fte,  einfd^lie^Iid^  ber  non  etmaigen  SSefeftigungen 
ber  8l(^fe  aulSge^enben  Slealtionen,  bem  @t)fteme  ber  Sffeltit)!röfte  gleic^mertig 
ift,  fo  ift  baS  ©tjftem  ber  Äußeren  ftrfifte  in  biefem  ^Ut  Mg  gleid^mertig, 
b.  I).  bie  Sld^fe  bebarf  leiner  Sefeftigung,  falls  bie  äußeren  flrftfte  nur 
in  bem  äRomente  M,  beftel^en. 

S)iefen  ^oB,  fteUen  und  bie  Std^fenbrel^ungen  ber  SimmelBldrper  (an« 
genäl^ert)  bar. 

S)a  man  bei  ted^nifd^en  SSerl^öItniffen  oon  ber  gegenfeitigen  Sin« 
nnrfung  ber  betrachteten  Körper  unb  ber  Srbe  nid§t  abfegen  lann,  fo  ift  ^ier 
ftet»  baS  ®eroid§t  ber  flörper  ate  äußere  flraft  in  Sled^nung  ju  fteßen, 
unb  barum  mu^  bie  Sefeftigung  minbefteniS  biefeS  im  ®Ieid§gen)id^t  l^alten. 

2)iefen  gfaQ  ftettt  unS  ein  rotierenber  ftrcifel,  beffen  3ld^fe  fenfrec^t  auf 
bem  gufeboben  ftel^t,  angenähert  bar  —  l^ier  mirtt  bie  SReibung  auf  ben  gu^* 
boben  als  oergdgembeS  Jtraftmoment. 

S^nlic^eS  gilt  für  SKafc^inenlörper  mit  fte^enben  81(§fen,  falB  biefe  freie 
aid^fen  ftnb. 

Sei  ben  Äörpem,  meldte  bie  S^ed^nil  oermenbet,  larat  man  bie  ßage  ber 
freien  Std^fen  meift  ol^nc  meitercS  angeben.  $at  ber  flörper  eine  ©gmmetrie* 
ebene,  fo  ift  eine  ®erabe  burt^  feinen  aWaffenmittelpunft,  fenfred^t  jur  6qm* 
metrieebene  eine  freie  9ld§fe.  SBö^tt  man  nömlid^  bie  ®t)mmetrieebene  afö 
Zr^Sbene,  fo  entfprid^t  jebem  5ßunft  Pi  oon  ber  aJlaffe  ii  auf  ber  einen 
©eite  ber  gbene  je  ein  ^ßunft  P^  oon  ber  SKaffe  ii  auf  ber  anberen  Seite 
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bcr  SBene  utib  giüar  fo,  ba§  P1P2  ö"f  ^^  Ebene  fenlred^t  ftel^t  unb  bur(^ 
btefe  l^attiert  wirb,  gür  bie  ftoörbinatcn  oon  Pi  unb  Pa  gilt  bcmna^ 
Xi  =  x^,  yi  =  ffi,  +  01  =  —  0^.  aSilbet  man  Bx  =  ^J^tyis,  fo  ift  ber 
Seil,  ber  oon  Pi  imb  P9  l^errül^t,  b.  1^.  iipi^i  +  f*yj^2  =  0,  unb  ba 
btefeS  für  alle  5ßunltpoare  t)on  Pi  unb  Pj  gilt,  fo  ift  Z)y  =  0.  S)a8feIBe 
gilt  für  Da> 

$at  ber  Äörper  jraei  aufeinanber  fenlred^e  @t)mmetrieeBenen,  fo  ift  beren 
@d^ntttgerabe  eine  freie  ^d^fe.  SBöl^It  man  n&mlid^  bie  beiben  Sbenen  begm. 
als  XZ^s  ebene  unb  aB  rz^Sbene,  fo  oerfd^minben  Dy  unb  Da;. 

S9et  einem  l^omogenen  geraben  ftreiScgIinber  ift  neben  ber  8ld§fe  aud^ 
jebe  ®erabe  burd^  ben  ©c^merpunft,  n)eld|e  bie  Sld^fe  fenfred^t  fd^neibet,  eine 
freie  Sd^fe. 

Sei  einer  !|omogenen  ftugel  ift  jeber  ©urc^meffer  eine  freie  Sld^fe. 

SSirlt  ein  fträftepaar  (oergl.  ®.  256)  auf  einen  freien  ftörper,  fo  tritt 
nur  bann  eine  ©rel^ung  um  eine  btm  Sffd^fenmomente  bcS  5ßaareS  entfpred^enbe 


giß.  217. 


St^fe  ein,  menn  bie  Sbenc  beS 
5ßaareS  f enhred^t  ju  einer  freien  Slt^fe 
beS  jtdrperS  liegt. 

Semerft  mag  nod^  merben,  ba^ 
bie  8Iu8brüd(e  für  Z  unb  r  in 
107  a  genau  fo  gebaut  finb,  nrie  bie 
SffuSbrüdPe  für  Kx  unb  Ky,  au8 
benen  fte  entftanben  fmb.  6g  ent« 
fpric^t  fid^  einerfeitd  M  unb  fi, 
anberfeitS  S,  1?  unb  x,  y  unb  bem* 
nadö  ftnb  bie  fträfte  X,  Y,  Z  fo 
gebilbet,  atö  menn  bie  gange  äRaffe 
beS  flörperS  in  beffen  ©d^merpunft 
oereinigt  mftre.  S)emgemöfe  finbct  man  aud^,  falls  |a  -f  1^2  =  ^2  gefegt 
mirb,  ate  Slefultante 

B  =  Mq^(P^  +  4» 111) 

mie  bei  einem  materiellen  ^unlte  oon  ber  3Raffe  M. 

jtommen  bie  ©leid^ungen  107  b  nid^  in  ^rage,  fo  laffen  fid^  alfo  bie 
(Effeltiotrüfte  leidet  oeranfd^aulid^en. 

9ns  Seifpiel  bel^anbeln  mir  bie  S3emegung  einer  priSmatifd^en  ^enbel« 
ftange/  meldte  eine  ©^mmetrieebene  fenlred^t  gur  S)re{|ungSad§fe  ^at.  S)ie 
©tange.mag  fid^  gunöd^ft,  mie  S^Ö-  217  anbeutet,  in  ber  Sage  OP*  in  Shil^e 
befunben  l^aben  unb  augenblidHic^  in  ber  Sage  OP  fein.  S)er  ältaffenmittel^ 
punit  S,  ber  bei  einer  ©tangenlönge  a  angenöl^ert  bie  jtoorbinaten 


a 


I  =  ^COS£ 


unb       12  = 


a 


7j  =z  -—stns 


fyit,  ift  av&  bet  Olu^elage  um  i;  gefunfen,  fo  ba^  bahti  ine  9(r6ett  (Mgji) 
geletftet  toorben  ift.  S)etmtad^  gilt  für  bie  SBtnlelgefd^niinbigleit  <p  getnft^ 
@.  266 
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b.  ]^.  man  l^ot 

2>a  bie  betoegenbe  ftiaft  (Mg)  am  Slrme  |  toitlt,  fo  gilt  fflr  ben  So^^en^ 
tnett  t 

®a  l^ter  D,  =  0  unb  Dy  =  0  ift ,  fo  fül^rt  ba^  Stiftern  ber  gffcltto« 
Irdftc  na^  gormel  107  a  unb  108  b  gu 

_  _  SM^gri^  _  _  3  gM^a^8in26 

Xr,      ~"        8  Sr, 

^-  liT ^~ ^"^  +  ^ ^ - "8 w:f. 

My    =    0 

Mg  =  —  Mg^  =  —  \gMacosB. 

©cftt  man  (oergl.  §  100)  nod^  %x,  —  \Ma\  fo  crgtcbt  ftd§: 

Z  =  —  lgMsin2B 
Y=\gM{^cos2B  —  1). 

2)a  ha%  @t)ftem  ber  äußeren  jtr&fte,  melc^ed  Igter  au8  ber  (Srd^e  Mg 
mtb  ber  Stealtton  ber  SSefeftigung  befielet,  bem  @gftem  ber  Sffeltioh&fte 
gleic^merttg  fein  muft,  fo  ift  für  eine  l^orijontale  Sleaftion  [H]  mtb  eine 
oertifale  SReaftion  [F]  in  0 

H=  X    unb    Mg  ^y  =Y 
gu  feilen,  fo  ba| 

J5r=  —  \gMsin2B 

V=  —  yM(ll  —  9cos2£). 

H  f^ai  feine  3Kojima  für  sin2B  =  ±1,  b.  1^.  für  f  =  45»  unb 
a  ==  1350^  fte  betrogen  ^  ^gM.  V  ^at  fein  Sßajimum  für  cos2b  =  —  1, 
b.  1^.  für  ß  =  900,  ^  beträgt  —  ^M. 

H  f^at  fein  SKinimum  0  für  sin2B  =  0,  b.  1^.  für  a  =  0  unb  «  =  90^ 
unb  B  =  1800.  V  l^at  fein  äßinimum  —  ^Mg  ^üx  cos2b  =  1,  b.  ^.  für 
6  =  0  unb  fi  =  1800. 

SBäl^renb  [F]  ftetS  nad§  oben  gcrid^tet  ift,  ift  [B]  beim  ©erfd^nringen  crft 
naci^  red^tS  unb  bann  nac^  linlS/  beim  9tüdf(^mingen  erft  nac^  linfö  unb 
bann  nad^  red^td  gerid^tet. 

S^nlid^e  93er^Itniffe  treten  bei  fc^mingenben  (Slodm  auf. 


^bm$evi  }n  htt  $el|r^  mn  den  |trä^n  am  ^xxm  ^9xiftx. 


1.  sin  einer  ©teile  beg  fenlred^t  gefül^rten  ©eileS  eineS  Stammflofteg 
fmb  tJter  ©eile  angebrad^t,  um  oier  8Irbettem  jum  angriffe  ju  bienen.  SBeld^e 
Äraft  nnrlt  auf  ben  diammllo^,  wenn  jeber  8lrBeiter  mit  einer  Äraft  von 
60  kg  jiefjt  unb  menn  bie  ©eile  babei  eine  gerabe  quabratifd^c  5ßt)ramibe 
mit  fen!red^tcr  3Id^fe  Bilben,  beren  flauten  an  bcr  ©pifte  SBinlel  von  30 o 
Bilben?    SSü^t  3lrbeit  entfprid^t  einer  ©ebung  beS  fllofteS  nm  1,5  m? 

223  kg;     334,5  mkg. 

2.  Um  einen  99aumftumpf  auSguroben,  jiel^en  brei  9Irbeiter  an  brei 
umgefti^Iungenen  ©eiten  mit  je  einer  5h:oft  oon  50  kg.  S)ie  ©eile  tonoergieren 
nad^  einem  fünfte  unb  bilben  beam.  mit  bem  i&orijonte  bie  SteigungSminlel 
lOö,  20",  300,  mä^renb  il^re  ©orijontalprojeftionen  bejm.  bieSBinlel  20»  unb 
150  Bilben.    SBeld^e  ftraft  [R]  mirb  entmidtelt? 

B  =  144,4  kg. 

SKmmt  man  bie  ©orijontalprojeltion  ber  erften  Rraft  jur  X^STd^fe  unb 
fenhed^t  baju,  im  3Ingriff8punft  ber  ftröfte  J^orijontal  bie  r*9Ic§fe  \o,  bajj 
bie  ^orijontalproieltion  ber  jmeiten  ftraft  20 o,  bie  ber  britten  ftraft  35® 
Steigung  gegen  bie  X^^^ld^fe  l^at,  unb  enblid^  bie  Z^SIc^fe  nad^  oben  gerid^tet, 
fo  Bilbet  [B]  mit  ben  9ld^fen  Begm.  bie  äBinlel 

260  49' 30";  73o32'40";  690  24' 40". 

3.  Sd  ift  bal^  äRoment  einer  ftraft  in  99egug  auf  eine  9Id^fe  ju  Be« 
ftimmen,  menn  bie  ^rojeltion  [K\  ber  ftraft  auf  eine,  gur  3Id^fe  fenlred^te 
(SBene  ben  SBert  50  kg  ^at  unb  menn  biefe  ^rojeltion  uon  ber  9Id^fe  ben 
StBftanb  r  =  2  m  ^at. 

Ifo  =  ±  jK:  .  r  =  ±  100  mkg. 

4*  S)ie  norige  9lufgaBe  ift  burd^gufül^ren  unter  ber  SSorauSfegung,  ho^ 
ber  Slngriffgpuntt  ber  ^ßrojeftion  ber  ftraft  in  i^rer  (Ebene  in  Segug  auf  ein 
rec^tminlUgeS  ftreuj,  beffen  SRuIIpunIt  in  bie  8ld^fe  fällt,  bie  ftoorbinaten 
i  =  2,  y  =  3  l^at  unb  ha^  biefe  $ßrojeItion  mit  ber  X*3ld^fe  ben  SBinlet 
a  —  300  Bilbet. 

r  =z  y  ,  cosn  —  xsina 
Mo  =  K{ycosK  —  xsina). 
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5.  SS  ift  baS  aRoment.  einer  Straft  oom  SBerte  K  =  100  kg  in  S3e}ug 
ouf  eine  8l(i^fe  gu  Beftimmen,  wenn  biefe  8lt^fe  Zs^Slc^fe  eineS  rec^toinlligen 
RreujcS  ift  unb  njcnn  in  biefem  ber  aingriffgpunlt  ber  ftraft  bie  ftoor«» 
binaten  x  =  2,  y  =  S,  g  =  b  ^ot  unb  bie  ftraft  feffift  bie  9tid^timg8n)intel 
a  =  38«  40'  unb  iJ  =  65«  20'  begn).  gegen  bie  Z»*8ld^fe  unb  T^Äd^fe  ^at 
unb  y  ein  fpi^er  SBinlel  ift. 

S)ie  5|JroieItion  ber  ftraft  auf  bie  XF^Sbene  ift  iC^y  =  ^K^cos^a+K^cos^ß, 

beren  8li(i§tung  (y)  gegen  bie  Z*8I(§fe  ift  beftimmt  bux^  -= —  =  cosg?  unb 
-=;-—  =  sin  9?,  il^r  Slbftanb  r  oon  ber  Z*^^]t  ift  ycosq)  —  a?smg?.  SKan 

J^zy 

^at  alfo: 

Jlfö  =  Kxy  .  r  =  K(ycosa  —  xcosß). 

6.  88  ift  bie  Arbeit  ber  ftraft  in  Sttr.  3  für  eine  S)rc§ung  oon  £»  =  30« 
um  bie  Sd^fe  ju  beftimmen. 

31  =  Jfo  .  arc  a  =  ±  100  •  |-  mkg. 

?♦  SS  ift  bie  Sttrbeit  ber  ftraft  in  Sir.  5  unmittelbar  ju  beftimmen 
für  eine  ftraf toerf d^iebung ,  bei  ber  ftd^  ber  SIngriffSpunIt  nad§  bem  Sßunfte 
(5;  7;  9)  berocgt. 

Segeid^net  man  bie  ^rojeltionen  ber  SSerfd^iebung  [s]  auf  bie  Stufen 
burd^  [Sx],  [sy],  [sm],  \o  fmb  bie  Sßinlel  ber  SBerfd^iebung  gegen  bie  Sld^fen  A, 
^,  V  gegeben  burc^ 

n  Sx  Sm  Sg 

C08A,  =  —,      COS  ft  =  —  ,      COS  V  =  —  • 

es  ift  ^  ^  •' 

Sx  =  6  — '  2,      Sy  =  7  —  3,      s,  =  9  -—  5 
unb 

s  =  V(5  —  2y  +  (7  —  3)2  +  (9  —  by. 

S)er  SBinfet  co  gmift^en  SSerfd^iebung  imb  ftraft  ift  (Dergl.  @.  84)  ge* 
geben  buri^ 

cos  (o  z=  cos  a  cos  k  -{-  cos  ß  cosfi  +  cos  y  .  cos  v. 

äHan  l^at  alfo: 

^  =  K ,  s  .  cos(o  =  Kcosasx  +  Kcosßsy  +  KcosySg. 

S)erfelbe  9luSbrud  ergiebt  ftd^  mittelbar  bei  ber  Stibung  ber  9(rbeit  auS 
ben  ©eitenfräften. 

8«    QtDzi  ftröfte  t)on  17  kg  unb  83  kg  mirlen  in  paralleler  SKd^tung  an 
jroei  feft  miteinanber  oerbunbenen  $ßunlten,  bie  8  m  ooneinanber  entfernt  flnb. 
ffiS  ift  bie  Slefultante  unb  beren  aingriffSpunlt  gu  beftimmen: 

50  kg;  6,28  m  unb  2,72  m. 

9.  Smei  parallele  ftrftfte  oon  12,5  kg  unb  25  kg  mirfen  an  gmei  feft 
miteinanber  oerbunbenen  5ßunften  nai^  berfelbcn  3Kc^tung.  S)ic  aJKttellraft 
mirft  in  einer  ffintfernung  von  4  m  non  bem  SngriffSpunlt  ber  ftraft  üon 
12,6  kg. 


10.— 21.]     ftetmgen  su  ber  Qtfyct  oon  ben  fttdften  am  ftarten  Stdrper.  893 

äSeU^e  Sntfemung  l^aBen  bie  betben  ftr&fte? 

6  m. 

10^  Sine  Äraft  oon  52  kg  f oD  in  awei  paraMc  Jlrüftc  jcrlegt  werben, 
bie  nad^  berfelben  SHri^tung  rairlen, 

a.  xoexm  bie  gu  beftimtnenben  Strafte  um  2  m  unb  3  m  üon  ber  gegebenen 
entfernt  ftnb, 

b.  memt  bie  eine  ©eitenlraft  gleid^  20  kg  merben  foH  unb  2  m  oon 
ber  gegebenen  ftroft  entfernt  ift. 

a.    31,2  kg  unb  20,8  kg;    b.    32  kg  unb  1,25  m. 

!!♦  Sine  Äraft  üon  20  kg  foH  in  gmei  parallele  Ärüfte  gerlegt  merben, 
non  benen  bie  eine  ber  Shraft  oon  20  kg  entgegennnrft, 

a.  menn  bie  gu  beftimmenben  jlröfte  3  m  unb  8  m  t>on  ber  gegebenen 
entfernt  ftnb, 

b.  menn  bie  ber  Straft  von  20  kg  entgegenmirlenbe  Straft  glei(^  30  kg 
ift  unb  6  m  wn  ber  gegebenen  entfernt  liegt. 

a.    32  kg  unb  12  kg;     b.    50  kg  unb  3,6  m. 

12  bis  15.  Die  5ßm.  8  big  11  fttib  lonftrultio  (grap^oftatifd^)  gu  ht^ 
l^anbeln. 

16.  Sin  Straf tepaar  oom  3Jlomente  +  150  kgm  foH  in  einem  parallel* 
ftreifen  feiner  ßbcne  Don  ber  Sreite  15  m  eingetragen  merben.  SBeld^e  ftröfte 
ftnb  auf  ben  ©rengen  beS  Streifens  angulegen? 

10  kg. 

17.  Sin  Straf tepaar,  beffen  Straft  40  kg  unb  beffen  8lrm  2  m  beträgt, 

foE  in  ein  Sträftepaar  tjermanbelt  merben,  beffen  Straft  10  kg  betr&gt   SBelc^er 

8lrm  ift  gu  oermenben? 

8  m. 

18.  SSier  Straf tepaare  l^aben  begm.  bie  Strafte  20  kg,  30  kg,  40  kg, 
60kg  unb  bie  Srme  Im,  2m,  3m,  4m.  SBeld^eg  Sträftepaar  vüm  Slrme 
11  m  entfprid^t  ber  ©efamtmirfung, 

a.  menn  fie  alle  ber  U^rgeigerbemegung  entfprec^enb  breiten, 

b.  menn  baS  erfte  unb  britte  mit  ber  U^r,  boS  gmeite  unb  oierte  gegen 
bie  U^  brel^t? 

a.  40kg  am  8lrme  lim,  mit  ber  Ul^r  bre^enb, 

b.  14,5kg  am  3Irme  lim,  gegen  bie  XO)x  brel^enb. 

19  unb  20.    Stonftrultioe  SSel^anblung  oon  3h:.  17  unb  18. 

21.  SS  ift  ein  fefteS  ©gftem  von  fünf  materiellen  ^ßunlten  burd§  bie 
folgenben  ftoorbinaten  gegeben:  a?i  =  5,  y^  =  10;  x^  =  9,  y,  =  12; 
a^  =  17,  ^3  =  14;  x^  =  20,  ^4  =  13;  x^  =  15,  ^5  =  8.  S)ie  baran 
mirifamen  Strafte  ftnb  ber  Steige  nad^:  50,  30,  70,  90,  120  kg.  S)ie 
aSinlel,  meldte  bie  Straftrid^tungen  mit  ber  X^8lc^fe  bilben,  feien:  «i  =  70«, 
««3  =  3000,  «8  =  1200,  a^  =  210«,  «5  =  90».  SS  ift  bie  SHefultante  ber 
®rd^e  unb  Stiftung  nad^  gu  beftimmen: 
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Z  =  50  .  cos  700  +  30  .  cos  3000  ^  70  .  cos  120»  -f  90  .  cos  210«> 

+  120  .cos 900  =  —  80,842, 

r  =  50  .  sm  700  +  30  .  stn  300o  +  70  .  stnl20o  -j-  90  .  stn210o 

+  120  .  stw90o  =  _|.  156,626, 

B  =  V80,842>  +  156,626*^  =  176,259  kg. 

80,842  156,626    .   .  .^,,«^0/../ 

'0'^  =  -  176,2-59'  ^^"  =  I76j59'  ^"^'^  "  =  117^  18' 1" 

Mo  =  £  P^ycosa  —  xsina) 

=  (50  .  COS700  .  10  —  50  .  sin 70o  .  5)  +  (30  .  cos300o  .  12 
—  30  .  sin  3000  .  9)  +  (70  .  cos  120« .  14  —  70  .  sin  120« .  17) 
+  (90  .  cos  2100  .  13  —  90  .  sin  210o  ,  20) 
+  (120  .  cos  900  .  8  —  120  .  sin  90o  .  15)  =  —  3083,915  mkg. 

8ur  ©crfteHung  beS  ©leid^gcnnd^tS  muffen  roir  eine  fcdpfte  Rraft  oon 
176,259  kg  anbringen,  welche  mit  ber  Xi:3ldöfe  einen  SBinlel  oon  a  =  297o  18'  1" 
bilbet. 

ajlan  f^at:  r  =  17,5  m  für  Er  =  Mo. 

S)ie  (Serobe,  auf  meld^er  biefe  Straft  B  liegt,  l^at  bie  ®U\ä)\mQ: 

yBcosn  —  xBsina  =  — Mo. 

Sin  5Punfl  auf  il^r  ift  burt^  x  ==  12V8  unb  y  =  141/4  Beftimmt 
(SKittcIpuntt  beS  ftraftfgftemS). 

22*    Orapl^oftatifd^e  aSeJ^anblung  oon  SRr.  21. 

23-  günf  parallele  fträfte.oon  4,  12,  17,  25  unb  60kg  mirlen  an 
fünf  $unlten  einer  geraben  Sinie,  mobei  bie  ftröfte  von  12  kg  unb  25  kg 
ben  übrigen  gerabe  entgegengefegt  gerichtet  ftnb.  S$on  einem  in  berfelben 
©erabcn  gegebenen  fünfte  l^aben  bie  SKngriffSpunIte  ber  Äröfte  eine  ffint» 
femung  oon  5,  7,  9,  11  unb  15  m. 

SBo  liegt  ber  SttngriffSpunft  ber  3lefultante  unb  mie  gro^  ift  biefelbe? 

SRefuItante =  44  kg 

(Entfernung  von  bem  feften  fünfte  auf  ber  geraben  ßinie  =  16,23  m. 

24.  2)ie  StDorbinaten  be&  SOtittelpunlteg  ber  parallelen  Aröfte  gu  finben, 
bie  in  einer  Sbene  liegen  unb  folgenberma^en  gegeben  ftnb: 

Pi  =  33kg  x^  =  +  26,yi  =  +  13, 
Pa  =  20  ^  iTa  =  —  10,  y^  =  —  15, 
P,  =  -  35  ,  rc,  =  +  15,  ys  =  -  27, 
P4  =  -  72  ,  x^  =  -Sl,y,=  +  17, 
P5  =  120  ,  0:5  =  +  23,  y,  =  -  19. 
X  =  77,15  m  unb  y  =  —  36,82  m. 

25.  Sin  ®tab  von  ber  2önge  a  ift  an  feinen  beiben  Snben  unterftü^t. 
Sluf  benfelben  roirlen  brei  parallele  Äräfte  P,  Q,  B  red^trainlelig  jum  ©tabe, 
moburd^  berfelbe  in  bie  älbfd^nitte  h,  c,  d,  e  geteilt  mirb.  SS  fmb  bie  2)ru(Ie 
auf  bie  UnterftügungSpunlte  ju  beftimmen: 
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j  ^  -PC«  —  »>)  +  Qi'^  +  e)  +  Be 

a 
j,        B(a-e)  ^  Q(b  +  c)  +  Ph 

ßS  fei  P  =  400kg,  Q  =  300kg,  B  =  500kg;  a  =  16m,  b  =  2m, 
c  =  4m  unb  d  =  6m,  bann  ift: 

A  =  662,5  kg.  Da  =  537,5  kg. 
26,  27,  28.    ©rapMtötifc^e  »c^anblung  oon  5h:.  23,  24,  25. 

29.  3^^  Jtraftepaare  oon  ben  SRomenten  10,5  mkg  unb  8  mkg  liegen 
in  aroei  ©benen,  bie  fid^  fentred^  fd^nciben.    SBeld^eÖ  5ßaar  refuUicrt? 

S)ie  Sbene  bt^  refultierenben  $aare§  oon  13,2  mkg  teilt  ben  einen  äBinlel 
berSBenen  begn).  in  52^42'  unb  37^18'  unb  3njar  fo,  bafe  bie  8ld^f enmomente 
ber  gegebenen  $aare  baS  äld^fenmoment  be§  refultierenben  ^aareS  afö  SlefuI« 
tierenbe  ^aben. 

30.  2)ie  ßbenen  gn^eier  $aare  oon  bm  äRomenten  56^3  mkg  unb  18  mkg 
bitten  einen  SBinlel  oon  620  40'.    SBie  grofe  ift  baS  refultierenbe  5ßaar, 

a.  wenn  bie  atd^fenmomente  ben  SBinfel  62«  40', 

b.  wenn  fie  ben  SBinfel  1170  20'  bilbenr 

a.  66,87  mkg  bei  einer  leilung  be8  SBinlelg  in  130  50'  unb  48°  50' 
burd^  ba&  refultierenbe  Sld^fenmoment, 

b.  50,98  mkg  bei  einer  Keilung  beS  SBinlefö  in  99^3'  unb  18oi7 
burd^  ba^  refultierenbe  9l(^fenmoment. 

31.  Äonftrultioe  ßöfung  oon  SRr.  30  mittelft  ber  Sld^fenmomente. 

32.  STn  einem  feften  ©qftem  oon  oier  materiellen  Sßunlten  mirlen  oier 

^äfte  nad^  beliebigen  9iid^tungen,  beren  ®efamtn)ir!ung  ju  beftimmen  ift. 

S)ie  fünfte  ftnb  burd^  i^re  Äoorbinaten  x,  y,  z,  bie  ftröfte  burt^  i^re  Orö^e 

P,  unb  beren  Slid^tungen  burd^  bie  SBinlel  a,  /J,  y  mit  brei  ftoorbinatenad^f  en 

gegeben. 

Pi  =    50  kg,  «1  =  600,  ß^  =  400^  y,  fpig, 

Pa  =    70  ^     a,  =  650,  ß^  =  45o,  y^  ftumpf, 

Ps  =    90  ,     «8  =  700,  /J3  =  600,  ^3  jpi^^ 

P4  =  120  ,     «4  =  750,  ß^  =  550,  y4  ftumpf, 

a?i  =  0,      yi  =  0,  i?i  =  0, 

a^a  =  1  m,  ^2  =  4^1/  ^2  =  7  m, 

^s  =  ^  0    ys  =  ö^  ^3  =  8^ 

ar*  =  3  ^    3/4  =  6^  £^i  =  ^  , 

S)er  britte  SBinlel  beftimmt  ftd^  nad^  ber  gormel: 

cos  y  3  =  —  cos  (a  +  /J)  .  cos  (a  —  ß) 
X=      116,423  kg,  a=    62o   9'48"ilf,  =     1838,608,  A  =    26o54'20" 
T  =     214,480  ,     /5  =    300  39'  20"  My  =  —  928,947,  (i  =  II60  46' 45" 
Z  =  —  51,057  ,     y  =  101049'         Mm  =         86,903,  v  =    870  35'4" 
E  =  249,325  kg,  Mo  =  2061,789  mkg. 
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®Iet%en7id§t  tft  nid^t  oor^anben,  ballet  gu  unterfud^eu,  ob  ft^  Mo  unb 
B  sa  einer  ®efamtrcfultante  E'  oereinigen  laffen.  3«  ^^^  ®«^^  w^fe 
JMir .  Z  +  -afy  .  r  +  Jf, .  Z  =  0  fein.    ffiS  tft  aber: 

1838,608  .  116,423  —  928,947  .  214,480  —  86,903  .  51,067  =  10378,7 
unb  beS^alB  eine  ^Bereinigung  unmdglid§. 

33.  3n  ber  üorigen  9IufgQbe  mögen  bie  Aoorbinoten  x«,  y«,  sf^  ber 
jtraft  oon  120  kg  fo  innge&nbert  n)erben,  i>a^  eine  SSereinigung  jn^ifd^en  R 
unb  Mo  möglich  werbe,  ffig  behalten  l^ierbei  X,  Y,  Z,  R,  «,  ^,  y  bie  Be:= 
red^neten  SBerte,  bagegen  erhalten  nrir: 

Mo,  =  669,575  +  68,829  .  ^4  +  93,262  .  y*, 
Jlfy  =  —  369,639  —  93,262  .  x^  —  31,068  .  £4, 
M,  =   107,042  +  31,058  .  y^  —  68,829  .  x^. 

hieraus  folgt: 

(M;,  —  669,575)  31,058  +  (Jfy  +  369,639)  68,829 
=  (Jtf,  —  107,042)  93,262  ober 
M:,  +  2,216  Jfy  —  3,003  Jf,  =  —  481,034  ....  1) 

S)ie  jnoeite  ®Ieid^ung  erl^alten  nnr  aud  ber  SSebmgung  ber  SSereinigung : 

Mx  .  116,423  +  My  .  214,480  —  M,  .  51,057  ±=  0    ober 

Mo:  +  l,842itfy  —  0,4386-af,  =  0 2) 

9IuS  biefen  Beiben  ®Ieid^ungen  ergiebt  ftc^: 

0,374  Jlfa;  —  2,564  ^y  =  —  481,034. 

aOKr  Behalten  ben  frül^eren  Sßert  oon  My  =  —  928,947  Bei ,  fegen 
i^n  in  bie  oorfte^enben  ®Ieid^ungen  ein  unb  Beftimmen  baburd^ 

Ms  =      52,108  unb 
M^  =  1733,975. 

©eften  roir  biefe  SBerte  in  bie  obigen  ®Ieid§ungen  ein  für  «4,  y^,  s^,  fo 

entfielet: 

68,829  ^4  4-  93,262  y^  —    1074,400 

93,262  x^  +  31,058  z^  =      559,308 

31,058  3/4  4-  68,829  o?*  =  —  54,934, 

ober,  ha  bie  brei  ®Ieid^ungen  ooneinanber  oB^dngig  ftnb: 

ir4  =  —  0,333  z^  4-    5,997 

j/4  =  —  0,738  z^  +  11,520. 

(fö  ftnb  l^emad§  jer4  =  0,  x^=^  5,997,  y^  =  11,52  sufammengel^örigc 
Braud^Bare  jtoorbinaten  bed  oierten  $untted. 

34.  Sei  S9enugung  ber  in  ber  oorigen  9IufgaBe  gefunbenen  SBerte  foll 
bie  ^Bereinigung  oon  Mo  ttnb  R  gur  ®efQmtrefultante  oorgenommen  xotxbtn. 

Sd  ift 

R  =  249,325  kg;  a  =  62»  9' 48";  ß  =  30«  39' 20";  y  =  101^49', 
X  =  116,423  kg;  Y  =  214,480  kg;  Z  =  —  51,057  kg, 
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M:,  =  1783,975;  My  =  —  928,947;  M,  =  52,108. 

Mo  =  1967,823;  A  =  28»  13';  fi  =  118^10' 7";  v  =  88o28'57". 

Die  floorbinaten  x,  y,  e  etneS  JßunfteS  bcr  Slcfultante  beftimmen  ftd^ 
burd^  bie  ©leid^ungen: 

1733,975  =  Yz  —  Zy  =       214,480  z  +  51,057  y, 

—  928,947  =  Zx  —  Xz  =  --^    51,057  x  —  116,423  z, 

52,108  =Xy  —  Yx=        116,423  y  —  214,480  x. 

9luS  biefen  brei  oBl^öngigen  ©leid^ungen  erl^alten  xoxc\ 

x=i  —  2,2802  z  +  18,194, 
y  =  —  4,2008  £f  +  33,961. 

®8  flnb  ^ternd^  z  =  Ö,  x  =  18,194,  y  =  33,961  jufammengel^örige 
braud^bare  floorbmaten  bcS  SlngriffSpunfteS  bcr  Oefamtmittellraft  i^'. 

©leid^genrid^t  lann  l^ergeftellt  raerben  burd^  eine  fünfte  Äraft-P5= 249,325  kg, 
beren  3li(§tung  buri^  bie  SBinfd 

«6  =  1170  50' 12",  ß^  =  1490  20' 40",  y^  —  730  n' 

beftimmt  ift,  unb  meldte  einen  ^ßunft  bc8  feften  ©gftentS  angreift,  att  beffen 
floorbinaten  x  =  18,194,  y  ==  33,961,  z  =  0  genommen  merben  lönnen. 

35^  (Sin  fefteS  Softem  uon  fünf  materieilen  fünften,  beren  Sage  burd^ 
bie  folflenben  Äoorbinaten  gegeben  ift 

^1  =  0,  3/1  =  0,  -erj  =  0 

x^  =  1,  y^  =  2,  Zi  =  3 

%  =  2,  yg  =  3,  ^3  =  4 

x^  =  3,  ^4  =  4,  -er^  =  5 

Xi  =  4,  3/5  =  5,  ^5  =  6, 

werbe  burd^  paraMe  flräfte  von  folgenber  Orö^e  unb  SRid^tung  angegriffen: 

Pi  =  +  60  kg,  P,  =  +  70  kg,  Ps  =  -  90  kg,  P,  =  -  150  kg, 

P,  =  + 200kg. 

(fö  finb  bie  Stefultante  fomie  bie  Äoorbinaten  beS  äRittelpunIteS  ber 
parallelen  ftröfte  gu  bered^nen: 

B  =  EP=  90kg;  90  a:  =  ZPx  =.240, 

90  y  =  £Py  =  270, 
90  ^  =  UFz  =  300,  ' 
^  =  I;  y  =  3;  ^  =  ^. 

36.  Swü  gcmid^tglofe  ©taugen  oon  ungleid^er  ßänge  finb  mit  je 
einem  Snbe  burc^  ein  Sl^arnier  oerbunben,  mö^renb  bie  anberen  (Snben  auf 
bem  gu^boben  rul^en,  mobei  bie  SRid^tungen  ber  Stangen  in  einer  gu  btm^ 
fetten  normalen  ßbene  liegen  unb  bie  SBinlel  a  unb  ß  bitten.  8Iuf  ba% 
ffi^amier  mirb  nad^  einer  gum  g^P^^^^n  normalen  Sftic^tung  ein  S)rudt  P 
ausgeübt.    SSergl.  gig.  218  (a.  f.  ©.). 

2Bie  gro§  ift  ber  baburi^  ausgeübte  S)rudt  auf  ben  gufeboben? 


898 


b.  f). 


b.  §. 


_  COSß  _  CQ8« 

^  ~      sin(a  +  /3)'    :^»  -  ^  5in(a  +  ßY 

cösa  cös/S 

c  7>        Ä         j.   cosa  cosß 

sm(a  -f  p) 

Si    =   Ö2. 

_    sin a  COS ß  smjS  cos« 

'  ""       sirTCcT+TD'  ~      sin(a  +  /3)' 

Dl  +  J)a  =  p. 
Sig.  218.  gig.  219. 


[37.-88. 


37.  es  ftctte  .i^  (gig.  219)  eine  fe[te  äd^fe  oor.  3n  beut  5ßunlte 
C  berfelBen  trtrft  eine  ftraft  P,  bie  mit  ber  Sld^fe  ben  SBinlel  a  bilbet.  SBie 
grofe  ift  ber  S)ru(I  auf  bie  fünfte  Ä  unb  JB?, 

3n  ber  SKt^tung  ber  ädfifc  ift  ein  ffirudP  gleid^  Pcosa  roirlfam;  ber 
ffirud  normal  gur«  Slc^fe  ift  in  Ä  unb  B  bejm. 


Sig.  220. 


Psina    unb 


Psina. 


'\r\ 


*\» 


38.  Sine  fefte  Sbene  ift  mit  ber  ©rel^« 
ac^fe  AB  feft  oerbunben  (Öfig.  220).  8tm 
fünfte  0  biefer  Sbcne  mirle  eine  ftraft  P, 
bcrcn  Sllid^tung  in  biefe  ßbcne  fällt,  unb  bie 
mit  ber  S)re]^ad^fe  ben  SBinfcI  y  Bilbct. 

SBie  grofe  ift  ber  ©rudt  auf  bie  Sßunite  A 
unb  5?  SBie  grofe  ift  berfelbe,  menn  bie  Jhaft 
parallel  ber  S)re^ad)fe  mir!t? 

Silben  bie  SBerbinbungSlinicn  CA  unb  CB 
mit  ber  S)re]^ad^fe  bie  SBinlel  a  unb  ß,  fo  ift 
ber  in  Slid^tung  Don  AB  ausgeübte  zirud 

^  =  Pcosy. 

SHe  3ur  S)rc]^ad^fe  normalen  S)ru(fe  fmb 
für  A  unb  JB  bejm. 

_      sm (/3  +  y)  sinn 

'  ""  sm  (a  +  ß) 

sin{a  -\-  p) 


39.-41.}     Übungen  gu  btx  2t^n  von  ben  flraften  am  ftarrtn  JtSipet.  399 

güf  y  =;  0  etlinlten  nrit: 

if,  =  Jf,  =  _--  J^— ---. 
cotga  +  cotgp 

A^i  unb  J/,  \\vi>  um  (o  ttetner,  je  Heiner  bie  SBinfel  w  unb  j3,  b.  ^  je 
fltöfeet  bie  ßeflfnfeitige  entfemung  ber  fünfte  A  unb  B  ift. 
JVj  =  P. 

39.  eine  ffibene  fei  in  brei  iPunften  A.  B,  C  (gifl.  221),  bie  ni(^t  in 
getaber   ßinie    ließen ,    untetflöst-     ®i«e    3ur  gtg.  221. 

(Ebene  nonnal  nitilenbe  flraft  i>  |atie  if)ren 
KngTifliSpunft  S  innetfialb  be8  buTi^  bie  fünfte 
A,  B.  C  beftimmten  ©reieJ«.  (ES  ift  ber  auf 
bie  llnterftügungen  auSgeöbte  S>rud  p  be« 
rechen. 

3Bir  nelimen  BC,  CA,  AB  aI8  ©te^ungS. 
at^fen  unb  bejeic^nen  mit  A,  S-^,  Dg  bieSiude 
ouf  bie  brei  UnterftO^unßSpuntte ,    bie  §fl^Bn 

beS  3>reiedS  ABC  mit  Äi,  Aj,  ä,  unb  bie  Don  S  auf  bie  3>reieifSfeiten  ge- 
ffiKten  aionnolen  mit  p,  q,  r.    SDlon  ^t  bann: 

A  +  A  +  A  —  -P  =  0 
Pp  —  AÄi  =  0 

Pq  —  AA»  =  0 
Pr  —  Djfcj  ^  0. 
^ientuS  folgt: 

Di  =  P  r^         A  =  i'r-         I>^=  P  -■ 

Ai  Ag  A, 

Biegen  bie  oier  fünfte  J,  S,  S,  C  in  einer  geraben  ßinie,  fo  erfdjeinen 
bie  2)ru(fe  D, ,  P,,  2>j  fflmtlii^  tmter  ber  ^otm  ^,  b.  %  biefeI6en  finb  un« 
Beftimint.  Siiefe  Unbeftimmt^eit  erflört  f«^  borauS,  ba^  bie  oier  Ärftfte 
lurallele  J^:Afte  in  einer  Sbene  ftnb  unb  bemnac^  ntn  buri^  jroei  @leid|ungen 
verbunben  erfrfieinen. 

^e  brei  unbelannten  ^luit  D, ,  D, ,  A  f^nb  au8  biefen  beiben  ®(ei« 
(^ngen  nit^t  beftimmbor,  roenn  mir  nit^t  na^  anbete  fBorauSfetungen  madien. 
©eben  mit  3.  8.  einem  ber  S)ru(fc  einen  beftimmten  Söert,  fo  laffen  ficEi  bie 
beiben  anbeten  auS  ben  obigen  (Gleichungen  finben. 

40.  Sluf  brei  fünfte  A,  B,  C  einer  ^rijontalen  (fleroiditglofen)  platte 
nrirlen  btgm.  bie  aufmOrtS  genieteten  JtrAfte  200  kg,  128,67  kg,  171,43  kg. 
3n  metdiem  fünfte  ber  5|Jlatte  roirtt  bereu  SRefultante,  fott«  BC  =  3m  ift 
unb  burc^  bie  $3^  AA'  =  4  m  ouS  J  im  Sßerfiältniffe  BÄ'  :  A'C  =4:3 
geteilt  nriib? 

£)ie  SRefuUante  oom  3ßerte  500  kg  teilt  bie  $öE|e  AA'  im  Ser^filtniffe  3 : 2. 

41.  Sin  @eU,  bafi  gemd^  gig.  193  befeftigt  tft,  nrirb  butc^  K  =  200  kg 
gefponnt.    SBie  grofi  ift  ber  Qug  on  ber  Sefeftigung  für  a  =  60? 

100  kg. 
flonftntbioe  9[uSffif|rung  ber  9tebenfigur  Sh.  193. 


400 


2)ntter  «bf(!^niü.    @rfteS  AapiteL 


[42.-49. 


42.  9(n  3n)ei  $untten  Fi  unb  P«,  bte  eine  magered^te  Entfernung  von 
6,6  m  unb  einen  ^öl^enunterf d^ieb  t)on  2  m  ^aben,  ift  ein  ©eil  oon  9  m  ßönge 
befeftigt.  äBirb  biefeS  burc^  ein  ®en)id^t  gefpannt,  baS  ftd^  mittels  eineiS  9lingeS 
auf  bem  ©eile  6en)egen  lann,  fo  bilbet  fid^  ein  lofer  ßnoten.  SBeld^en  SBinlel 
a  bilben  bie  ©eüftüde  im  flnoten  mit  ber  Sertilalen?  äBie  gro^  finb  bie 
©pannungen  Si  unb  Sj  in  ben  ©eilftüdfen  bei  einer  SSelaftung  oon  170  kg? 

a  =  460 14' 
Si  /^  123  kg    unb     Si  ^  123  kg. 

43*  ftonftrultioe  SBcl^anblung  ber  vorigen  aufgäbe.  3n  einer  SBcrtifaU 
ebene  burd^  Pj  unb  P,  finb  biefe  $unftc  bie  SSrennpunfte  einer  ffiHipfe,  für 
meldte  bie  gro^e  9Id^fe  mit  ber  ©eillftnge  übereinftimmt.  2)q  bie  ©emic^tSs» 
vzxtilalt  eine  3loxmaU  biefer  SKipfe  ift,  \o  ^at  man,  um  biefe  SSertilale  au 
beftimmen,  bie  l^origontale  S^angente  ber  SQipfe  ju  lonftruieren.  S)ieg  Ift^t 
ftd)  audfül^ren,  ol^ne  ba^  bie  Sllipfe  felbft  gejeid^net  ju  merben  braud^t. 

44»    9Kit  einer  feften  JRoEe  mirb  eine  2aft  oon  50  kg  gcl^oben.    SEBie 

grofe  ift  ber  Sl^fenbrudt  a.  bei  paraDelen  ©eilen,  b.  bei  ©eilen,  bie  einen  SBinlel 

von  60«  einfd^Iicfeen? 

a.    100  kg;     b.   86,6  kg. 

45.  äRit  einer  lofen  StoQe  mirb  eine  &aft  oon  50  kg  gel^oben.  SBie 
gro^  ift  bie  baju  erforberüd^e  ftraft  bei  parallelen  ©eilen? 

25  kg  -|-  ^albe§  ätoQengemid^t. 

46»  anit  einer  lofen  SloDe  oon  24  cm  SftabiuS  roirb  burd^  eine  Jhaft 
oon  100kg  eine  Saft  gehoben.  SBie  grofe  ift  biefe,  falls  baS  ©eil  an  ber 
3loDe  eine  ©el^ne  oon  36  cm  umfpannt? 

150  kg  —  StoIIengemit^t. 

47»  SRit  einem  SloQenauge  oon  oier  lofen  SftoUen,  beren  jcbe  3  kg  miegt, 
foHen  1000  kg  gehoben  merbcn.    SBeld^e  Jhräft  ift  baau  erforberlid^? 

65,31kg. 

48.    SBieotel  lofe  SRoIIen  oon  je  6  kg  ®en)i(^t  mu^   man  in  einem 

Stollenauge  oermenben,  um  400  kg 
Sig.  222.  mit  50  big  60  kg  emporauaie^en? 

3  Slotten. 


C 


z:^ 


z:^ 


zix 


F3^ FZP 


td^J 


IZI^J 


;3 


kz:^ 


49.  (ES  ift  ber  gemeine 
giafd^enaug  (oergL  gig.  222)  au 
unterfuc^en,  faQS  jebe  SioIIe  baß 
©emid^t  Cr  ^at  unb  ein  f^afc^eit;' 
ralimen  G'  roiegt. 

S9eaei(^net  man  mit  n  bie 
Oefamtaa^l  ber  feften  unb  lofen 
SHotten,  fo  ift: 


k: 


Mi^l^^^MhiAd 


J 


n 


P  = £ 


n 


gfüt  S  =  1000  kg,  G  =  4  kg,  ö'  =  1  kg,  «  =  8  ift  olfo  P  ^  127  kg. 


50.— 55.]     Übungen  ju  bet  ßel&re  oon  bcn  Äräftcn  am  ftarten  flörper.  401 

50*  S)ie  Untcrjud^ung  bcr  oorigcn  Slummer  tft  burd^aufü^ren  für  bcn 
gaö,  ba^  bog  ©eil  an  bcr  unteren  (tofen)  Sflafd^c  Bcfefttgt  ift. 

Qm  wirb  n  ungerabc,  ba  bic  feftc  gtafd^e  eine  atoUc  mcl^r  entfjält  aß 
bie  lofe. 

P  = —  • 

n 

51.    es  tft  bie  in  gig.  223  bargefteHtc  aftottenoerbinbung  ju  untcrfud^en. 


fang   bie   lofe  Stolle   bad   ©en^id^t 
G  ^at. 

3 

52.  aJlit  njcld^er  Äraft  P  mu§ 
ein  3Rann  an  ber  in  gig.  224  bar^ 
gefteHten  SSorrid^tung  roirlen,  um 
ftc^  emporauaic^en  ? 

äSeaeid^net  a  baS  ©emid^t  beiS 
aftanneS  unb  beS  Trittbrettes,  fo  ift 
für  2i  CEÄ  =  2i  CEB  =  a 


»ig.  228. 

.^i^ c:x 


KI? 


R 


P  = 


a 


2cosoc 


TP 


n 


P  mirft  afö  Pi,  moau  nod^  bie  Slealtion  -P  tritt. 

53.  Sin  ©eiledt  von  t)ier  Seiten  ift  bur^  bie  Sc* 
laftungen  20  kg,  30  kg,  16  kg  gefpannt.  SDic  Befeftigten  (Snben 
bilben  mit  bcm  ^oriaonte  gleiche  SBinfel  unb  iexQtn  eine 
$oriaontatfpannung  oon  25  kg.  'SBald^e  ©pannungen  treten 
auf?    aBeI(^c  SRid^tungcn  I)abcn  bie  ©eitftüdfe? 

S)ie  SSertifalfpannungen  Beiber  Sefeftigungen  fmb  cinanber 
glci(§,  jebe  Betrögt  33  kg;  bie  befeftigten  ©eilenben  i^^m  eine 
©pannung  oon  41,40  kg  unb  finb  gegen  ben  $oriaont  um 
52^51'  geneigt.  S)ie  anberen  ©pannungen  ftnb  28,18  kg  unb 
30,23  kg,  bie  anberen  SReigungSminIcI  270  28'  unb  34»  13' 
entfpred^enb  ber  Sfolgc  20  kg,  30  kg,  16  kg. 

54.  ftonftrultioe  SBel^anblung  ber  oorigen  8IufgaBe.~3Jian 
Bittet  baS  Jhraftedt  (®erabe)  auS  20  kg,  30  kg,  16  kg  unb 
mac^t  bie  fo  cntftanbene  Oerabe  aur  SBafiS  eineS  glei(^f(^en!e^ 
ligcn  S)rciedf8  oon  ber,  25  kg  entfpred^enben  $öf|e.  S)ic  ©pige 
beS  S)rciecl8  ift  ber  $oI  bcr  flonftrultion. 

55.  Um  einen  5ßfal^I  au8  bcm  Soben  au  ixt^tn,  voxxb  an  feinem  Äopfe 
ein  ©eil  Befeftigt,  fcnlrct^t  l^od^gefü^rt  unb  an  einem,  a^^if^w^  V^^^  SSaum* 
öften  angelnüpften  ©eile  AB  oerfnotet.  3Rxi  roelc^er  Äraft  X  mirb  ber 
$fa^I  emporgcaogen,  rocnn  ft(^  ein  3Hann  oon  6r  =  80  kg  ©emit^t  an  baS 
©eil  AB  l^öngt  unb  menn  babei  ein  ©eiledf  entfte^t,  beffen  3)tittelftüdf  ^oxu 

SB  e  r  n  i  ((  e ,  aRec^anif.    I.  26 


C  ' 


PE 
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jontol  liegt,  tBö^renb  baS  bem  ^fal^l  benad^barte  (Snbe  eine  Steigung  a  =  SO^ 
unb  ba^  anbete  (Snbe  eine  Steigung  /3  =  IQo  gegen  ben  ^orijont  ^at? 

Durd^  3^rf^ß""9  ^^^  fenlred^ten  Äraft  t)on  80  kg  in  il^re  Äomponenten 
er^&It  man  gunödift  bie  ^orijontolfpannung  unb  bie  Spannung  bed  benac^^ 
Barten  ©eilenbeS. 

X=  G  .  tcenga  .  coiß  r^  2600kg. 

56.  f5für  eine  flettenfirücle ,  Bei  njeld^er  bie  $orijontaIe  angenähert 
gletd^mö^ig  Belaftet  ift,  gilt,  gemäfe  gig.  200,  y  =  400kg,  Z  =  80m, 
h  —  10m. 

3Kan '  Bered^ne  H,  \oxx>xt  V,  S  unb  ö  für  eine  SReil^e  oon  ©d^nitten  unb 
oergl.  bie  SrgeBnij'fe  ber  Slet^nung  mit  ber  flonftruftion. 

57.  gfür  eine  gemeine  ftettenlinie  ift  bie  ©pannmeite  2Z  =  16m  unb 
bie  $feil^ö^e  h  =  2,5  m.  SBie  grofe  ift  bie  ßönge  ber  flette?  SBie  grofe 
bie  ©tredfe  c,  meldte  bie  ©origontalfpannung  mi|t?  SBie  grojj  bie  Steigung 
beS  ftettenenbeS  gegen  ben  ©orijont? 

S5ei  aSermenbung  ber  Släl^erunggformeln  ber  Sffnmenbung  3  erl^ölt  man 

2A  ^  17m;     c  ^  13,22m;     a  ^  320  50'. 

58.  gür  eine  gemeine  ftettenlinie  ift  bie  ©pannroeite  2  Z  =  9,5  m  Bei 
einer  ßönge  2k  =  10m.  SBie  grofe  ift  bie  «ßfeil^öl^e?  SBie  grojj  ift  bie 
©tredfe  c,  meldte  bie  ©origontalfpannung  mifet? 

h  r^  1,34  m;     c  /-w  8,67  m. 

59.  (Sine  flette  oon  ber  Sänge  2  A  =  30  m  unb  einem  ©igengcnric^te 
t)on  8  kg  ift  an  il^ren  (Snben  über  Stollen  gefül^rt  unb  burc^  je  20  kg  ge« 
fpannt.  SBie  grofe  ift  bie  ©orijontalfpannung  H^i  SBie  gro^  ift  bie  Steigung 
a  gegen  bie  gorijontale  am  (Snbc?  SBie  groft  ift  bie  ©tredfe  c?  SBie  grofe 
bie  ©pannmeite  2Z?    SBie  grofe  bie  ^ßfeill^öl^e? 

H  ^  19,6kg;    a  =  11032';    c  ^  73,48m;    21  ^  29,79m;    h  ^  1,62m. 

60.  (Eine  flette  oon  ber  Sänge  2  i  =  5  m  ^at  ein  ßigcngemid^t  von 
15kg.  SBie  gro§  ift  Bei  einer  Sßfeil^ö^c  ä  =  2m  bie  Selaftung  für  ben 
laufenben  SOtctcr,  bie  ©tredfe  c  unb  bie  ©orijontalfpannung? 

Sei  SInmcnbung  ber  genauen  gormein  ergicBt  ftc§ 

y  =  3kg;     c  =  ^m]     H  =  Ißdkg. 

61.  (Sin  5ßun!t  einer  gemeinen  flettenlinie  ^at  bie  floorbinaten  o;  =  3  m 
unb  y  =  2  m  für  bcS  übliche  9Id^fcnft)ftem  burd^  ben  ©d^eitel.  SBie  grofe 
ift  für  biefe  fluroe  bie  ©tredfe  c? 

Stad^  ber  Stäl^erungSformcI  erhält  man  c  ^  2,58,  nad^  ber  genauen 
gormel  c  =  2,53. 

62.  anroenbung  4  ift  burd^jured^nen  für  a,  =  32^20',  Oj  =  25nO', 
Pi  =  20  kg.  SBie  grofe  ift  Pa  für  ben  gall  beg  ©reid^gemid^teS?  SBie  grofe 
ift  in  biefem  Satte  S  unb  D?  SBie  ftettt  fid^  bie  Sted^nung  für  P»  =  lökg? 
SBie  grofe  finb  Si  unb  S^  Bei  SSerüdffid^tigung  ber  StottenBemegung,  roenn  für 
biefe  r  =  2cm  unb  Sr  =  192  iftV 


(B,— 66.]     Übungen  tu  bet  Sel)K  »an  ben  Jhrdften  am  ftatren  flatpei.  403 

63.  SeBt  man  in  Slnmenbung  5  für  P,  sin  a,  unb  P,  sin  «,  btgco.  iC, 
unb  £"»,  \o  Mnnen  non  ben  oiet  ©töfeen  ^i,  S,,  i-j,  ra  für  ben  goU  beS 
@Iei%enii^teS  biei  mtllf&ili^  gen>ä^(t  nwtben. 

©egeben:  r,  =  0,13in,r,  =  0,52m,     Ä,  =  60kg.  (Sefudlt:  iT,  =  15kg 
c,  =  0,13  m,  r,  ^  0,474  m,  £(  =  10  kg.  Ä,  =  36jkg 

Kl  =  20  kg,  K,  =  350  kg,      Tj  =  0,2  m.  r,  =  3,5  m 

r,  =  30  kg,  ffj  =  370  kg,      r,  =  1,7  m.  r,  =  0,14  m. 

64.  ainroenbung  5  tft  butdiauteifinen  für  a,  =  32«  20',  a,  =  25»  10', 
Pi  =  20kg,  r,  =  0,02m,  r,  =  0,01m.  SSie  ßroft  ift  P,  für  ben  ^aU 
beS  ©teidigerow^tS?  SBie  fteDt  fic^  bie  Sfledimine  für  P,  =  I5kg?  ^ic 
grofe  ftnb  S,  unb  S,,  nwnn  tr  =  260  ift? 

65.  CE8  ift  bie  SHffermtial^ofpel  (oergl.  gtg.  226)  ga  unterfuc^  ffir 
ben  gotl  beS  ®Iei(^en)iif|t8.  Sine  ftroft  Q  nrirlt  ^ieu  an  ber  lofen  dhüt 
A   fenftec^t   abroan»,    unb   bie 

ISnben  be8  ©eileS,  roeli^eS  biefe  '''^-  "^ 

SloDe     ttfigt,     ftnb    na<^    ent* 

gegengefegteu  9h<^tung  um  eine 

fMmjDntal    gelagerte   ^Qe  BC 

geniicfelt,  bie  an  biefen  @teQen 

nerft^tebene  ©uti^meffer  |ot.  Sie 

3Beilc  roirb  mittele  ber  ftutbetn 

D    burc^     eine    Äroft    P    ge« 

bref|t.    3Bie  (leigt  bie  SBebtngung 

beS    @[eii^gen)t(^e8 ,    n>enn    bie 

Qfinge  beS  flurtelormeS  mit  B, 

bie    ^albmeffer    ber    nerf^ieben 

ftarlen  SßeDe  mit  r,  unb  r,  6e> 

jeidinet  roetben? 

■P--2  — B Sifl.  226. 

güc  «  =  4700kg,  Jl=-. 
0,470  m,  r,  =  0,130  m,  r,  = 
0,118m  ift  P=  60kg. 

66.  ein  SHöbemiert  Bcfte^e 
ou«  m  ajeQen  A,  B,  C,  D  .  .  . 
(gifl.  226),  Don  benen  icbe  ein 
grflftereS  unb  ein  (leinereS  SRob 
ttößt.  an  bem  Umfonge  beS 
gröfeeren  SftabeS  ber  erften  aSette, 
b.  i  in  bet  gigur  nm  fflurbei« 
onne,  roirle  bie  Äroft  F  nat§ 
tangentialer  9Ki^tung,  unb  an 
bem  Umfonge  beS  tfeineren  SRobeS 
her  legten  SJeHe  roirle  tongential 
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bie  Äraft  Q.  SHc  ^albtneffcr  bcr  SRäbcr  ftnb  bcr  Stciljc  nat^  burd^  Ei,  E^, 
E^,  ...  Ä  unb  r,  ri,  ra,  r^  .  .  .  bejcici^net.  SBie  Reifet  btc  Sebingung  bc8 
@lci(^gcnnc^tc8  ? 

Qr        EiEiE/     ' 

unter  u  baS  in  Sftr.  37  ber  Übungen  beg  erften  8lbfd^nittc8  entoidelte  Um* 
fefiungSoer^&Itnfö  oerftanben.  SBejeic^net  mon  bie  Drude  aroifd^en  bcn  8&l^nen 
je  gnjeier  miteinanber  arbeitenber  SR&ber,  oon  ber  Äraft  Q  au8  gered^net, 
mit  Xi,  Xa,  Xj  .  .  .,  fo  f)at  mon  bafür: 

^1  =  C  *t5"  »    -^2  ^^^  ö  »"  "ü" '    ^8  =  ö  -p"  ^  ^  ■ 

^1  JKi   Jt^  Ml  I\2  -tti 

67»  ffiine  SBeQe,  bie  burd^  eine  flurbel  üon  0,300  m  ßönge  gcbre^t 
mirb,  trögt  ein  HcineS  gafjnrab  üon  0,140  m  S)urd^meffer.  SHcfeg  fte^t  mit 
einem  SRabe  t»on  0,700  m  S)urd^meffer  im  ffiingriff,  unb  auf  beffen  SBcße  ift 
eine  ^öljeme  Jrommel  von  0,300  m  S)urd^meffer  angebrad^t.  ffiin  SBiber^: 
ftanb  t)on  50  kg  foH  mittels  eineS  iSeileS,  baS  fic^  auf  bie  Irommel  nridfeln 
fann,  gcl^obcn  merben.  SBie  gro^  ift  bie  an  ber  ffiurbel  gur  ©crfteQung  beS 
(Sleid^geroi^teS  notmenbige  flraft  P? 

P  .  0,300  _  0,140 
50  .  0,150  "~  0,700 ' 

b.  f),  P  =  5  kg.  S)er  S)rudt  amifd^en  ben  Qä^mn  ber  miteinanber 
arbeitenben  SRäber  ift  X  =  10,1  kg.    S)ag  UmfefeungSoerl^ältniS  u  ift  ^ier 

119  —  1 
700  ~  5  ' 

68.  Qwtx  SJlänner,  oon  bencn  jeber  mit  einem  Drud  oon  15  kg 
arbeitet,  fottcn  mittels  einer  Sobenminbe  eine  Saft  von  750kg  §eben.  SHc 
ßdnge  ber  flurbel  fei  0,390  m,  ber  ©albmeffer  ber  SBinbetrommel  0,130  m. 

SBie  groft  ift  ba^  UmfegungSDer^ältniS? 

_  2  .  15  .  0,390  __3_ 
**~    750.0,130    ~~25' 

®iefem  SBerte  gufolge  ^ötte  man  bei  ber  SBinbe  ein  boppelteS  SJor« 
gelege  anjumenben,  fo  ba^  aufeer  ber  fturbel  unb  SrommeImcIIe  nod^  eine 
bajmifd^en  liegenbe  SSorgelegemeQe  gebrandet  mürbe.  99eaeid^nen  mir  bie 
$albmeffer  ber  SHöber  t)on  ber  Äurbel  nad^  ber  XrommelmeHe  l^in  burc§  r^, 
■Ri,  rg,  Eg,  fo  ift  ^iemac^ 

**        25        El  J?2 ' 

69»  Sin  Äran  l^at  amei  Kurbeln  oon  J2  =  0,4m  ßönge,  an  benen 
ieber  SIrbciter  mit  einer  flraft  oon  P  =  15  kg  mirlt.  Sffuf  ber  Jlurbelmelle 
figt  ein  Srieb  oon  r^  =  0,08  m  ©albmeffer  unb  biefer  fielet  im  Singriff 
mit  einem  SRab  auf  ber  aSorgelegeroeKe  oon  E2  =  0,28  m  ^albmeffer. 
Sttuf  ber  aSorgelegetoelle  fifet  ein  Xrieb  oon  ri  =  0,12  m  igalbmeffer  unb 
treibt  ein  9lab  auf  ber  flettentrommelmeüe  oon  Ei  =  0,50  m  $albmeffer. 


70.  —  71.]     Übungen  ju  ber  ßel&re  von  hm  5h;äften  am  ftortcn  Äörper. 
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SBic  grofe  mufe  bcx  ©albmeffcr  (r)  ber  flcttentrommcl  genommen  mcrben, 
mcnn  burc^  bie  3Irbeiter  einer  Saft  oon  Q  =  1000  kg  baS  Oleid^gemtd^t  ge» 
polten  merben  foH? 

30  . j04  _  0,08    0,12 

1000  .  r  ~  0,28  *  0,50 ' 

b.  1^.  r  =  0,176  m.  S)ie  S)ru(f e  jnrifc^en  bcn  3ö^nen  je  gmeier  miteinanber 
arbettenber  3läber  ftnb,  oon  ber  ßaft  Q  auS  gerechnet: 

Xi  =  350  kg,  Xa  =  150  kg. 

gür  P  =  30kg;  i^  =  448mm;  r^  =  52mm;  i2a  =  260mm;  r^ 
=  104mm;  B^  =  G24mm  unb  r  =  112m  gilt:  Q  =  3600kg;  X^  =  646,1kg; 
Xa  =  258,4 kg.  ^ür  P  =  25  kg;  i2  =  448  mm;  r^  =  52  mm;  r^  =  78  mm; 
Bi  =  390  mm;  r  =  112  mm  unb  Q  =  3000  kg  gilt:  i?a  =  312  mm;  X^ 
=  861,5  kg;  Xa  =  215,4. 

70*  Sfür  bie  3Ingaben  ber  3lx.  64  ftnb  bie  oertilalen  unb  l^orijontalen 
3apfenbru(fe  im  gfaKe  beS  ©Icid^geroid^tS  gu  beftimmen,  menn  ba^  (Semid^t 
ber  SRabroeHe  mit  G  =  6  kg  in  Slnfaft  gebracht  mirb  unb  menn  Pi,  G,  Pj 
bei  einer  8l(§fenlänge  oon  15  cm  von  bem  einen  ffinbe  ber  3l(^fe  bejm.  bie 
@ntfemungen  5  cm,  9  cm,  12  cm  l^aben. 

71»  Sin  Xa^  oon  32  m  ©ponnmeite  mirb  burd^  ©ad^binbcr,  mie  fie 
gig.  227  jeigt,  gebilbet,  meldEje  5  m  ooneinonber  abfielen.    S)ie  SSered^nung 

Siö.  227. 


ift  burd^jufü^ren  bei  200  kg  »elaftung  für  bm  Duabratmeter  beS  ®runb* 
riffeS,  unter  SSorauSfeftung  gleid^mä^iger  Änotenbelaftung.  3^if^^  V^i 
»inbem  liegt  ein  ^e^tti  oon  32.5  =  160 qm,  melt^eg  32000kg  au 
tragen  ^at.  3eber  Sinber  trägt  bie  ©älfte  üon  gmci  folc^en  Stec^tedfen,  alfo 
32000  kg.  Sei  glei(^mafeiger  SSelaftung  ber  flnoten  trögt  jebeS  ber  ad^t 
gelber  beS  SinberS  4000  kg,  olfo  jeber  ftnoten  4000  kg,  mä^renb  in  Ä 
unb  B  je  2000  kg  unmittelbar  oon  ber  SJlauer  aufgenommen  merben^  SHe 
9lcaItionen  in  Ä  unb  B  l^aben  jufammen  7  .  4000  =  28  000  kg  gu  tragen, 
fo  ba§  iebe  (©qmmetrie)  ju  14000  kg  angufe^en  ift. 


X 

+  20  000  kg 

r 

—  +9434  kg 

z  — 

26925  kg 

F 

8000  kg 

X, 

— 

+  25000  , 

Ti 

—  +  7810  , 

■A 

32310  , 

n 

—  6000  , 

X, 

+  30000  , 

r» 

—  +  6403  , 

z. 

37696  , 

Fs 

—  4000  , 

Xs 

+  35000  , 

'A 

87695  , 

S)ie  gebrüdtten  Stangen  (Z  unb  7)  finb  in  fjfig.  227  boppelt  auSgejogen. 
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[72.  —  75. 


72^  ffig  tft  bcr  parabolifd^e  Iröger  ber  gtg.  228  ju  Berechnen,  Bei 
1000  kg  baucrnbem  S)rucl  unb  5000  kg  oeränberfid^er  Sclaftung  bcr  einacinen 
itnoten  bcr  oBcrcn  ©urtung. 

©te  aKajima  für  aHc  ©oriaontalftangcn  finb  —  48  000  kg.  S)ic  ärtasima 
für  bie  ©tangcn  bcr  unteren  ©urtung  ber  Sleil^e  nad^  +  52  500  kg,  50  300  kg, 

»I    928  48900  kg,  48100  kg  oon   ItnlS 

S)ic  SKajima  für  bie  SScrti* 
lalftangcn  finb  in  berfelBen  fjolgc 
—  6000  kg,  —7560  kg  unb 
+'560  kg,  —8500  kg  unb  +  1500kg,  —8800  kg  unb  +  1800kg.  S)ic 
SKajima  für  bie  f (prägen  ©tangen  finb  in  bcrfclbcn  golgc:  ±6250  kg, 
±  6850  kg,  ±  7080  kg. 

gür  bie  redete  §älfte  finbet  man  bicfclben  Qa^Un  roie  für  bie  Knie. 

73.  es  ift  bie  »ogenBrüdc  ber  gfig,  229  ju  Berechnen  Bei  2400  kg 
=  2,4 1  baucmbcr  unb  4000  kg  =  4 1  oeränbcrlid^er  SBelaftung  ber  cinacinen 

Sig-  229. 


8m 


Jhtoten  ber  oberen  ©urtung.    $ier  l^aBen  aHe  Stangen  gug  unb  ©rud  au8:= 
anhalten,  nur  bie  Stangen  ber  unteren  ©urtung  werben  lebiglid^  gcbrütft. 
©fingt  man  bie  Srüde  auf,  anftatt  fie  au  ftügcn,  fo  gilt  bicfcIBe  Se^^ 
rcd^nung,  aBer  alle  ©pannungSaal^len  med^feln  baS  ajoraeid^en. 

74.  gg  ift  ber  Xröger  ber  gig.  208  grap^oftatifd^  a«  Be^anbeln,  fattS 
er  aud^  nod^  burd^  eine  gleid^mä^ige  SSelaftung  (a.  SS.  Sigengemit^t)  in  «n* 
fprud^  genommen  roirb. 

75.  2Bie  önbcrn  fid^  bie  ©rgcBniffe  für  gig.  208  unb  gig.  209  Bei 
inbirelter  Selaftung,  b.  ^.  menn  bie  »elaftung,  mie  eS  gig.  230  acigt. 


fjtg.  230. 


^:^^ 


'/.y . 


burd^  n  +  1  glcid^möfeig  oerteiltc 
Duertröger  q^,  q^,  q^,  ga  •  —  ffn 
auf  ben  Saiten  AB  üBertragen 
mirb? 

S)ie  SBelaftung   amifd^en  qp 

unb  gp+i  a^rf^gt  fid^  nad^  bem 

©efefee  für  5ßaraKeIfräfte  in  Jlröftc,  meldte  in  qp  unb  g^+i  mirten,  fo  ba^ 

a.  ».  Bei  gleid^möfeiger  »elaftung  ber  ßoriaontaten  ate  3KomentenfIäd^  ftatt 


Vli    iq2    Ka    ViK    ks-    R6    yi^ 
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ber  ^robel  ein  fßxtUd,  ftott  b^  gerabimigen  SHagrammd  ber  Sertilallröfte 
eine  treppenförmige  SBcgrenjungSIinie  auftritt. 

76.  Bis  78.    S)ie  8luf gaben  71  big  73  ftnb  gtapl^oftatifd^  3U  Bel^anbeln. 

79.  3)er  Skel^ftan  mit  l^orijontaler  SnQ^taxiQt,  bm  gig.  231  bar«* 
ftcHt,  foH  grapl^oftatifd^  bc^anbelt  werben. 

Sie  8l(^fe  BG  ift  in  ben  gapfenlagcrn  Zi  unb  Za  brel^bar.  Sluf  ben 
$unft  Ä,  in  btm  bie  3w9Pön0c  ^^  iinb  bie  ©trebe  C-ä  einen  Shwten 
bilben,  XDxxtt  bte  Selaftung  Q,  ber  3ug  im  ©eile  AT,  ber  bei  gleid^förmiger 
SSemegung  audEi  ben  SBert  Q  ^at,  unb  ein  ©emid^t  Cr,  melc^eg  fid^  auS  bem 
©emii^te  ber  9loIIe  bei  Ä,  ber  ftette  unb  bem  falben  (Semid^te  ber  ©trebe 
AB  unb  J.C  jufammenfegt.  3Jlit  ben  ©pannungen  in  BA  unb  AC  mu^ 
biefe  3nanfpru(^na^mc  von  A  im  Oleid^geroic^te  fein.  S)em  cntfpridjt 
gig.  231  b,  in  melc^er  ber  S)rudt  für  CA  ns>6)  in  [-ffj  unb  [F]  jerlegt  ift. 
Sg  ift  nun  noc^  Z^Z^  atö  belafteter  Salfen  3u  bel^anbcln. 


Sfig.  281  a. 


Sig.  231  b. 


gtg.  232. 


\N\^' 


gig.  233. 


80.  S)tefelbe  Unterfud^ung  ift  burd^gufül^ren  für  einen  ©rc^Iran  mit 
gebrod^ener  ©trebe  (fjig.  232). 

81.  »e^anblung  eines  SträgerS  mit  ffireiedSlaft  (gig.  233).    ©ie  ^t^ 
laftung    fteigt    von   bem    einen    Snbe    beS 
aäalfenS,  proportional  ju  ber  ©ntfemung  oon 
biefem,  an. 

82.  3ledönerifd^c  »e^anblung  be8  Strögerg 
in  äfig.  208,  faüg  bie  redete  ©tüfee  fort:^  ^ 
genommen   unb   bie   linle  burd^   eine  fefte 
(gintlemmung  crfegt  mirb  (gfrcitrögcr).    (Srapl^ifd^e  S)arftenung  ber  äRomentcn^ 
fläd^e  unb  ber  SSertilalfrö^c  gemö^  SRed^nung. 

83.  ©agfelbe  für  ben  Sträger  in  fjig.  209. 

84.  2)agfelbe  für  ben  Iröger  in  gig.  233. 
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[85.— 90. 


85.    ©rap^ifd^e  S)arfteIIung    beS  ^otentiofö  einer   homogenen  StuqtU 
fetale,  einer  homogenen  93onfuge(  unb  einer  l^omogenen  ^ol^Ifugel. 

86*   S)aS  ©elbftpotential  ber  l^omogenen  SSöUlugel  (oergl.  8Inn)enbung  13) 
ift  abzuleiten. 

SBeld^e  SBörmemenge  entfprid^t  bem  ©elbftpotential  ber  ©onne? 
1  SBörmeein^eit  (Äalorie)  =  424  mkg. 

87*    Sine  Stange  AB,  meldte  bei  Ä  mit  ber  3l(^fe  ÄC  oerbunben  ift 
unb  in  B  mit  il^r  burd^  einen  Steg  p  gufammenl^ängt,  beffen  Oeroid^t  ocr* 


Siß.  234 


Sig.  235. 


>^X 


nad^löffigt  merben  lann, 
brel^t  fic^  gleit^fdrmig. 

S)ie  SBemegung  ift  qt^ 
mäfe  3tnmenbung  Str.  14 
ju  bel^anbeln. 

aBann  ift  ber  ©teg  p 
überflüfpg? 

88*  Sagfelbe  für  bie 
SreiedSflöd^e  (unenblid^* 
bünne  Patte)  ber  gig.  234. 

SBann  ift  bie  »e* 
feftigung  bei  C  überflüfftg? 

89.    3laii  bem  ^nt\^ 
cipe  oon  b*8llembert  fmb 
bie  oertilalen  Sefd^Ieunigungen  oon  Q,  baS  fid^  auf  ber  ©tange  AB  Be^ 
megen  lann,  unb  oon  P  ju  beftimmen  (oergL  fjfig.  235). 

.   Q  —  Pcos  8 

^'  ""  PcosU  +  Q  '  ^ 
ji  =  —  ji  .  cos  s, 

90»  3la^  bem  principe  t)on  b*8tlembert  ift  bie  SBemegung  beS  matl^e^^ 
matifd^cn  $enbeK  bei  einer  Sefeftigung ,  roie  fie  gig.  145  barftcllt^  ju  bc* 
^anbeln. 


B 


SiDcitcS  Äapitel. 


67.    2)te  SefHmmutig   U»  BäitotxpmfM  für  ntaterieOe  @üiüt. 

3lad^  bcm  Sßrtncipe  ber  ^ßaartüirlung  Bcftnbcn  fid^  alle  Äflrper  ber 
SCufeenioelt  in  gcgcnfeittgcr  Sinrpitlung.  gür  bic  Äörpcr,  nicld^c  in  ber 
Xed^nil  ocrtocnbct  xüttbm,  tft  bic  gcgcnfeitigc  ßintoirfung  aroifd^cn  einem 
fold^en  flörper  unb  ber  Srbe  oon  l^etüorragenber  Sebeutung.  S)tefe  Eins^ 
toirfung  ftellt  fid^  bar  in  bem  ®r)ftem  ber  flröfte,  raeld^e  jroifd^en  ben 
einjelnen  8ltonten  beg  ÄörperS  utü)  ben  einjelnen  8ltomen  ber  ®rbe  jur 
©eltung  fommen. 

SHefcö  ©t)ftem  roirb  überfxd^tltd^,  nienn  man  bie  ffirbe  olS  eine  l^omogen* 
Ion8cntrifdö:sgef(^ici^tete  Äugel  auffaßt  (oergl.  Übung  13  bcS  oorigen  ÄapitelS), 
ba  in  b.iefem  galle  junöd^ft  ber  SJlittelpunlt  ber  ®rbe  ben  einjelnen 
Stttomen  beS  (beliebig  geftalteten)  Äörperg  aK  bgnamifd^eS  Kentrum 
gegenübertritt.  S5ei  ber"  großen  ßntfemung  beS  ffirbmittelpunfteS  oon  ben 
Stttomen  ber,  in  ber  Stalle  ber  ffirboberflöd^e  Befinbüd^en  Körper,  lönnen  ferner 
bie  SSerbinbungSgeraben  ber  einzelnen  flörperatome  mit  bem  Srbmittel* 
pun!te  aK  parallel  angefel^en  merben,  fo  ba^  für  3Itome  t)on  ben  SRaffen 
fh,  f^a/  •  •  •  ön  biefen  bie  5ßaranel!räfte  [fiig],  [^29]  •  •  •  anjufc§en  flnb. 

SBcfianbelt  man  biefe  $arallelfräfte  gemäfe  ^ormel  3lr.  66,  fo  gelangt 
man  ju  einem  3JlitteIpunfte  beS  ©i)ftem8,  meld^er  inQltxä)  ber  aHaffen* 
mittelpunit  beg  flörperS  (oergl.  ©.  240)  ift  unb  bemnad^  aud^  bur^  bie 
gormein  Sftr.  64  unb  3lr.  65  gewonnen  merben  lann. 

gür  bag  Betrad^tete  ©gftem  oon  flräften,  meld^em  entmeber  ber  freie 
gall  beS  flörperS  jur  Srbe  ober  ber  S)rud(  Be3m.  gug,  meld^er  Bei  ber  SSer* 
l^inberung  biefer  Beftimmten  SBemegung  auftritt,  b.  1^.  boB  ©emic^t  beS 
ÄörperS  entfprid^t,  fül^rt  ber  3KaffenmitteIpunIt  im  befonbern  ben  Sftamen 
©c^merpunlt. 

3m  folgenben  l^anbelt  eS  ftd^  barum,  bie  Sage  beS  ©d^merpunlteS,  ber 
oud^  BiSl^er  fd^on  getegentlid^  oermenbet  mürbe,  für  Befonbere  materiette  ®e* 
Bilbe  mirllid^  ju  Beftimmen. 

2)ie8  gefd^icl^t,  oon  einfad^en  gällen  aBgefel^en,  ftetg  burd^  bie  gformeln 
3bc.  64  Begm.  66.  ©emöfe  i^rer  ©erleitung  barf  man  jebe  biefer 
gormeln  für  fid^  oermenben,  man  lann  fie  aber  aud^  5ufammen 
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auf  ein  breiad^ftgeS  Stoorbtnatenlreuj  begießen,  tvelc^eS  burd^auS 
niti^t  rcc^ttrtnlHg  ga  fein  Brandet. 

Biegt  bog  materielle  (Sebilbe,  beffcn  ©d^merpunlt  beftimmt  werben  foH, 
gang  tnnerl^alb  beS  erften  SBinlcIraumeS  (+,  +,  +)  eineS  ÄreujeS,  fo  finb 
bie  ©tredCen  Xp,  yp,  Zp  alle  pofitio  unb  bemnad^  auci)  x,  y,  z, 

9lu8  biefer  Sage  la^t  fic^  jebe  anbere  Sage  burc^  SSerfd^iebung  beS 
SheujeS  l^crfteHen,  fo  hoü(^  alfo  bie  gormein  3lr.  64  bejro.  3h:.  66  unter  ^t» 
rüdffic^tigung  ber  SJorgeid^cn  ber  Äoorbinaten  allgemein  gelten,  ©d^netbct 
j.  S.  bie  Xr^sSbene  h(x%  materielle  ©cbilbe,  fo  ftnb  bie  ©tredfcn  Zp  auf  ber 
pofitioen  Seite  ber  xr^^ßbene  pofitio,  bie  ©tredfe  Zp  auf  ber  negatiocn  ©cite 
ber  XYsSbene  ncgatio  anjufe^en.  ffia^cr  fann  z  einen  pofitioen  ober  einen 
negatioen  SBert  erhalten  unb  au(^  3luE  merben;  für  £?  =  0  ge^t  bie  xr=ßbene 
burd^  ben  gefut^ten  ©d^merpunf t ,  b.  I|.  menn  baS  SJlaffenmoment 
I^iLpZp  für  bie  XTsSbene  oerfc^roinbet,  fo  entl^ält  biefe  ben 
©d^merpunlt. 

S)a  bie  Sage  ber  XY^ßbene  gana  beliebig  ift,  fo  gelten  biefe  SJetrad^ 
tungen  für  jcbe  ßbenc. 

ßine  ßbene,  in  melc^er  ber  ©d^merpuntt  belS  materiellen  ©ebilbeS  liegt, 
pflegt  man  eine  ©d^merebene  beSfelben  gu  nennen,  unb  eS  ift  Kar,  ha% 
man  im  allgemeinen  brei,  fid^  in  einem  $unlte  fd^neibenbe  ©d^merebenen 
lernten  mufe,  um  bie  Sage  beß  ©dfjroerpunlteS  ju  beftimmen. 

S)ie8  jeigen  auc§  bie  brei  ©leid^ungen  ber  gormein  3lr.  64  bejm.  3lr.  66, 
beren  jebe  gu  einer  ber  Äoorbinatenebenen  eine  5ßarallelebene  beftimmt,  in 
mcld^er  ber  ©d^merpunlt  liegt,  faHS  nic^t  ber  ©onberfaß  rc  =  0  ober  y  =  0 
ober  jer  =  0  vorliegt,  in  bem  eine  ber  ftoorbinatcnebenen  felbft  ©c^merebene  ift. 

ßine  ©erabe,  in  meld^er  ber  ©d^mcrpuntt  eineS  materieQen  ®ebilbel^ 
liegt,  pflegt  man  eine  ©d^mergerabe  begfelben  ju  nennen,  unb  eS  ift  flar^ 
ba^  man  im  allgemeinen  eine  ©d^merebene  unb  eine  (fte  fd^neibenbe) 
©d^mergerabe  ober  jmei  ftd^  fc^neibenbe  ©c^mergeraben  fcnnen  muft, 
um  bie  Sage  beS  ©d^merpunftcS  beftimmen  3u  lönnen. 

Siegen  bie  materieQen  $un!te  eineS  ©ebilbeiS,  meiere  ja  aud^  bqnamifd^e 
ßentren  fein  fönnen,  in  einer  ßbene,  fo  ift  biefe  ßbene  felbft  eine  ©d^mer* 
ebene  beS  (SebilbeS.  SB&^It  man  biefe  3.  S3.  atö  Xr^^ßbene,  fo  brandet  man 
oon  ben  gormein  3lr.  64  bejro.  ?lr.  66  nur  bie  ©leid^ungen  für  x  unb  y, 
meldte  l^ier  gmci  parallelen  ju  ben  8Id^fen  aI8  Drte  für  ben  ©d^merpunlt  be* 
ftimmen.  S)iefe  laffen  ficf}  afö  ©d^rocrgerabe  ber  xr«ßbene  auf f äffen  ober 
aud^  aliS  ©d^nitte  gmeier  ©d^merebenen  mit  ber  XZ^^ßbene.  Siegen  bie  mate« 
rieHen  5ßun!te  cineS  ©ebilbeS  in  einer  (Seraben,  fo  ift  biefe  Oerabe  felbft  eine 
©(^mergerabe  beg  (ScbilbeS.  SBö^lt  man  biefe  3.  83.  al8  7Mä)^\z,  fo  brandet 
man  oon  ben  gormcin  9lr.  64  bejm.  3lr.  66  nur  bie  (Sleid^ung  für  z. 

3Iuf  ber  aSeftimmung  oon  ©d^merebencn  bejro.  ©d^mergerabcn  berul^t 
aud^  bie  SSeftimmung  x^t^n  ©d^merpunlten  burd^  93erfud^e,  mie  fte  im 
erften  Se^rgange  ber  ^^tiftl  oeranfc^aulid^t  mirb. 

flörper  mit  einer  ©gmmetriecbene  erforbem  nur  bie  Seftimmung 
jmeier  ©d^toerebenen,  ba  bie  ©gmmetrieebene  ben  ©d^merpunft  enthalt, 
»ergl.  ©.  240. 
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tjfür  flörper  mit  atoei  ©gmmctriccbenen  ift  beten  ©(^nittgerabe 
eine  ©d^iuergerabe. 

S5ei  flörpem  mit  brci  (ober  mel^r)  fid^  in  einem  ^ßunlte  fd^neibenben 
@t)mmetrieebenen  ift  bie  Sage  beS  ©d^merpunlteS  o^ne  meitereS  gegeben. 

Sntfpred^enbeS  gilt  für  bie  fogenannte  ^fd^iefe  ©gmmetric',  mie  fie 
ein  ©dEjieflant  (fc^iefminfligeS  ^ßaraHelepipebon)  oeranfd^aulid^t. 

Dft  ift  eg  aud^  nüfelid^,  ein  materielles  ©ebilbe  in  Jeile  T^,  Tg  ...  au 
aerlegen,  für  biefe  Steile  bie  ©d^merpunlte  Si,  S^,  ...  3U  Beftimmen  unb 
cnblid^  ben  ©d^merpunft  S  biefer,  atö  bijnamifd^e  ßentren  ber  2:cile  T^, 
T2/  •  .  •  aufgefaßten  ©c^roerpunlte  aufäufu(|en,  meld^er  augleid^  ber  ©d^mer* 
punft  beS  vorgelegten  materiellen  (Sebilbcg  ift.  ©aß  bzm  fo  ift,  läßt  ftd^ 
junäd^ft  für  eine  3roeiteilung  leidet  geigen.  SIeilt  man  bie  Sltome  beS  mate* 
riellen  ©ebilbeg  in  gmei  ©ruppen  (ii,  ^2^  -  -  -  i^nb  fci,  /xi,  .  .  .,  fo  gilt  für 
b^n  Sttbftanb  be§  ©(^merpunfteS  ber  erften  ©ruppe  oon  ber  YZ^^hzm 

i^i  +  H  +  '  " 
unb   für   ben  8tbftanb   beS   ©d^roerpunfteS   ber   anleiten   (Sruppe  t)on   ber 
rZ:^gbene 

gür  ben  entfpred^enben  Slbftanb  beS  ©d^merpunlteS  biefer,  beam.  mit 
ben  SRaffen  (f^i  +  ftg  +  •  *  0  i^nb  Qii  +  f*2  +  •  •  •)  behafteten  ©d^mer^^ 
punite  gilt  femer 

fc  _  ^(^1  +  f*2  +  '  '  •)  +  ix;'(iii  +  (ij  +  '  '  ') 
Qh  +  ^  -\ )  +  (/*i  +  ^  +  •  •  0 

©eftt  man  in  bem  StuSbrudte  für  |  bie  SBerte  oon  x  unb  rr'  ein,  fo 
fie^t  man,  ba^  |  a"0^^^<$  ^^^  entfpred^enbe  jtoorbinate  für  bo^  ganae  mate« 
rieie  ©ebilbe  ift. 

(Sntfpred^enbeS  gilt  für  bie  SKbftönbe  oon  ben  anberen  floorbinatenebenen. 

Sie  SluSbel^nung  beS  SBemeifeS  auf ,  mel^rere  Oruppen  bietet  feine 
©(^mierigleiten  bar. 

•Snblid^  mag  no(§  barauf  l^ingemiefen  merben,  baß  ber  ©d^merpunft  für 
bie  ^araHelprojettion  eineS  materiellen  ©ebilbeS  a^^B^^^^  ^i^  ^araHelprojeltion 
feines  ©d^merpunlteS  ift,  faHg  man  ber  ^rojeltion  eines  materiellen  5ßunfteS 
biefelbe  3Baffe  giebt  mie  bem  5ßunlte  felbft. 

Segt  man  nämlid^  bie  Z*?ld^fe  in  bie  Slid^tung  ber  ^Projeftion,  fo  l^aben 
bie  5ßunlte  unb  i^re  ^rojcltionen  bean).  biefelben  Äoorbinaten  x  unb  y. 

68.  2)ie  ©d^tocrpnnfte  geometrifi^er  @ebUbe.  S)ie  f^ormeln  9lr.  66 
bejm.  9tx.  64,  in  meldten  flräfte  beam.  aHaffen  oon  materiellen  fünften, 
b.  1^.  oon  SKtomen  ober  oon  bgnamifd^en  (Eentren  oorlommen,  gelten  unter 
gemiffen  Sebingungen  in  rein  geometrifc^e  SSeaiel^ungen  über. 

3ft  bie  3Kaffe  m  in  einem  3laumteile  v  oerteilt,  fo  nennt  man  —  bie 
mittlere  ober  burd^f(^nittli(^e  2)id^tigleit  beS  betreffenben  StaumteileS. 
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Qat  bicfe  mittlere  ©td^tigfeit  für  Beltefitg  Heine  Seile  eineg  ffiörperS  ftet» 

benfelben  SBert  d,  fo  bafe  alfo  bie  SDlaffen  beliebig  Heiner,  unter  ftd^  gleicher 

Seile  beSfclben  felbft  unter  ftc^  gleid^  ftnb,  fo  l^ei^t  ber  ffiörper  l^omogen; 

in  biefem  ^aUt,  wo  8  lurjUJeg  bie  3)id^tigleit  be8  flörperS  genannt  vmb, 

gilt  bie  @Ieid^ung 

m  =  V  '  d 

für  Beliebig  aufammengel^örige  Seilmaffen  unb  Seiloolumina  be§  ÄörperS. 

Qat  bie  mittlere  ©id^tigfcit  für  beliebig  Heine  Steile  eineS  Äörperg  nid^t 

ftetS  benfelben  SBert,  fo  mn^  man  bcn  Körper  in  SSolumenelemente  gerlegt 

unb  für  jebeS  berfelben  bcn  (Srenamert  —  Beftimmt  benfen;  in  biefem  fJaHe, 

in  bem  ber  ffiörper  heterogen  l^eifet,  erl^ölt  man  für  jebeS  SSolumen* 
element  v^,  V2,  .  .  .  einen  befonbern  SBert  ber  ©id^tigfeit  d^,  8^,  .  .  ., 
fo  ba^  ftd^  bie  3Raffe  m  beS  flörperS  gemäfe  ber  Oleid^ng 

m  =  Vidi  +  V2  ^2  +  •  •  • 

nur  burd^  einen  ©rengübcrgang  feftfteHen  löfet. 

gerlegt  man  einen  l^omogenen  Äörper  oon  ber  S)idötigleit  d  in  w  Steile, 
beren  ©d^merpun!te  Bereits  Belannt  finb,  fo  ba§  für  biefe  bie  ©trcdfen 
Xi,  Xz,  .  .  .  Xn,  Vi,  2/2/  ••  •  Vn  uub  z^,  z^,  ,  .  ,  Zn  ber  go^mel  3lr.  64  Bc* 
ftimmt  werben  lönnen,  fo  läfet  fi(^  jebe  äftaffe  Wp  eineg  SeileS  00m  SSolumen 
Vp  burd^  Vp  .  8  erfe^en.    ©emgemäfe  gcl^t 

^1    +    /^2    +    •   •    • 

üBer  in 

^ '0x8  Xi  +  v^8x2  +  •  •  • 

^1"    +    *'2"    +    •   •   ■ 

ober,  nad^  SScfcitigung  oon  8  im  Söller  unb  im  Sßenner,  in 

^  _  t?ia;,  +  v^x.^  +  •  •  • 

^    +    ^2    +    •    •    • 

3Jlan  gelangt  alfo  gu  btxK  gormein: 

2;t;p  '     ^  —    2-i;p    '     "^  -    Zt;p         .     .     .     .     112) 
p  =  1,  2,  .  .  .  n  j 

S)aBei  ift  baS  SSolumen  V  bc8  ÄörperS  burd^  2J«|p  gegeben. 

S)icfelBe  S3etrad^tung  gilt  aud^  für  ©gfteme  oon  homogenen  Äflrpem, 
falls  biefe  alle  gleid^e  S)id^tig!eit  l^aben. 

8118  Seile  oon  homogenen  Körpern,  beren  ©d^merpunlte  Bereits 
Belannt  finb,  finb  gunöd^ft  ffiörper  mit  brei  (ober  mehreren)  fid^  in  einem 
5ßunlte  fd^neibenben  ©gmmetriecBenen  oenoenbbar,  namentlich  ba^  Slet^t« 
fant,  bann  auc§  ffiörper,  beren  ©d^merpuntte  mit.^ülfe  foldier  fi)mmetrif4«t 
ffiörper  Bereits  Beftimmt  morben  finb. 

(gntfprec^enbeS  gilt  für  bie  fd^iefe  ©gmmetrie,  5.  S3.  für  baS  ©d^ieflant. 
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JBä^t  ftd^  bcr  l^omogcnc  flörpcr  nic^t  in  n  Seile  jerlegen,  bcrcn 
©ci^roerpunlte  bereits  befannt  finb,  fo  mu^  man  ju  einer  elementaren 
Seilung  übergel^en  unb  bie  9Ibftönbe  ber  Elemente  oon  ben  Jtoorbinatenebenen 
einführen. 

aSorfte^cnbe  Setra^tung  geftattct,  ani^  oon  ben  ©d^roerpunlten  geo* 
metrtfd^er  Ädrper  (im  (Segenfag  ju  benen  materieller  flörper)  ju  fprec^en, 
fte  I&^t  ftd^  meiter  auf  gflödgen  unb  Sinien  auSbe^nen« 

Segt  man  burd^  bie  3ßitte  ber  Qb^t  h  eined  homogenen  geraben 
^rij^mad  eine  @bene  parallel  gu  ber  ©runbfläd^e,  fo  entljalt  biefe  atö 
©gmmetrieebene  ben  ©(^merpunlt  beS  5ßrigma8.  S)ie  ber  (Srunbflöt^e  fon* 
gruente  gigur,  bie  auf  i^r  auSgefd^nitten  mirb,  foH  bie  SJlittelflöi^e  be8 
^riSmaS  Eiei^en. 

äßad^t  man  nun  irgenb  eine  ebene  f^igur  jur  SRittelflöd^e  eined 
^omogen  geraben  5ßriSma8  oon  ber  ©ö^e  h  (homogene  3BaffenbeIegung  ber 
S^^)'  f"^  ^ö^"  ^^"  ^^"  ©c^merpunlt  biefeS  ^ßriSmaS  aK  ©c^merpunlt 
jener  ebenen  gigur  begeid^nen. 

©emgemö^  ift  8-  85.  ber  ©t^merpunlt  eineg  SRed^tedf«  (afö  3Jlittek 
flöd^e  eineg  3lcc^t!antS)  ber  ©d^nittpunlt  feiner  S)iagonaIen  unb  ber  ©d^mer:! 
punit  einer  Sreil^flöd^e  (ald  9}littelfldd^e  eines  geraben  &t)IinberS) 
beren  ©entrum. 

gerlegt  man  bie  ebene  gigur  in  w  Seile  A,  A,  -  -  -  fn,  \o  ftnb  bie  i\x^ 
gel^örigen  $rigmen  Ah,  f^h,  , .  .  fnh,  xmb  bie  gormein  Sir.  112  ge^en 
über  in 


_  2:fpXp         _  Efpy^         _  EfpZp 


113) 


j)  =  1^  2  .  .  .  n 

2)abei  ift  bie  giäd^e  felbft  burd^  Zf^  beftimmt. 

©ie  gerlegung  in  /w  A  .  .  .  fn  mu^  natürlid^  roieber  f o  oorgenommen 
merbcn,  ba^  bie  ©d^merpunfte  ber  entftel^enben  5ßri8men  bereits  befannt  finb, 
anbernfaQS  mu^  man  mieber  ju  einer  elementaren  Seilung  übergeben. 

Um  biefe  SBetrad^tung  für  giguren  auf  Irummen  glöd^en  anmenben 
3U  lönnen,  mu^  man  aud^  biefe  mit  einer  homogenen  SKaffenbelegung  oer* 
feigen  beulen. 

äBa^It  man  für  bie  SRaffenbelegung  eine  @d^e  h,  meiere  oerl^altniSmö^ig 
Hein  ift  gegen  bie  8Ibmeffungen  ber  belegten  glöc^e,  fo  gelangt  man  ju  ber 
SSorfteQung  plattenförmiger  Äörper  ober  5ßIotten,  mie  fte  ebene  unb 
gelrümmte  Steche  oeranfd^oulic^en.  3ft  cS  erforberlic^,  fo  lann  man  h  aud^ 
unenblid)sltein  benfcn  (unenblit^sbünne  5ßlatte). 

©tatt  ber  ^ier  bargeftcUtcn  (priSmatifc^en)  SItaffenbelegung  fann  man 
aud^  anbere  Slrten  3WaffcnbeIegung  einführen,  felbftoerftänblid)  aud^  l^cterogene. 

Unter  bem  ©t^merpunfte  einer  ©tredEe  foH  ber  ©c^merpunlt  eines 
homogenen  geraben  SglinberS  oerftanben  werben,  beffen  Std^fe  jene  ©tredEe  ift 
(homogene  SDlaffenbelegung  ber  ©tredf e),  er  liegt  bemnad^  in  ber  Sfflitte  ber  ©tredfe. 

gür  eine  ©ruppe  oon  ©tredten  /,,  ?,  ...?„,  meiere  ^ier  alS  Steffen 
l^omogener  Eglinber  oon  bemfelben  SRabiuS  r  unb  berfelben  S)id^tigfeit  8 
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aufgefaßt  werben,  ^at  man  in  ber  görmel  9lr.  112  Vi  =  1^ r^n,  Vi^zl^r^Tt,... 
Vn  =  hr^^  3U  fegen,  -fo  baft  biefe  üficrgel^en  in 


""—    Zip  '    ^—    Elp   '    ^'-    Elp 


114) 


p  =  1,  2,  .  .  .  n 

S)a6ei  begeic^net  2Jlp  bie  ©efamtl&nge  ber  ©treden. 

Um  biefe  SSetrad^tung  auf  fturoen  au^aubel^nen ,  ^ai  man  biefe  afö 
örenjgeftaltungen  oon  ©treden^ügcn  anjufel^en.  SMfß  man  für  bie  SRaffen* 
Belegung  einen  9labiu8  r,  welcher  üer^ttniSmäfeig  Kein  ift  gegen  bie  ßängc 
ber  belegten  ßinie,  fo  gelangt  man  ju  ber  SSorfteßung  ftangcnförmiger 
ffiörper  ober  Stangen,  mie  fte  gcrabe  unb  gcfrümmte  S)rä^te  ocr* 
anfd^aulid^en. 

3ft  eS  erforberIid§,  fo  lann  man  r  anä)  unenblid^  Hein  beuten  (unenblid§* 
bünne  Stange). 

Statt  ber  bargeftcHten  (ct)Iinbrift3^en)  Sßaffenbelegung  fann  man  aud^ 
anbere  Slrten  oon  SJlaffenbelegung  einfül^ren,  fclbftoerftanblid^  aud^  l^etcrogene. 

SßefonberS  bemerlt  merben  mag  nod^,  ba^  ein  l^omogeneS  ©ebilbe 
burd^  ^araHelprojeltion  im  allgemeinen  in  ein  l^eterogcncg  ©ebitbe  über« 
gel^t,  meil  im  allgemeinen  gleid^en  SIemcnten  be§  ©cbilbeS  nid^t  glcid^e  Sic* 
mente  ber  ^ßrojcltiün  entfpred^cn.   (SBed^felnbe  SßeigungSmintel  ber  Elemente!) 

Sei  l^omogen  belegten  ebenen  fjiguren  unb  bei  l^omogen  ht^ 
legten  StredEen  bleibt  an^  bie  ^ßrojeftion  l^omogen, 

S)cr  Sd^roerpunft  ber  Sßrojeftion  lann  natürlid^  (oergl.  S.  411)  ftctS 
burd^  $rojeItion  be§  Sd^merpunlteS  jebeS  l^omogenen  ©ebilbeg  gemonnen 
mcrben,  aber  biefeS  SSerfal^ren  ift  meift  nur  bann  oon  SBert,  menn  ani^  bie 
5ßroj[eItton  homogen  bleibt. 

^roji^iert  man  3.  SB.  eine  l^omogen  belegte  ©alblrciSIinie  fo,  bafe  eine 
§albellipfenlinie  entfielet,  fo  ift  biefe  nid^t  l^omogen  belegt.  SDa  ber,  burd^ 
5ßroj[eftion  bcS  Sd^merpunfteS  ber  $alb!reisiinie  beftimmte  Sd^merpunft  ber 
l^eterogen  belegten  §albcllipfenlinie  im  allgemeinen  fein  3ntereffe  bietet, 
mäl^renb  biefeS  bei  ber  l^omogen  belegten  ipalbeüipfenlinie  ber  gaÜ  ift,  fo 
fü^rt  bie  ^ßrojeltion  in  biefem  gaUe  ju  feinem  aDgemein  anmenbbaren  ßr* 
gebniffe. 

^rojigiert  man  bagegen  bie  l^omogen  belegte  ^albfreiiSflöd^e  unb  beren 
Sd^merpunlt,  fo  erhält  man  bamit  bm  Sd^merpuntt  ber  l^omogen  belegten 
§aIbeHipfenfIäd^e. 

aSom  Stanbpunite  ber  (Seometrie  an$  lann  man  natürlid^  aud^  bie 
gormein  9tr.  112  big  114  felbftdnbig  auffteHen  unb  burd^  fte  für  ftörper, 
gflöd^en  unb  ßinien  beftimmte  gugel^örigc  $unlte  (x;  y;  z)  beftimmcn,  benen 
man  unter  anberem  aud^  ben  3lamen  ^Sd^roerpunlt*  geben  lann. 

SoHcn  biefe  Seftimmungen  innerl^alb  ber  aJle^anü  benufet  mcrbcn,. 
fo  %oX  man  aufeerbem  beren  aSermenbbarleit  I)ierfür  nad^jumeifen,  mag 
!aum  anberS  möglid^  fein  bürfte,  al§  burd^  (Sinfül^rung  oon  SKaffenfüIIungen 
unb  aJlaffenbelegungen. 
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69*    Sit  S^emenbitng  bed  @i^ioer)iitnfted  mner^att  bet  @(cometrtc* 

S)te  gormcin  für  bie  S3cftimmung  beS  ©c^roerpunftcS  oon  gcomctrift^cn  ©c^^ 
bilben  mit  l^omogener  SRaffenfüQung  unb  mit  l^omogener  äHaffenbelegung  finb 
rein  gecmettifd^e  gormein.  S)eg^al6  I&^t  ftd^  aud^  ber  ©c^merpunlt  bei  rein 
geometrifd^en  Unterfud^ungen  gelegentlid^  mit  SSorteit  ocrmenben. 

SBir  fiefd^ränlen  unS  l^icr  barauf,  mit  SlüdEftt^t  auf  bie  SSermenbung  in 
ber  5Ee(^niI,  foIgenbeS  l^erDorgul^eBen: 

a)  ®ie  ©t^merpunlte  ameier  ft^nlid^er  ©gfteme  (Äflrper,  glätten, 
Sinien,  5ßunftgnippen)  finb  entfpred^enbe  (homologe)  5ßunttc,  faCÖ  Beibe 
©gfteme  auS  bemfeften  l^omogenen  Sftaterial  l^ergcfteHt  gebotet  merbcn. 

S)er  aSemeiS  biefcS  ©afteg,  ben  fd^on  Sttrd^imebeS  in  gemiffem  ©inne 
benufite,  folgt  für  al^id^  gelegene  öl^nlid^e  ©gfteme  o^ne  meitereS  au8  ben 
gormcin  Sir.  66  beam.  an^  beren  Folgerungen. 

b)  ßegt  man  fenfret^t  ju  ben  flauten  *eine8  f(^ief  abgefd^nittenen 
SßrigmaS  eine  ffibcne  (Jlormalfd^nitt),  fo  ^at  foroo^I  beffen  begrenate  fjlöd^e  / 
alg  auc^  bie,  biefe  begrenjenbe  ßinie  (Umfang)  u  einen  ©c^merpunft.  Sr* 
rid^tet  man  in  biefen  beiben  ©d^merpunften,  meiere  bejro.  aI8  S/  unb  Su 
bejei^nct  merben  mögen,  ßote  aum  3lormaIf c^nitt ,  fo  fc^neiben  bie  ®runb» 
flöd^en  be8  Sßrigmag  auf  biefen  2oten  ©tredten  ab,  meldte  bejm.  atö  s/  unb 
Su  bejeid^net  merben  mögen. 

SS  gilt  bann  für  baS  SSoIumen  V  beS  ^riSmaS  bie  gormel 

V=f.sy 115) 

unb  für  ben  SKantel  M  beS  5ßrigma8  bie  gormel 

M=u.St^ 116) 

Slennt  man  bie  ©tredfen  s/  unb  s„  beam.  ©d^merpunltSad^fe  ber  gfödfie 
unb  ©(^roerpunltSad^fe  beS  Umfanget,  fo  f|at  man  bie  ©öfter 

S)aS  Sßolumen  einel^  fd^i^f  abgefc^nittenen  ^riSmaS  ift  baS 
$robuft  au8  ber  gloc^e  beS  Sftormalf^nitteS  unb  i^rer  ©c^mer* 
punttSad^fe. 

S)cr  3JlanteI  eineS  fd^ief  abgefd^nittenen  ^riSmaS  ift  ba^  ^ßro* 
bult  ou8  bem  Umfange  beg  3lormaIfd^nitte8  unb  feiner  ©d^mer:? 
punttSad^fe. 

S)er  ©(^merpunft  ber  gläd^e  beS  3lormaIfd^nitte8  ift  felbftoerftänblid^ 
bie  (fenfrec^te)  ^ßrojeltion  ber  ©d^merpunfte  ber  ®runbfläd§en.  S)agegen  ift 
ber  ©d^merpunft  beS  UmfangeS  beS  Slormalfd^nittcg  im  allgemeinen  nid^t 
bie  (fenhed^te)  5ßroj[eItion  ber  ©d^roerpunfte  ber  Umfange  ber  ©runbflöd^en. 

3latürli(^  lönnen  bie  beiben  ©c^roerpunftSad^fen  aufctmmenfaßen,  mie  e8 
a.  ».  für  ben  JtreiS  alg  5RormaIf(^nitt  ber  gaH  ift. 

3)ie  Semeife  biefer  ©öfte  finben  fid^  in  ben  mciften  ßel^rbüd^ern  ber 
Stereometrie. 

c)  ßegt  man  burd^  bie  Std^fe  eineS  SRotationSIörperg  eine  ßbene,  fo  be* 
ftimmt  bie  Dberflöt^e  beS  SftotationSIörperS  in  biefer  eine  giftete  oon  beftimmter 
ajegrenaung,  für  meiere  bie  9td^fe  ©rjmmetrale  ift.  SDie,  burd^  bie  8Ic^fe  be* 
ftimmte  ©ftlfte  biefer  glödje  mirb  GraeugungSflöd^e  /,  bie  Segrenaung 
(Umfang)  biefer  $älfte  SraeugungSlinic  u  genannt,  mcil  ber  ftörper  bearo. 
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feine  DBerflSd^e  burd§  eine   uolle  Umbrel^ung  biefer  fj^äd^e  Beji».  biefer 
ßinie  erjeugt  rocrbcn  fann. 

Segcid^net  man  ben  8t(^fenaBftanb  ber  Sd^njerpunlte  oon  /  unb  u  Bcjn). 
mit  s/  unb  s„,  fo  gilt  für  baS  SSoIumen  V  beS  ffiörperS  bie  gormel 

F  =  /.  2s/Ä 117) 

unb  für  bic  DBerfläd^e  0  bcS  Äörpcrg  bic  gormel 

0  =  u  .  2su7C 118) 

3Kan  f)ai  olfo  bie  ©äfie: 

®a8  ajolumen  eineS  SlotationSIörpcrg  ift  baS  $ßröbult  au8 
feiner  SrgeugungSfläd^e  unb  bem  SBege  il^rcg  ©d^mcrpunfteS. 

Sie  DBerfläd^e  eineS  3lotationglörperg  ift  ba^  Sßrobuft  an^ 
feiner  ffirgeugungSlinie  unb  htm  SBege  i^reS  Sd^merpunlteS. 

ßegt  man  burd^  bie  8I(^fe  eineS  3lotation8!örper§  jroei  SBcnen,  meiere 
ben  SBinfel  a  BUben,  fo  Begrenjen  biefe  in  bem  flörper  einen  !eilförmigen 
3lu8fcf|nitt  (a)  vom  SSoIumen  F«  unb  ber  DBerflöd^e  0«.    ®S  gilt  bann 

F«  :  F  =  a  :  360o, 
b.  ^. 

Va  =f .  S/  .  arc  a  | 
unb  ebenfo  \ 119) 

Oa  ^^  u  .  Sw  arccc] 

Ya  unb  Oa  entfpred^en  ber  Umbrel^ung  um  a. 

OBige  ©äfte  fmb  auerft  üon  SS^ai^TfVL^  (Sllejanbriner  um  350  n.  El^r.) 
aufgefunben  unb  fpöter  non  (Sulbin  (3efuitenpater ,  De  centro  gravitatis, 
1635)  mieber  entbedt  morben,  man  nennt  fie  bcSl^alb  bie  ^appu8::®ulbin* 
fc^en  Söge. 

3m  übrigen  gilt  bie  SScmerfung  am  ©d^Iuffe  oon  b). 

d)  S)te  5ßappu8s®ulbin|df|en  @a|e  ber  3lr.  c)  laffen  no(§  einige  Sr^ 
meiterungen  3U. 

ßöfet  man  bie  SraeugungSflöd^e  Bei  einer  gleid^förmigen  Srgeugung  h^ 
3lotation8lörperg  an  ber  Sld^fc  gleichförmig  gleiten,  fo  entfielet  ein  ©d^rauBen^^ 
förpcr,  beffcn  3n^alt  für  eine  Umbrel^ung  um  a  mit  bem  3n^alte  beS  ent* 
fpred^enbcn  9lotation8!örpcr§  genau  übercinftimmt. 

9tIIgemein  gilt:  SBenn  ftc^  ber  ©(^mcrpunft  einer  ebenen  ^d^e  auf  einer 
ßinie  bcmegt,  unb  groar  fo,  ha^  bic  gläd^e  beim  Surd^Iaufen  jebcS  ßinien* 
dementes  fenfred^t  gu  beffen  5ßroje!tion  auf  eine  beftimmte  Ebene  fte^t, 
fo  ift  ha^  aSoIumen  beS  ergcugten  flörperS  glei(^  hzm  ^ßrobufte  auS  ber  ffir« 
aeugungSflöd^e  unb  ber  Sßrojeftion  i^rcS  ©d^merpunftSmegcS. 

S)er  SemciS  folgt  barauS,  hoü^  man  burd^  bie  5ßroj[eftion  je  jmeier  Be^ 
nad^barter  SIcmcnte  ber  ßinie  je  einen  ÄreiS  (Ärümmung8!rei8)  legen  lann. 

Sbenfo  gilt  allgemein:  SBenn  fid^  ber  ©c^rocrpunft  einer  ebenen  gfldc^c 
auf  einer  ßinie  Bemegt  unb  jmar  fo,  hoü^^  J)ie  gläd^e  ftetS  fenfred^t  ju  biefer 
ßinie  fte^t,  fo  ift  hoi%  SSoIumen  bcS  erzeugten  ÄörpcrS  ho&  5ßrobuft  auS  ber 
SraeugungSflöd^e  unb  htm  SBege  i^re§  ©d^merpunfteS. 

2)cr  a3emei8  folgt  barauS,  ho!);^  man  burd^  je  groei  Benac^Barte  ffilementc 
ber  ßinie  je  einen  ÄreiS  (ÄrümmungSIreiS)  legen  lann. 
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70.  @ray^oftattff^e  SBeftimmitng  bed  SiftottpuntM  geotnetrifii^er 
(BtiiVbt.  SSon  bcn  rein  geometrifd^en  gormein  für  bic  Sefttmmung  bcg 
@(^merpunfte§  lann  man  au(^  fc^lie^Iid^  mieber  rüdm&rtS  ju  ben  med^a« 
nifd^en  SSorfteKungen  gelangen,  t)on  benen  auiSgegangen  mürbe.  SS  Ift^t 
fid^  bann  eine  ßinie  in  il^rcm  ©d^merpunfte  belaftct  bcnlen  burc^  ein  ©eroid^t, 
melt^eS  il|rer  ßöngc  proportional  tft,  ebenfo  eine  glöd^c  u.  f.  m.  3nfoIgebeffen 
fann  man  aud^  bie  grapl^oftatifd^e  Äonftruftion  mit  JBortetl  für  bie  SBe« 
ftimmung  oon  ©c^merpunften  oermenbcn.  §anbelt  e8  fid^  j.  S.  um  bie 
Seftimmung  beS  ©d^mcrpunltcS  für  btn  Umfang  eines  ebenen  fjünfects 
(©tangcnpolggon),  fo  l^at  man  fünf  ^ßaraüelfröfte  ben  ©eiten  proportional 
in  bcren  SWittcn  anjubringen  unb  beren  Slcfultantc  [Bi]  burd^  ffiraftedf  unb 
©eiledC  ju  beftimmen.  ©rel^t  man  bie  5ßaraIIeHräfte  um  einen  beliebigen 
SBinfel  (j.  33.  90<>)  um  bie  3Kitten  ber  ©eitcn,  fo  erl^ält  man  für  bie  neue 
Sage  eine  ^meite  SRefuItante  [R^].  SDer  gefud^te  ©d^merpunlt  liegt  im  ©d^nttt* 
punfte  oon  [Ri]  unb  [R^], 

Öanbclt  eS  fic^  um  bie  ^ÖLdjt  beS  günfcdlS,  fo  gerlegt  man  bicfe  in 
brei  S)reicdEe  unb  bringt  in  beren  ©(|mcrpunften  5JJaraIIeIIräfte  an,  proportional 
ben  S)reiedESfIäd^en  u.  f.  m. 

3)a  man  ßurocn  unb  gflöd^en  mit  beliebiger  Slnn&l^erung  in  ©tredten* 
3üge  unb  3)reicdf8nefte  gerlegen  fann,  fo  ift  obige  SHetl^obe  oon  meittragenber 
Slnmcnbbarlcit. 


7i.  Sc^ioerpunftdbefttmtnungen  für  ©)){teme  einjelner  ntatettetter 
^uuftc.  §anbelt  eS  ficfj  um  einzelne  materielle  5Pun!te,  fo  ftnb  biefe  ents= 
mcber  al8  8Itome  ober  aK  bgnamifd^e  Eentrcn  aufguf äffen,  fo  ba^  fie  in 
legtcrcm  gaUe  3.  S.  aI8  aJHttelpunIte  l^omogener  Shigeln  angefel^en  mcrben  Wnnen. 

a)  S)ag  ©gftem  jroeier  5ßun!te.  S)er  ©d^merpunft  liegt  auf  ber  SJer* 
binbungSgcrabcn  ber  ^unlte  P,  unb  Pg  (oergl.  gig.  236).  SBä^lt  man  biefe 
als  Z^ Steife,  fo  ift  oon  gig  236. 

ben  fjormeln  3lr.  64  nur 
bic  Oleid^ung  für  z  er* 
forberlid^.  2ä^t  man 
ben  SluHpunft  ber  Z^ 
Sld^fe  mit  Pi  gufammens' 
faden,  fo  bafe  bei  einem 
rec^troinfligen  Äreugc  bic 
XY::  ebene  in  Pj  fenf:: 
red^t  auf  ber  Sbcnc  ber 
3rid^nung  fte^t,  unb  groar 
jenlred^t  ju  P^Z,  fo  ift 
xfi  =  0  unb  Z2  =  l    gür  bic  SMaffcn  Wi  unb  m^  I)at  man  alfo 


>^z 


z 


tn^ 


m, 


l. 


gür  mi  :  W2  :=  27  :  8  ift  3.  85.  ^  =  ^^l,  b.  i),  in  biefem  gaUe  liegt 
ber    gefud^te  ©d^merpunft   S   auf  P1P2    unb   teilt  biefeS   im  umgcle^rtcn 


SBcrnicTc,  aßcdjanit.    I. 
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2)titter  S(bfc^nitt.    3n)eUed  ftapUel. 
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aftaffenocr^öItniS  (oergl.  @.  236)  8  :  27.  S)iefen  Satt  ftettt  gig.  236  bar. 
3ft  »?i  bic  aWoffc  bcr  Srbe  unb  m^  bic  SKaffe  bc8  3Monbc8,  fo  ift  angcn&l^crt 
wi  :  Wa  =  8ö  :  1 ,  b.  1^.  man  l^at  -e?  t=  g^j  ?.  S)a  bcr  3labtuS  bcr  Srbc  an* 
genftl^crt  /^  l  ift,  fo  liegt  ber  @d^n)crpunlt  S  oon  Srbe  unb  äRonb  nod^ 
innerl^alb  bed  SrbtdrperS. 

gür  m^=  m^  xMi  S  natürUd^  in  bie  SMitte  von  Fi  F^- 

b)  S)a8  ©gftem  brcicr  5ßunltc.     S)er  Sd^roerpunft  liegt  in  bcr 
ßbene  ber  $xmtte  F^,  F^,  F^  (ocrgl.  fjfig.  237).    SBir  beftimmen  junäd^ft 

gig  237.  ^^"   8lBftanb    bc& 

®d^n)erpunftc8  S 
Don  ber  ®craben 
P1P2,  bie  roir  afö 
©d^nitt  einer  fcnf* 
red^t  auf  ber  (Sbenc 

bcr  gcid^nung 
fte^enbcn  (Ebene 
mit  bicfer  auf*« 
foffen.  S)ic  (fenf«^ 
rechten)  STbftönbc 
für  F,,  F,,  F 
bencn  Bearo. 
SRaffen  »h,  m.2,  w., 
julommen  mögen^ 
finb  bann  bcjn). 
0,  0,  A3,  fo  ba^ 
fidEj  ber 
rc(^te)  atbftanb  be8  ©d^roerpunfteS  S  von  F^F^  beftimmt  atö 


8^ 

bie 


(fcnl. 


X 


Wg 


/» 


8- 


i»i  +  ♦'^a  +  *W3  wii   -|-  W»2   +  Wj 

ßbenfo  ift  ber  (fenfred^tc)  äbftanb  bc8  ©d^rocrpunlteS  S  oon  FiF^  ge» 
geben  aß 


y  = 


/^2* 


3)ie  parallelen  ju  P1P2  unb  P^P,  6^8^-  i"  i>^"  öbftönbcn  a:  unb  y 
beftimmen  bie  ßagen  oon  S,  beffen  (fenfrec^ter)  SIbftanb  oon  F^F^  natürlid) 
ben  SBert 


nii  -\-  m^  -\-  nti 


Ä, 


^at. 

gür  wii  :  w,  :  W3  =  1  :  27  :  8  ift  a;  =  f  Äg  unb  y  =  f  /i^,  roö^rcnb 
ber  SIbftanb  oon  P2P3  ben  SBert  ^h^  f)at.    S)iefen  gaU  ftcttt  gig.  237  bar. 

gür  w»!  =  Wa  =  mg  ift  S  ber  ©d^nittpunlt  bcr  ajltttcllinicn  für  bai^ 
^rciedE  FiF^F^,  meil  3.  S.  ber  ©d^rocrpunlt  C  oon  Pi  unb  Pj  in  bie  SDlitte 
oon  P1P2  rüdft  unb  S  bemnad^  auf  CP3  liegen  mu^.  leitungSocrl^öttnil^ 
ber  ©tredEen  1:2. 
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c)  2)aS  @t)ftem  Don  oier  ^^iunlten,  bie  nit^t  in  einer  S6ene 
liegen.  SBejeid&net  man  in  btm  letraeber  PiP^Fj^F^,  raeld^eg  bie  oier 
5ßunfte  Beftimmen,  bie  oicr  $ö^cn  Bean).  mit  hu  Äg,  h^,  h^,  fo  gilt  für  bie 
(jenfreti^ten)  Slbftänbe  von  hex  Sbene  P2-P3A 

%  =  Äj,  X2  :=  0,  x^  =  0,  x^  =  0 

unb  man  ^at  alfo 


iC 


m^ 


Äi. 


Aq. 


2« 


W?i    +    W2    +    Ws    -f    W4  *Wi    +    Wtj    -|-    IWj    -f-    #»4 

Sbenfo  gilt  für  bie  (fenlred^ten)  Slbftänbe  von  bcr  Ebene  PiP^Pi 
unb  man  f|at  alfo 

»h  +  ^h  +  »w»  +  WJ4  WH  +  Wj  +  mg  +  »»4 

Snblic^  gilt  für  bie  (fenlrejJ^ten)  Slbftänbe  von  ber  Sbene  PiPjPi 

Zi  =  0,  Z.2  =  0,  Z^=  Äj,   5^4  =  0 

unb  man  ^at  alfo 
0  .  mi  +  0  .  »^2  +  '^s  •  Ws  +  0  .  W4 W3 

Wi  4"  w»2  +  ^8  +  W4  Wh  +  *^2  +  »«8  +  »^U 

SMe  5|JaraIIeIebenen  au  ben  ebenen  PaP8P4.  PiPsP*,  PiPjP*  beam.  in 
ben  SIbftänben  x,  y,  z  beftimmen  bie  Sage  oon  S,  beffen  fenlred^ter  Slbftanb 

f9l4 


Äa. 


3. 


oon  P1P2P3  natürlid^  ben  SBert 


•  A4  l^at. 


Wj    -f-   Wj    -|-   Wj    4~   Wi4 

gür  nii  =  twa  =  ms  =  W4  liegt  S  in  bem  ©d^nittpunlte  ber  oier 
©treden,  oon  benen  eine  bie  aSerbinbungSftrcdfe  oon  Pi  mit  bem  ©d^nitt* 
punite  ber  aHittellinien  beS  2)reie(fS  P2P3P4  ift.  SEeilungSocrl^ältniS  ber 
©treden  1  :  3. 

S)ie  Scifpiclc  a),  b),  c)  it\%tn  beutlid^/  ^^^  ^^'^^  einmalige,  eine  amei^* 
maligc  unb  eine  breimaligc  SInroenbung  be8  aKomentenfa^eS  nötig  mirb. 


Slnftatt  im  galfe  b) 
unb  c)  bie  fenfred^ten 
Slbftänbe  a^^  benugen, 
n)obei  bie  eingefül^rten 
@benen  ooneinanber  nn» 
abhängig  bleiben,  l^ätte 
man  auc!^  f^iefminl* 
lige  ftoorbinatenfi)ftcme 
einfül^ren  lönnen. 

72.  6f|tDet)iuttftd« 
ieftimmuugen  für  £1:^ 
nicii.  a)  3)ie  l^omogen 
bclaftetc©trede.  S)aft 
bcr  ©d^mcrpunlt  in  ber 


Sig.  238. 


M 


A 


21 


''S 


B- 


A 


r:^ 


c 


^^z 


2  z 


.— H 


N 


27' 
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3Rttte  ließt,  folgt  and)  auS  bem  9Komcntcnfa8  im  aScretn  mit  ber  SBemcrlung 
über  ö^nlit^e  ©qfteme.  2egt  man  burc^  bic  ©trcdc  AB  von  ber  ßängc  l, 
mt  gig.  238  (a.  o.  ©.)  jetgt,  bic  ZM(^\z  unb  gmar  fo,  ba^  bie  XY^dbmt 
in  ^^  fenfrec^t  auf  ber  Sbene  ber  3^i^nung  fte^t,  fo  f)at  ber  ®(^n>erpun!t 
S  von  l  irgenb  einen  Slbftanb  £  t)on  MK  SSerlangert  man  nun  l  um  ftd^ 
felbft,  fo  l^at  ber  ©d^merpunft  ber  SJerlängerung  BC  oon  MN  ben  3Ibftanb 
l  +  z.  S)a  bie  @trede  21  aber  ber  ©trede  l  ö^nlid^  ift,  nad^  bem  SJlobuI 
2:1,  f 0  l^at  ber  ©(f)merpun!t  S"  biefer  ©tretf e  oon  JT A^  ben  8lbftanb  2  £?. 
9tad^  bem  äRomentenfage  gilt  nun: 

l  .  js  +  1(1  +  e)  =  21  .2  z, 
b.  ^. 

2  /;?  =  Z«    ober    ^  =  J  l 

b)  Die  l^eterogen  bclaftete  ©tredfe.  Sei  ber  l^omogen  betafteten 
©tredtc  ift  jebeS  (Element  berfelben  gleidö  belaftet.  SBir  motten  jefet  annehmen, 
ba^  jebed  SIement  ber  ©tredte  AB  proportional  (y)  feinem  älbftanbe  oon 
bem  einen  Snbpunfte  A  ber  ©trecfc  belaftet  ift.  Seift  man  bie  ©tredfe  /  in 
n  gleid^e  Seile  k,  bie  man  oom  Snbpunhe  A  ab  iaijlt,  fo  l^at  ber  StnfangS* 
punit  ber  jj^ten  ©tredte  ben  SIbftanb  (p  —  1)  A  unb  bie  SJelaftung  (p  —  1)  Ay. 
»eftimmt  man  ben  äbftanb  js  beS  ©c^merpunfteS  ber  SlnfangSpunlte  ber 
n  ©treden,  fo  l^at  man 

Z^  z=  0,    JZz  =  K      z^  =  2X,     ,  .  .    Zn  =  (w  —  1)  A 

mi  =  0,  Wj  =  Xy,  w,  =  2  Xy,  ...»!„  =  (»  —  1)  ^y 
unb 

_  0  -f  A8y  +  4AV  +  ■  »  ■  (/?  —  lyk^y 

^  ~     0  -f  A>^  +  2  Ay  +  .  .  .  (n  —  l)ky 

_  k^y{l  4-  4  +  ■  •  •  (n  —  1)8] 
~     yk{l  +  2  +  .  •  .  n~—  1) 

(n—  1)  .  n  .  {2n  —  1) 

^^(^r^l) =4(2n-l)  =  |^(l-^). 


=    k 


gür  bic  ffinbpunfte  ber  n  ©treden  erholt  man  ebenfo 

gür  Ziw  n  =  00  ^at  man  z  =^  z'  =  ^1,  b.  ^.  ber  ©c^merpunlt  ber 
l^eterogenen  ©trede  ^at  ben  3lbftanb  \l  oom  ßnbe  A, 

SBiH  man  ftd^  biefe  Selaftung  oeranfc^aulid^en,  fo  !ann  man  irgenb  ein 
S)reied  über  AB  jeid^nen,  mie  eg  gig.  239  a  aeigt.    gür  P  ift  bann  P*P 

ein  Silb  feiner  SSelaftung,  benn  man  l^at  P'P  =  -p^  -  AP  =  AP .  y  für 
JffB  ^^ 


AB 


=  y. 


§  72.]  e^roeiimnftSbefliinmunseR  für  Qinien.  £1 

Snwdmafeiflet  ift  eS  noi^,  groei  ©reietfe  ju  benu|en,  roie  eS  gig.  239  b 
jeigt,  fo  ba^  AB  aRittellinie  wirb,  unb  nun  int  giöc^e  AffB"  oIS  äßittel. 
f[fic^e  eines  homogenen  ^riStnoS  angufe^en. 


3ft  jebeS  Element  bet  ©ttede  J£  proportional  jum  Duobrote  \emS 
316ftanbe8  Äon  bem  einen  ffinbpunöe  Ä  Belastet,  fo  erlifilt  man  ebenfo  füv 

"  ^  =  /  =  J I. 

$ter  Dcianfdiaulii^t  man  fit^  bie  Selaftung  am  beften  burdi  ehte  ^qra» 
mibe,  beren  ©pi^e  A  ift,  roöljrenb  man  B  jum  Sc^nKrpuntt  i^rer  @nmb* 
flädie  nimmt.    Sßergl.  Ijierju  bie  Slnmenbung  ^x.  2. 

c)  ©tredenjüge  qu8  unter  fi^  fiomogencn  ©tteclen.  gfit 
homogene  legelm&^ige  SSielede  (Slangenoielede)  liegt  ber  ©diroer^: 
punlt  in  bem  3[ltittelpunfte  ber  juge^rigen  jtreife  (iSi)mmetrie),  ebenfo  ift 
ber  3Ilittelpwn!t  ber  liomogenen  ftreiSlinie  beren  ©i^nierpunH. 

gär  ein  beliebiges  fiomogeneS  Siieied  (© tangenbreieit)  liegt  ber 
©c^tnetpuntt  )eber  Seite  in  ber  ajhtte  unb  ift  biefer  proportional  belaftet, 
fo  t>a%  ifin  ber  ©diroerpunlt  eineS  @t]ftemee  oon  brei  materiellen  $uniten 
p  beftimmen  ift.  SDlon  ^at  alfo  für  bie  fünfte  A'.  S,  C  ber  gig.  240 
btffo.   bie   aJlaffe   ay,    by.    cy    anaufegen.     3)er  _     .._ 

säiiDerpunft  Si  non  B'  unb  C  liegt  auf  B'C 
unb  teilt  biefeS  im  umgelet)Tten  SDlaffenoerljättniffe, 
olfo  im  Ber^aitniff E  c  :  b.  S)a  A'B'  =  ^  c  unb 
A'C  =  ^b,  fo  ift  A'B':  A'C  =  ^S, :  CS,,  b.  f). 
A'Si  ift  aBinleIt)oIbierenbe  für  2i  B'A'C.  S)er  ge« 
(ut^te  ©c^roerpunft  S  liegt  alfo  auf  ben  brei 
aSinlel^lbierenben  für  A  A'B'C,  roelt^eS  auc^  3Wc= 
bianbreted  oon  A  ABC  genonnt  roirb,  b.  i).  er 
ift  für  biefeS  SJreied  ber  SlJlittetpunIt  beS  einge- 
fi^riebenen  ftreifeS.  Qu  bemfetben  (Srgebniffe  füEiren 

biegormeInbe8§71b.  ^ift^ier3;=      ,   .    ,     -K, 

falls  man  bie  $öl|c  au&  C  ouf  A'B'  buxi)  K  beaei^net,  nieldie  l  K  ift,  unb 


bemno«^  ift  x  = 


berfelbe  SSert  ergiebt  fid| 


i  +  b  +  c  Umfang 

für  y,  fo  ba^  S  von  A'B",  B'C,  C°A'  benfelben  Slbftanb  ^at. 

ajei  ber  Selianblung  ebener  l)omogener  ©tangenotelede  teiftet  bie  folgenbe 
Setrot^ung  oft  gute  Sienfte. 
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2)rüter  $(6fdgnitt.    gmeited  Sropitel. 


[§72. 


Scjctd^net  ÜV  eine  Äd^fe  in  bcr  ffibcne  beS  ©tangenoielcds^ ,  fo  ift  baS 
ajloment  einer  ©tangc  AB  (ücrgl.  gfig.  241)  in  SSegug  auf  bic  (^ene,  fen^ 
tet|t  3ur  Sbenc  bcr  ßcici&nung  in  UV,  gunäc^ft  Bei  einer  »elaftung  y  bcr 
Söngeneinl^cit 

m  =  (AB  .  y)  .  MM\ 

ffirrid^tct  man  für  AB  bag  ajlittcllot  MO  unb  projiziert  man  ferner 
AB  auf  UV,  fo  ift  faHg  nod^  ^CV/CTF  geaogen  nnrb,  AABC  ^  A  OMM' 
unb  man  l^at  50  :  ^J5  =  MM'  :  03f  ober  J5C  .  OM  =  AB  .  MM'. 
S)emnad^  gilt  au(^ 

w  =  y  .  BC  .  03/  =  y  .  A'B'  .  OiJf. 

®icfe  Setrad^tung  mirb  3.  35.  oon  SSebeutung,  menn  für  mehrere  ©tred en, 
nad^bem  einmal  UV  fcftgelegt  ift,  bic  ©tredte  OM  benfclbcn  SBert  erl^ölt. 


gifl.  241. 


roeil  fxä)  bann  in  ber 
©umme  il^rer  3Jlomentc 
ber  gaftor  y  ,  OM  aB* 
fpalten  I&fet,  fo  ba^  bic 
Summe  i^rer  ^xo'itU 
tioncn  auf  UV  in  bic 
Klammer  tritt. 

gür  einen  l^omo* 
genen  rcgclmö^igen 
©tredtenäug,  mcld^er 
ein  STcil  cincS  J^omogenen 
V  regelmäßigen  SBieledtcS 
fein  fann,  aBer  nid^t 
ein  fold^er  gu  fein 
Brandet,  legt  man  UV 
bnxd)  baB  auge^örigc 
XlreiScentrum,  fo  ba^  OM 
nun  ben  JftabiuS  g  beS 
cingefd^rieBenen  ftreifcS 
Bebeutet.  ®8  ift  bann 
bic  ©umme  ber  ajtomentc 
ber  einjclncn  ©tredfen 
y.Q.p,  falls  man  unter 
p  bic  ^rojcftion  bc8 
©trcdEcnjugcS  Besro.  bcr 
fdjlicßenbcn  ©e^nc  auf 
UV  ocrftcljt. 
©d^ncibct  ü  V  ben  ©tred engug,  f 0  muß  auf  bic  SSor jcid^cn  ber  Slftomcntc 

Bcjm.  bcr  5ßroieftionen  gcad^tet  roerbcn. 

S)a  bcm  ©tredenjuge  oon  bcr  ßöngc  1  bic  Sciaftung  ly  entfpric^t,  fo 

ift  nad^  bcm  SKomcntcnf agc  bcr  3lBftanb  feincB  ©d^mcrpunftcS  oon  rv  bt^ 

ftimmt  afö 

^  ^  y  '  Q   p  ^  Q  'P 

y  .1  1     ' 


§72.] 


©d^toerpunftöbeftimtnungen  für  Linien. 


42B 


Sig.  243. 

M 


S)ic  ^ßatallele  iu  UV  im  Slbftanbc  z  beftimmt  mit  ber  ©qmmctralen 
beS  ©tredcnauflcS  beffen  ©d^merpunlt. 

S)icfe  aSetrad^tung  gilt  aud^  nod^  für  |E)en  ftrciSbogcn  oom  3labiu8  r  olS 
(Srcnggcftalt  beS  regelmäßigen  ©tredfengugeS.     3n  gig.  242  beftimmt  bie 

©qmmetrale  MN  beS  SSogenS  mxb  bie  5ßarallele  im  Slbftanbe  js  =  —^ 

3U  Z7F  ben  ©^merpunlt  S. 

gür  bie  in  gig.  243  gejeid&nete  Sage,  in  ber  bie  ©qmmetrale  unb  UV 
aufeinanber  fenhred^t  fte^en,  ift  p  gugleid^  bie  ©el^ne  beS  SBogenS,  fo  ba^ 

p  =  2r  .  sine 

ift.   3Ran  l^at  alf o,  ba  \l  =  r.arcs 
ift,  I)ier  . 

;.  =  ?-^-^=0S.     120) 
arcB 

gür  ben  ©alblreig  ift  e  =  90» 

unb  arc6  =  77,  b.  B.  ^  =  —  •  r, 

alfo    angenähert   fr  ober  genauer 

gür  ben  ooQen  5lrei§  ift  «=1800^ 
unb  z  =  0. 

gfür  bie  in  gig.  244  gejeid^netc 
Sage  ift 

^  ^  sin  2  b 

X  =  OS  .  cos  e  =  r 


m-  244. 


y  =  OS  .  sin  B  =  r 


arc2B 
sin^  B 

-  ■■■  • 

arcB 


S)iefe  ©leid^ungen  laffen 
fic^  aud^  fc^reiben 

r arc 2b  :  rsin2B  =  r  :  x 
unb 
rare  2b  :  r(l  —  cos 2 b) 

=  r  :  y,  ^ 

©0    erfd^einen    fte    al§ 

r     p 

©onberföDe  ber  ©Icic^ung  z  =  —^ ,  meiere  aud§  bie  gorm  annimmt 


^x 


b.  1^. 


7  :  |)  =  r  :  ^, 


Sogen  :  5ßrojeItion  beS  SogenS  =  9labiu8  :  ©^roerpunltSabftanb  .    121) 

©iel^t  man  in  gig.  243  UV  al8  S)re]^ung8ad^fe  an,  fo  befd^reibt  l  eine 
Äugeljone  oon  ber  $ö^e  p,  bcren  Oberflad^e  alfo  2r3r  ,p  ift.    3lad^  bem 
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S)Titter  SIbfdgnitt.    3tDeite&  Üapitel. 


[§73. 


einen  ber  ^oppuSs^SuIbinfc^cn  ©ä^e  gilt  bann,  ba  ^icr  ?  bie  Sraeugungg* 
linie  unb  -?  beren  Sc^rocrpunftSaBftanb  ift, 

b.  ^.  y 


5^ 


i> 


i 


S)er  @(i^n7erpunlt  bei^  ftreil^bogenS  ^at  t)on   feinem  @c^eitel  auf  ber 

sin  B 


©gmmetralcn    ben    Slbftanb    z'  =  r  —  r 


arce 


gür    arc  e  =  a   ift 


a' 


a 


2 


sin  6  =  a  —  -5-  ±  •  •  •/  fo  hd^  z'  ^  r  -  -^  x\t    S)a  bie  $ö^e  ä  beS  RreiS* 

b  D 


a 


BogenS  burd^  r  —  rcose,  gegeben  ift,  fo  erl^ält  man  bie  SBejiel^ung  ä  /^  r  ■  — 


für  cosE  =  1  _  _  -f  _qi 


ffiemnad^  ift  ^'  ^  -5- 


2     '    24 

©ie  ©d^merpunlte  ber  Sogen  beftimmter  (ebener  ober  gcrounbener)  Äuroen 
finb  im  attgemeinen  fc^mer  ju  beftimmen,  boc!^  fann  man  fie  ftetg  in  beliebiger 
©enauigfeit  burd^  ©tredenjüge  erfegen  unb  beren  ©(^merpunlte  feftftetlen. 

73.  Sdjioet^unftdBeftiminnngen  für  fHii^tn.  f^ür  bie  Stecht edS:» 
fläd^e  (©qmmetrie)  unb  für  bie  gflöd^e  beS  Parallelogramms  (fd^iefe 
©rjmmetrie)  ift  bie  Sage  beS  ©c^roerpunfteS  oljne  meitereS  gegeben,  ebenfo 
für  bie  glasen  ber  regelmäßigen  SSieledfe,  für  bie  flreigfläc^e  unb 
für  bie  gl&d^e  ber  Ellipfe,  oorauSgefe^t,  ba^  eS  fid^  babei  ftetS  um  l^omo* 
gene  Belegungen  l^anbelt. 

S)a  alle  glad^en,  gegebenen  galleS  bei  elementarer  Seifung,  in  ©reiedCc 
jerlegt  merben  tonnen,  fo  fpielt  bie  Sel^anblung  ber  SDreicdfSftäc^e  eine  l^er« 
oorragenbe  SloUe. 

a)  2)er  ©d^merpunlt  ber  homogenen  2)reiedCl^fIöc^e.  S)aß  ber 
©d^merpunft  ber  S)reiedgflöc§e  in  bem  ©d^nittpunfte  il^rer  SKittellinien  liegt, 

folgt  fd^on  auS  §  72  b. 


glg.  245. 


SHan  lann  ha&  Srgebnid 
au(^  geminncn ,  inbem 
man  bie  ^^löd^e  parallel 
au  einer  Seite  in  ©treifen 
oon  gteid^er  Sreite  teilt 
unb  bie  ©(^merpunfte 
ber  ©treifen  für  eine 
unenblid)  ^  ficine  Säreite 
fcftftent  (aRittellinie). 

8Im  beften  leitet 
man  baS  Ergebnis  mieber 
burd^  ben  SDlomentenfaft 
^er  in  SSerbinbung  mit 
ber  Semerf ung  über  d^n» 
lidje  ©gfteme. 


§  73.]  Si^iperpunltBbeftimmungen  für  giftrfien.  425 

SBergrÖgect  tnon  ba&  Sieüd  ABC,  nie  gig.  245  geigt,  im  Stnear^ 
oer^altniS  1  :  2,  fo  baft  A  AB'G  entfte^t,  fo  äcrfättt  bieteä  Sreied  buic^ 
bie  ^laQelen  BD  unb  CD  bearo.  au  AC  unb  ^B  in  oier  tongtuente_S)tei= 
tat.     Qat  bei   Sr^roets  gig,  246. 

punft  üon  A  ABC  von  B 

Prben9r6ftaiib3;,fo0ilt 
bfl8  audi  für  A  BB'Zi, 
wA^renb  bie  6etrefTenben 

8I6Jtanbe  (ür   A   CBD  Vq 

unb    A    Ci>C    BeäTO.  ™'-., 

Äb  —  a;  unb  kc-'rx  fmb. 

S)o  ber  ©(^roerpunlt  beS  'Vj^  \ij 

SJteiedS  4£'C  oon  PF  c     '•,'     \ 

ben  atbftnnb  2  x  ^at,  fo  A  ,^  ^      .     v^      "'n^      n,^ 

gilt,  falls  bie  gtö^e  eine«  ''■/ ''-.^  \      '■■,     ''-,, 

3:etlbreieii8    mit  /  6e=    "^  ~  ^ 

jeidinet  rairb,  nac^  bera  Sllomentenfaee 

f.x+f.x+fiK-x)  +/(Ac  +  x)  =  if.2x 
b.i,. 

2/1  +  2/A,  =  Sfx    ober    6/x  =  2/Ac    ober    x  =  ^K 

S)emnai^  ift  S  oon  AB,  BC.  CA  fiejio.  um  ^K,  JÄ,,  |A(,  entfernt, 
b.  5-  er  ift  bet  Sc^ntttpunft  ber  brei  SRittetlinien. 

3tet)t  man  oon  ben  (Sden  eines  2)rete(f3  unb  von  beffen  @c^ioer|]unfte 
5ßaroDeten  (jtoorbinaten)  noc^  einer  Oeraben,  fo  ift  (oergl.  Sig.  246) 

^  =  ^-  +  "j+^ ^22^ 

SWon   f|ot    für  bie  aJlittellinie  auB  B,    loeli^e    burc^  iS  im  SJer^It« 

^Kniffe  2  :  1  geteilt  roirb,  bie  Snbroorbtnaten  a;,  unb  ?L.±_^.     SBergl. 
boju  ferner  ©.  237. 

@inb  bie  (redjtroinQigen)  Aooibinaten  ber  Sden  eineS  S)reieiIS  (x,;  ^i), 
i^i\  »>)'  C%;  ys)'  fo  ift  *«ff*"  Slöc^e  F  gegeben  burdi 
111 

2F  =  ±\  Xi  x^x,        123) 

I  3/1  y*  ya  . 
SItit  oorfte^enben  Formeln  lä^t  fi(^  jebe  ebene  ^üä^t,  mtl^  in  Sreiede 
oon  betaimter  Sage  jeclegt  ift,  6e{)anbe(n. 

h)  S3er  ©diroerpunft  beS  f|omogenen  XrapejeS.  S^eilt  mnn  baS 
5£rapea  in  arnei  S)reiede  (oergl.  gig.  247  a.  f.  ®.),  meiere  bie  ©(^nterpunfte 

St  unb  Si  ^abm,  fo  ift  S^  mit  ber  gidc^e  ^  «"*>  S^  mit  ber  glädie  y 
fietoftet,  fo  bofe  für  S  in  Sejug  auf  UV  gilt 

aA  bA  /a/t        bk\ 


,    bA  /aft    .    bk\ 


5)rittei  K6f(^nitt. 

3nwite8  flapUel. 

Eo  «,  =  I 

\li  mb  xt  • 

=  l»ift,  (oitl 

h 
•~  3  ■ 

a  +  2b 
a  +  b 

ffieenfo  «gleit  r4  föt 

u'r 

S8  ifl  ollo 

f.x'-. 

,        h     20  +  6 
'         3  ■    a  +  b' 

=  (;o  +  fc):(a  + 

i") 

124) 


(Srgängt  man  baS  Xtape^  gu  einem  S)ieiede,  fo  liegen  (oecgl.  gig.  248) 
bie  Sd^roetpunlte  oon  A  EB^B^  unb  utm  A  £-4ijia  ^earo.  «uf  ben  SOHtteU 
Itnien  £D  unb  EC,  fo  ba^  £i)  auc^  füi  boS  Stopej  S^iveclinie  ift. 


unb  h   an  -r,  ttiie  eS  gifl-  248  jeigt,  fo  ift 
--  -^  -\'  a  unb  benmoii  gilt  für  ben  ®(i^nitt= 


CA'  ^  ^  +  b  unb  Z>B' 
pnnit  ,S  oon  ED  unb  B'A' 

CS:S;)  =  (f  +  l.):(.+  |) 

b.  f).  S  ift  bet  ©iiroerpunft  beS  IrapejeS. 


§  73.]  @(^nieq}unnebt(tinimunscn  fUr  glasen.  427 

3)te{e  AonftcutliDn  von  S  Eteanfprut^t  oiel  $Ia|.     Sebrfingtet  tft  bie 
Sanbfi^  Aonfttuflton,  iiwlt^e  gtg.  249  baifteüt.     SRan  ^at  ^i£/Mi£i, 

B,F  =  i  Bi  E  =  ''  "7".  FG//B,J»-  S)«  ®<|nitt  oon  F«  unb  6'D  i(t  S. 

gig.  250. 


Sei  bec  3*rleflung  getabünigei  Sifluren  lann  man  in  SBejug  auf  ein 
Jtootbinatentreuj  Slrapeje  bilben,  nie  bag  in  gig.  250  bargefteQte.  gür 
Pi  =  (a;i;  ji)  unb  Pj  =  (a;»;  jj)  finb  bonn 

^^,y.(2^.  +  ^»)  +  yaC^L  +  2^,) 

'  »1  +  Ss 

unb 

1  y'  +  yiSa  +  }ft 
^      "        y.  +  .«a 
bie  Jtoorbinaten  beS  SdinierpuiitteS  S. 

®er  IBenieiS  ber  2ünb(d|en  flonftruftion  unb  bet  gormein  fflr  x  unb  y 
folgt  au8  bec  oben  gegebenen  $auptfonftruttion. 

c)  S)er  ©c^roetpitnlt  beS  ^omo^  SiÖ^25l- 
genen  SiecedS.    Stellt  man  baS  Sicied 

nai^  ber  einen  Siiagonale,  fo  ift  bie  Sßers 
binbungSlinie  ber  ®d|nferpunlte  biefer 
Sreieite  ®d|nieclinie  beS  SBieredS.  fSnU 
fpredienbeg  gilt  für  bie  anbere  SJiagonafe. 
S)er  @c^nittpunlt  beiber  ©(^merlinien  ift 
ber  gefud|te  <B(f|meipun!t  beS  SQieieifS. 

33ir  fügen  nodi  bie  Sanbfc^  Som 
ftruftion  ^ingu,  bie  fic^  natürlich  aui^  auf 
Irapejc  anrocnben  löftt  (oergt.  gig.  261).  , 

aWan  I|at:  A-^EJiB^A,  unb  ^j,£//£j, Jj;  Bi  f  o  b, 

S,r  =  r«  =  OBi,  FSlIB^E  unb  GSf/B^E. 

d)  S)er  ©c^roerpuntt  homogener  Sßielede  unb  Beliebig  be= 
grenater  ebener  giguren.  ÜJlcn  ^erlegt  biefe  in  Sceiede  besro.  in 
S)reietfe  unb  Irapege  unb  6e{)onbelt  bog  ©gftem  bei  2;etlflfi(|en  entroeber 
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bUTcfi  ben  Pomentenfag  mit  Segiel|ung  auf  floorbinaten  ob«  giap^oftattfd|. 
^ngenA(|ert  Ifi^t  fni)  biefeS  9kifa£|ien  aui^  auf  ebene  Figuren  aon  Miebign 
»egtenjimg  anroenben. 

e)  Sei  ©(^merpunlt  beB  IiDtnogenen  AieiSauSfc^nttteS.     Sei« 
btnbet  mon  jiDci  $unfte  A  unb  it  (iKtgL  gig.  252)  beS  begrenjenben  SJngenS 
buri^  bie  ©efine  AB.  \o 
"'*  ^^-  liegt  bet  St^toenpunh  non 

A  OAB  in  S',  faO»  Off 
=  |OCift.  3effeinetAB 
genommen  roirb,  um  \o 
mtfyc  nAEjert  fidti  OG  bem 
giabtuS  r  be8  IheifeS,  b.  ^. 
für  einen  ^uSfi^nitt  AOB 
mit  unenblic^stleinem  Sogen 
yl5  ift  S'  ©<f|n3er;iuntt, 
foDS  OS"  =  fr  ift.  31« 
ber  @renje  barf  bet  9IuS> 
fi^nitt  AOA'  angefe^n 
nieiben  alS  ein  ©qftem  non 
9Iu8f[$nitten  mit  unenblic^ 
Iteinen  SBögen.  ©ie  ©(^roet= 
punfte  biefer  SuSJcfinitte 
Sifl.  253.  liegen  ouf  bem,  in  gig.  262 

rechts  angebeuteten  SBogen 
DE  mit  bem  StabiuS  {|r, 
melt^er  buri^  baS  Softem 
bec  unenblic^ä  Iteinen  fflu8>= 
ji^nitte  homogen  belaftet 
roirb.  Siemnai^  flimmt  bet 
®i$merpun(t  be63Iu8f(^nitte 
AOA'  flberein  mit  bem 
©[^roeipuntte  biefeS  Cogens, 
für  ben 

y  =  ir  126) 

"     arce 

1^^     B      ^.  ^.  ■**'^    ift,  fan§  or  bie  ©gmme» 

I        '  trale  beS  aiuSft^nitle»  beaio, 

SogenS  baifteüt. 

SaSfelbe  ^gebntS  folgt  auä)  auS  einem  bet  $oppuS'®uIbinf[f)en 

©a|e.   Sei  bet  Stetiung  beS  SluSftfinitteS  um  OX  alS  9tc^fe  befc^reibt  (oergt. 

gig.  253)  bie  giacEw  BAA'B'  eine  flugclfc^icfit  oom  SJoIumen  a^pn  +  Ip^n. 

®ie  giöd)en  AOB  unb  A'OB'  beft^teiben  für  ftrfi  je  einen  Äegel  oom 

aJolumen  fo^pw,  fo  ba^  ber  flörper,  meieren  bet  Muäfc^nitt  befd^teibt,  boS 

Solumen  ^at 

y  ^  a'pn  -\-  ^p~n  —  jw'p'T  ^  |oVt  +  |i>'t. 


§  73.]  ©(^roetpunftgbeftimtmtngen  für  gl&d^en.  429 

gür  a  :=  rcoss  unb  p  =  2 r sine  erhält  matt 


S)a  bic  glätte  beS  Slugfd^mttcg  r^arcs  ift,  fo  liefert  jener  ©aft  bie 

®Ieic^ung 

(r^arcf)  (2yn)  =  ^r^TCsins, 
b.  ^. 

gür  a  =  90»  wirb  ber  8lu8f(§mtt  ein  Qalblxt\9,  fo  ba^  für  biefen  gilt 

4 

b.  ]^.  angenähert  Jr  unb  genauer  ||r. 

gür  B  =  1800  njirb  ber  SluSfc^nitt  ein  ooller  ftreiS  unb  man  er^&lt 
y  =  0. 

f)  S)er  ®d^n)erpunlt  beS  l^omogenen  Stingftüdei^.  äBirb  auS 
einem  äluiSfc^nitt  nom  Slabiud  r^  ein  bngentrifd^er  SluSfc^nitt  vom  SRabiuS 
r,  l^eraudgenommen,  fo  bleibt  ein  9ftingftüd  übrig. 

Sejcicfinet  man,  gig.  253  entfpred^enb,  bie  ©tfjmerpunltSabftänbe  ber 
betben  9lu3fc^nitte  be^m.  mit  yi  unb  y^  unb  ben  be^  SHngftüdeS  mit  y,  bie 
juge^örigen  glätten  bejm.  mit  Fi,  F^  unb  F,  fo  ift  nac^  bmi  aHomentenfafte 

Fiyi  =  F^y2  +  Fy, 
b.  §. 

Fiyi  —  F^y^  _ 

F ~^' 

sine 


gür  Fl  =  r^arcB,   F^  =  r^arce,   F  =  Fi  —  F2/   tfi  =  §^1 


arcfi 


y,  =  f  rj ernalt  man 

^      arcs      ' 


2  r}  —  rl     sine         ^  r^  +  TiVg  -\-  r^     sine 
*  rj-  —  rj*     arcs         ^         *"i  +  **«  «»"ce 

g)  S)er  ©c^merpunlt  beS  l^omogenen  ffireiSabfd^nitteS.  3^^* 
legt  man  bm  StuSfd^nitt  in  gig.  253  in  ben  8lbfd^nitt  über  ÄÄ'  unb  in  baö 
®reic(f  OÄA\  fo  läfet  fi(^  ber  3Komentenfaft  anmenben.  S)ie  glätten  oon 
auSfd^nitt  unb  ©reied  feien  beäm.  Fi  unb  F^,  bie  gläd^e  beS  ^bfc^nitteS 
F  =  Fl  —  F2,  bie  cntfpred^enben  ©d^merpunftSabftönbe  begm.  yi,  y,  unb  y. 
äJtan  l^at  bann  mieber 

Fiyi  —  F^y^  _ 

— f —  —  y- 

gür  Fl  =  r^arcB,  F^  =  \r^sin2B  unb  F=  Fi—F^,  3^^  =f r-?^, 

yj  ==  ^rcoss  erf)ölt  man 

r3  (2sm£  —  sm2«  .  coss) ^  r^sin^B  (2rsinBy 

y  ~  J  F  ~  3       F~  ~      12  F     ' 
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^a  bis  Se^ne  ÄÄ'  m  gtg.  253  ben  SBert  2*-«»e  ^at,  (o  ift 


126) 


■*        i2F        12F 
3)o6et  ift  ■F=  2  (arc2a  —  sm2e). 

S)te  gotmel  gilt  aiw^  für  ftmnpfe  («  >  90«)  8Ifi(iiönitte. 

®e^t  man  tion  bem  StototionStörper  bet  llt.  e)  auS,  fo  ift  baS  SBoIumen 
be§  6t)IinberS  a^si  abjujietien,  loeldjeS  bei  ^fic^e  BAA'B'  entfpiii^t,  fo  ba^ 
baS  a^orumen  bcS  oon.bem  jhxiSobfdinitte  etaeugten  Aai^etö  ben  äSert  ^at: 

aHan  ^t  alfo 

J'.(2yÄ)  =  ip»«, 
b.  ^ 

gut  f  =  900  gelangt  mon  roiebet  jum  ©oIBlKiS,  für  e  =  180»  jum 
DDÜCen  Ätei8. 

h)  aUeitere  ajertoenbung   bei  iftr.  e,  i.  g.    3ft  ber  ©c^iüerpunttS« 

nbftonb  I  einer  ebenen  3igut  in  fflejug  auf  eine  at(^(e  UV  beftimmt  roorben, 

giß.  264.  fo  tann  man  avS  bergigur 

unaat|Iifl=niele  neue  ableiten, 

für  roeli^e  fi^  x  in  SBeaug 

auf      UV     nirfit      änbert. 

®d|neibet  man  junädift  bie 

giflur,  paroDct  ju  UV,  bm^ 

ein   @t)ftem    non  ©eiaben 

unb   Derlängert    man   ober 

nertfirat  man  femer  jehe 

:  Streife  biefeS  @i)ftemS,  vaie 

" ■ * — ^     eS  giß.  254  jeiflt,  in  bem- 

felben  ißer^älmis  t,  fo  entfte^t  eine  neue  gigur,  fflr  nielf^e  ber  ©djnwis 

punftSübftanb  x  in  ©eaug  auf  UV  nrieber  ben  alten  SBert  f|aL   Qeilegt  man 

ntoilii^  beibe  giguren  in  elementare  gtöi^enftreifen,  parallel  p  UV,  fo  finb 

3ig.  255  a.  ^tB.  ^5b. 


in  ber  gormel  beS  äßornentenfaBeß  im  S^flfet  uni  im  SIenner  für  bie  arocite 
giflur  bie  ©röfeen  /,(,  /t«,  ...  einjufegen,  nwnn  für  bie  erfte  gigur  bie 
Oröfeen  /„  /a  .  -  .  3uv  SBcnrenbung  fommen. 


§  73.]  €(^tDeipiinfte&e{timtmtngen  für  glätten.  431 

Sla  aulnbem  oudi  eine  EBerfc^iebung  ber  elementaren  ]$(ä[^en> 
ftreifen,  patallel  ju  VF,  ben  SBeit  Don  x  nit^t  Anbeit,  fo  tft  bie  äRanniga 
falttgfeit  biefei  ^äcfienbilbungen  jiemltdi  gio^. 

SHe  (fen(ied|te)  ^arallelprojeftion  einer  ebenen  ^tguc  tann  als 
eine  befonbere  9lrt  biejer  gifldienBilbung  aufgefaßt  roerben. 

$anbe(t  eS  fii^  nim  3.  £.  barum,  ben  ©cfinKipunft  einet  geniö(|nli(^ 
©ntbcÜiiJfe  ju  beftimmen,  fo  ge^t  man  butcEi  Sßetfängerung  bejm.  SSerttraunfl, 
niie  eS  ^ig.  255  a  unb  b  jeigt,  gu  bet  entfpret^enben  $albtTet6f[Ad)e  über,  für 

4  4 

roetdie  j;  =  —  (t  beji»,  a:  =  —  a  tft. 

3ft  bie  ÖoIbeHipfe  burt^  einen  beliebigen  ©utc^effet  entftanbcn,  fo 
gef)t  man  butdi  SBetf^ebung  bei  elementaren  |51<^(^nrtietfen  unb  bun^  beten 
SBertöngerung   ober  SerKtamig   ju    einet  ©albtreiSftöc^e  über,   meli^e  ben 

SobiuS  r  txff&lt;  bann  ift  au^  ^et  x  =  ^  r.    Cntfptei^enbeS  gilt  für  SI6> 
fi^itte  von  SQipfen.    äbetttagung  auf  Slugfc^nitte. 

i)  S)er  Si^nietpunft  bei  $otabeIf([Itf|e.  Site  $arabel  fei  gegeben 
burrfi  bie  ®lei(f|ung  y*  =  2px.  Um  ben  ©i^roetpunW  bet  ^!i<^e,  nwlc^e 
(oergl.  Stg.  256)  buit^  bie  Äuttte  unb  bie  flooibincten  n  unb  b  begrenjt 


ipitb,  p  beflimmen,  teilen  mit  b  in  rt  g[eic()e  Steile.    £)ei  $unft  Q  be§ 
'ylen  @tietfcnS,  paiaQtl  jur  X^äldife,  »an  bet  bie  3<^t|Iung  beginnen  mag,  E|at 

«1  a>E>*     1 

gemäfi  bet  ©teic^utig  y*  =;  2px  obet  a;  =  ^  bie  9Ibfciffe  Xg  =  ~-  ■  -j, 

fo  bafe   QQ'  bie  Sänge  «  —  ^—  ■  -    ertiÄtt.     ©er  entfpret^enbe  glichen» 

£p        M 

ftreifen  oon  bei  §3^    -  ^at  bie  ©röfte 

h    /  q'b-'      1\ 
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nnb  in  Scjug  auf  bie  XM^^z  bei  bcm  3lbftanbc  g  •  —  baß  SJlomcnt 

gür  bic  n  Streifen,  n)el(§c  q  z=  1,  2,  .  ,  .  n  entfpred^en,  ergtebt  fi(^ 
bcmnac^  alS  SWoment 

_  h^a  n(n  +  1)        5*      1    n8(n  +  1)« 
~"   n"^  2  n^'  2p  4 

=  ^"('+7)-S('  +  ^)'- 

f5für  lim  n  =  00  gel^t  bief eS  3Koment  über  in  -^ 5— ,  ober ,  ba 

^  o  p 

52  =  2pa  1%  tn  -^ —  =  —. 

ßegt  man  nid^t  bie  obere  ©renje  QQ'  bcr  ©trcifen,  fonbcm  bie  untere 
ber  Sflec^nung  ju  ®runbe,  fo  ift  ba^  ffirgebniS  baSfelbe. 

SKan  l^at  nun,  ba  bie  x^lä^t  ber  5ßarabel  ^ah  ift,  für  ben  8lbftanb  y 
beS  ©d^roerpunfteS 

^  =  1^  =  ^^ ^2^) 

Sine  entfpred^enbe  SRed^nung  ergiebt  x  =  ^a. 

k)  ©er  ©d^raerpunlt  ber  $oIgeberfIöd^e.  SBeftimmt  man  für 
jebe  ©eitenfläd^e  ben .  ©d^roerpunlt  unb  benit  bief en  proportional  gu  ber 
gtäd^e  belaftet,  fo  l^at  man  ben  ©d^merpunlt  eineß  ©gftemS  oon  einzelnen 
fünften  gu  fud^en. 

gür  bog  SCetraeber  bilben  g.  89.  bie  ©c^mcrpunlte  S{,  Si,  Si,  Si  bcr 
oicr  Seiten  ein  neueS  letraeber,  bcffen  oier  SdEpunfte  belaftct  fmb.  S)er 
©c^werpunft  S  ^at  oon  ben  ©eitenflö^cn  bcS  SetraeberS  SlSiSiSi  gleichen 
Slbftanb  Q,  b.  i).  et  ift  ber  3JlitteIpun!t  bcr  bicfem  eingefd^ricbencn  Äugcl. 
Scjcic^nct  man  für  bag  gegebene  Setracber  SSoIumen  unb  Dbcrfläd^e  Begro. 

burd^  V  unb  0,  fo  ift  9  =  ~    SBergl.  ©.  421. 

1)  ©d^merpunft  gcfrümmter  l^omogencr  glödficn.  gür  bic 
flugcloberfläc^e  unb  für  ben  aJlantel  be8  geraben  ErilinberS  giebt 
bie  SJetrad^tung  ber  ©i)mmetrie  ol^nc  rocitcrcS  bie  ßagc  beS  ©c^merpunfteS. 

gür  bie  ffiugelgone  liegt  bcr  ©c^roerpunft  in  ber  äJlittc  bcr  8ld)fe  h. 

ZtxÜ  man  nftmlid^  bic  3önc  burd^  ^ßaraüclfc^nittc  gu  ben  ©runbfreifen  in 

h 
n  3önen  oon  bcr  ßöl^c  — ,  fo  ift  bei  einem  ÄugcIrabiuS  R  bie  glftd^c  leber 

n 

TL 

JCeilgone  2JB;r  •  — ;  für  Umn  =  cd  mirb  alfo  bie  8l(^fe  l^omogcn  belaftct. 

n 


§  74.]  64n)er))un(tebefttmmungen  fßi  ftSrper.  433 

Um  ben  Sc^toerpuntt  für  ben  SDlontel  eine«  geraben  fteget«  ju 
finben,  nerbinbet  man  bie  ©piße  C  mit  jroet  $unlten  A  unb  Ji  beS  ©ninb» 
tieifcS  unb  teftimtnt  für  boS  ebene  ©teied  C-dB  ben  ©t^roetpuntt  S'.  2|e 
Heiner  JB  iiiirb,  um  fo  genauer  fällt  biefet  Si^roerpunft  S'  auf  bie  flegeU 
feite,  roeldie  bie  äüitte  von  AB  mit  C  oerbinbet  unb  teilt  biefe  non  bei 
©pige  na^  bet  SBafiS  im  ajet^ältniffe  2  :  1.  Sei  elementarer  Teilung  beS 
flegelmantetS  ftellt  biefer  a(fo  eine  f|omogene  Sklaftung  bei  JtieiSlinie  bai, 
meiere  bie  Surc^biingung  beS  Snantelä  mit  einei  ^araOetebene  jur  ©lunb^ 

flärfie,  im  Sfbftpnbe  -^  non  bicfei,  ift.    Semnac^  liegt  S  auf  bei  Stcfife  unb 

teilt  biefe  non  bei  ©pi^e  nacf)  bet  ©lunbfCädie  gu  im  SBer^attniffe  2  :  1. 

$iojijiert  man  ein  gläi^enelement  /  einer  ^albfugel  fentiedit  auf  bie 
ebene,  roeli^e  bie  Salblugel  begiengt,  fo  ift  /cos c  ^/  bie  Oröfee  bei  $ro* 
jeltion,  faQS  /  gegen  bie  Sbene  ben  SleigungSminfel  £  f|at.  Sa  btt&  pro« 
jijierenbe  2ot  bei  einem  ftugelrabiuS  E  bie  ßönge  1  ^=  Bcose  ^at,  fo  ift 
f.l=^fR.  (ajergl.  baau  bie,  bem  Ärei«bogen  entfpree^enbe  gig.  241.) 
SBilbet  mon  ntfo  fär  eine  gflätfie  F,  bie  auf  bei  §alfifugel  liegt,  ha& 
3])oment  für  jene  Ebene,  fo  erfiält  eS  ben  aBert  F'R,  fallä  man  bie  ©umme 
bet  Sßrojettionen  bet  einzelnen  JJ'^'^nelemente  burdi  Ji"  bejetc^net. 

ä)et  SIbflanb  beS  ©cfiroetpuntteß  ber  giöcfie  F  oon  jener  göene 

ift  alfo  y  ■  B. 

®ie  ©diroetpuntte  beflimmter  Qiguien  auf  gelrümmten  giöi^en  finb  im 
oEgemeinen  firmer  ju  beftimmen,  borfi  tann  man  fie  ftetS  in  beliebiger  ®ea 
nautgfeit  butrf)  $oItiebBrf[pi^en  ctfegen  unb  beren  ©cEiroctpunlt  feftftellen. 

74.  ©i^metpunftSlicftiminitngeit  für  Äürpcr.  gür  bie  Äugcl  unb  bie 
regelmäßigen  flörper,  für  ben  flieiScqlinber,  für  baS  SHec^ttant  unb 
fßi  bog  ®(^ieflant  (ftfiiefeS  *ßaratIelepipebon)  ift  bie  ßage  beS  ©c^merpunlte» 
ofine  toeitereg  butd)  Setiat^tung  bet  @t)mmetne  gegeben,  ebenfo  für  ade  pii8= 
matifi^en  Äörpei,  fall8  bet  Si^roetpuntt  beS  Quetfii|nttte3  befonnt  ift. 

Sa  alle  RBtpet  in  Setta^  S'8-  257a. 

eb  et     aertegt     roeiben     Iflnnen,  »  .^_ 

gegebenen  5aQeS  unter  3Inioen=  | 

hung  elementarer  Stellung,  fo 
ift  bie  Se^onblung  beS  ietra= 
eberS  ^iet  oon  f)etoorragenber 
3Si(^tigfeit. 

a)  ®et  ©t!)roerpun(t  beS  ■ 
homogenen  letiaebetS.  SBe» 
ftimmt  man  bie  ©t^ioerpunftc 
bet  ©cfinitte  eineS  ieiracbeiS, 
paraDel  ju  einet  feiner  ©eiten= 
ftfliicn,  fo  liegen  biefe  (ß^nlii^e  *'  ^. 

©i)fteme)  auf  einer  Oeraben  burc^ 
bie  (Sie,  roelifie  jener  SeitenRäcE)e  gegenüberliegt.    SDiefe  ©erabe  eiroeift  fii^ 

Bätrnid«,  äRcftanit.    I.  28 
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[§74. 


bei  entfpred&cnbcr  cletticntarcr  Sciluufl  beS  XctroebcrS  olS  eine  ©(i^roerlinic 
bedfelben.  IBerbinbet  man  bemnad^  jebe  Sde  beS  £ettaeberg  mit  bem  ^nm^ 
punftc  ber  gcacnüberliegenben  ©citcnfläd^e,  fo  fd^neiben  fid^  bicfe  oicr  ©c|mcr* 
linie«  im  ©d^roerpunttc.  Sine  ftereomctrifc^  Setrat^tung  geigt,  ba^  jebe 
biefer  ©ttedfen  im  Sec^ältniffc  1  :  3  geteilt  mirb  unb  groar  fo,  bafe  ber 
größere  äfifd^nitt  an  ber  ffidte  liegt.  ßS  folgt  bog  aix^  fd^on  auS  §  72,  SRr.  b. 
Sßegen  ber  äBid^tigleit  biefer  Seftimmung  geben  mir  nod^  bie  folgenbe 
Ableitung. 

3ßrlcgt  man  bo8  JEetroeber  burd^  bie,  in  gig.  257  a  (a.  o.  ©.)  gegcid^neten 
©d^nitte  burd^  bie  3Kitten  feiner  ftanten,  fo  gcrföHt  eS  in  jmei,  unter  fic§ 
longruente  Ictracber  MÄBG  unb  BBB'O  unb  in  bie  ?ßrigmcn  ÄBCÄ"B'C" 
unb  CFCBCB'. 

Säejcid^net  man  hc&  SSoIumen  eines  leiltetraeberg  mit  V,  fo  l^at  jebeg 
ber  5ßngmen  bog  SSoIumen  3  V  utib  beranad^  ho&  urfprünglid^e  2:ctraeber  boö 

glg.  257  b.  aSoIumen  8  F.  ©at  ber 

©d^erpunft  beS  Se* 
traeberg  BDßC  oon 
ber  Orunbfläd^e  ben 
Slbftanb  X,  fo  l^at  ber 
©d^merpunft  beS  5Ce== 
traeberS  MABG  oon 
biefer    hm    8tbftanb 

ic  +  — ,  mä^renb  ber 

©(^merpunf  t  beS  gan* 
gen  SetracberS  (Sl^nlid^feit)  oon  il^r  ben  Slbftanb  2  a?  l^at.     S)er  ©d^mer* 

pimit  be«  «ßrißmog  ABCA"B'C"  f^at  ben  Slbftanb  j  oon  ber  ©runbfläc^e 

unb  ber  beS  5ßri8maS  CFC'BCB'  ben  STbftanb  |  (^|-)  =  |-,  mie  gig.  257  b 
geigt.    SBenbct  man  ben  3Romentenfag  für  bie  ©runbflöd^e  an,  fo  ift  alfo 

V.x+v(x  +  ^^  +  SV>j  +  3V.j  =  SV.2x, 


b.  5. 
ober 


UVx  =  ^  Vh 


(2x)  = 


h 


S)emnad^  ftel^t  ber  ©d^merpunlt  S  beS  2:etraeberS  oon  jebcr  ©etten* 
flöd^e  um  ein  SSiertel  ber  gugel^örigen  Q&fjt  db,  man  fommt  alfo  auf  ben 
oben  beftimmten  $unft  gurüdE. 

$aben  bie  EdEen  eineg  SetraeberS  oon  einer  Ebene  bie  SIbftänbe  Xi,  x^, 
a?3/  ^4/  fo  geigt  eine  entfpred^enbe  Setrad^tung  rote  beim  S)reiedt,  ba^  ber 
©d^roerpunlt  oon  jener  Ebene  ben  Slbftanb 

X  =    ^  ^    ^  T^    ^  ^    ^ 128) 

^at.  * 
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©inb  bie  ©den  bcS  Ictraeberg  bur(§  bte  ftoorbinoten  (a?i;  ^i;  g^),  .  .  . 
(^•4;  yA\  ^4)  flegeben,  fo  gilt  für  baS  SSoIumcn 

1111 


6F=  + 


^1   ^3   ^3   X^ 

Vi  y^  3/s  2^4 
^1  ^%  ^3  ^4 


129) 


älttt  Dorftc^cnbcn  gormcin  lö^t  ftc^  jcbcr  Äörpcr,  ber  in  Ictracbcr  oon 
befannter  Sage  jerlcgt  toorbcn  ift,  be^anbeln. 

b)  S)er  ©d^tücrpunlt  ber  l^omogencn  5|Jt)ramibe.   S^xltgt  man  bie 
$i)rQmibe  burd^  ßbenen  auS  ber  @pige  in  S^etraeber,  fo  liegt  für  jebeS  ber 

©d^roerpunlt  im  SIbftanbe  —  oon  ber  ©runbflöd^e,  fo  ba§  eine  5ßaraIIcI»= 

ebene  gu  biefer  im  2lbftQnbe  -j-  für  bie  5ßnramibe  eine  ©d^roerebenc  ift.  .S)a 

onberfeitS   bie  SSerbinbung^erabe   ber  Spige   mit   htm   Sd^merpunlte   ber 
Onmbflöd^e  eine  ©ci^mergerabe  ift,  fo  ift  ber  ©d^merpunlt  beftimmt 
Sine  ©rengbetrad^tung  ergiebt  für  bm  St e gel  boSfelbe  (Ergebnis. 

c)  £)er  @d^merpunlt  beS  Ijomogenen  flugetauSfd^nitteS.  93er« 
binbet  man  brei  $un!te  ^,  jB,  0  ber  Sngeloberflöd^e  oom  StabiuS  B  mit 
beten  SRittelpunfte  M,  fo  nö^ert  fid^  ber 
^bftanb  beS  Sd^merpunlteS  ber  ^gramibe 
MABC  vom  fünfte  M  bmi  SBerte  f  i^  um 
fo  me^r,  je  Heiner  baS  Sreietf  ABC  mirb. 
S5ei  einer  gleic^mö^igen  elementaren  ©reiedS* 
jerlegung  ber  Jtugellappe,  meldte  ben  Stugel:» 
anSfc^nitt  mitbegrenjt,  mirb  alfo  burc^  bie 
©d^merpunlte  ber  entfpret^enbcn  elementaren^ 
^>ßc)ramiben  eine  af)nlid^  gelegene  Jtugellappe 
homogen  belaftet.  %xq.  258  fteHt  einen 
©d^nitt  bur(§  bie  9ld^fe  beg  Äugelaugfd^nitteS 
bar,  mel(^er  bie  ^^mogcn  belaftete  Som  in 
Ä'C'B'  bnrd^bringt.  S)cr  gefud^te  ©c^roer* 
pun!t  liegt  bemnad^  in  ber  3Kitte  oon  CD', 
i^at  alfo  oon  M  ben  Stbftanb 


Sig.  258. 


x  =  ^B  —  \C'D\ 


Sa  ACBD  unb  A'C'BD*  einanber 
Üfsäxii  finb  nad^  itm  äKobuI  4:3,  fo  ift 
CD'  =  \CI)  =  \K  b.  ^.  man  l^at 

x  =  \B-^^  =  \{2B 


—  h),. 


.     130> 


gfür  bie  ©albfugel  ift  h  =  B,  f 0  baft  f)ier  x  =  ^B  ift. 
3für  bie  ooHe  Äugel  ift  ä  =  2  B,  fo  ba^  ^ier  x  =z  0  xvxxb. 
d)  Ser  ©d^merpunlt  bcg  Ijomogenen  Äugelabfc^nittcg.    S^I^gt 
man  einen  flugelau^fd^nitt  in  ben  augel^&rigen  9Ibfd^nitt  unb  in  ben  ju^ 

28* 
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gehörigen  ftcgel,  fo  lä^t  fid^  bcr  aJlomcntcnfag  anioenbcn.  Scgeid^nct  man 
bie  SIbftönbe  ber  ©d^tDerpunfte  beS  9lugfd§mttg,  beg  Tegels  unb  bei»  Slbfc^nitteS 
oom  3iltttclpunftc  bcr  ftugcl  bc^ro.  mit  o^i,  %,  x,  bic  cntfpred^cnbcn  SBoIumen 
Bcgto.  mit  Vi,  V^,  V,  fo  ift 

ViXi  =  V^X2  +   Vx, 

b.  ]^. 

V 

gür  Fl  =  \E^7ch,  Fj  =  1/^(2 ij  _  ä)  {B  —  h).%  unb  F=  Fj  —  Fa, 
a?!  =  1(2 i?  —  70,  x^  =  \{B  —  h)  erhält  man 

_  3  (2  E  -  Ä)2 


iC 


X 


SB  —  h 
gür  bic  ©alBIugcI  ift  h  =  R,  \o  ba^  ^icr  a;  =  |  JB  mirb. 


131) 


•  gür  bic  ooöc  5higel  ift  ä  ==  2  JB,  f o  bafe  l^icr  x  =  0  ift. 

e)  3)ie  Scmerlungen  unter  h)  in  §  73  gelten  ^ier  in  fad^gemöfter  Sr* 
meiterung.  S)re]^t  ftd^  5.  S5.  eine  ffillipfe  \xm  bie  eine  äd^fc  (2  a),  fo  ift  ber 
Sd^merpunft  eines  3lbfdf)nitte8  beS  EQipfoibeS,  beffen  ©runbpd^c  aur  ßbenc 
ber  anberen  3I(^fe  (2  6)  parallel  ift,  leicht  ju  Bcftimmen.  äJlad^t  man  2  a  jum 
S)urd^meffer  einer  ftugel,  fo  Beftimmt  bie  ©runbfTöd^e  beS  ©HipfoibaBfc^nitteS 
oon  ber  $ö§e  h  Bei  biefer  einen  entfpred^enben  3ibf(^nitt,  beffen  ©d^roerpunlt 
juglcid^  ber  @d^merpun!t  bt^  SQipfoibaBfd^nitteS  ift.  äRan  l^at  l^icr  alfo 
_3  (2a -hy 


x 


Sa  —  h 


75.    äSettete  SSemetfungen  ilBct  @d^toet)iunftdBeftimiimngen.   Sleid^cn 


gig.  259. 


II 


bie  BiSl^erigcn  Setrad^tungen  nid^t 
auS,  fo  !ann  man  gelegentlid^  aud^ 
bie  ©impfonfd^c  Siegel  für  bie 
Seftimmung  oon  ©d^merpunften 
oermenben. 

Segt  man  an  bie  Umgrens» 
jung  einer  ebenen  gigur  gmei 
parallele  3::angenten  I  unb  n  unb 
3mar  fo,  ba^  bie  gigur  gana  unb 
gar  in  bcm  bamit  beftimmten 
Streifen  liegt,  fo  löfet  fid§  bie 
giöd^e  unb  ba^  Sltoment  für  I 
ober  II  ftetS  angenähert  bar* 
ftcHen. 

SBenn  junäd^ft  bie  iSd^nitt« 
linie  qy  bcr  glac^c  (ocrgl.  gig.  259) 

in  ber  oon  I  auS  gcrcd^netcn  ßöl^c  y  ftctS  bargeftcHt  roerben  lann  burd^  ben 

3Iu8brud( 

<ly  =  an  +  chy  +  «22/^  +  •  •  •  ö».y^ 

fo  fül^rt   eine  einfädle  ®renäBetrad^tung,  mic  fte  bei  bcr  Scftimmung  bc8 


ü 


-1 

/          S              /        1 

jT                                  ^                                   #1 

> 

1    y^       iy        1 

;  /                                    17 

M   1 

I 

a 

l 

§  75.]  Söeiterc  löemerhingcn  über  @d6u)etpunft8beftimmun0cn.  .  437 

©d^tocrpunltcS  bcr  ^ßaraficlfläd^e  angcnjanbt  tourbc,  gu  her  glöd^e  (F)  unb 
bem  SKomcntc  bcr  gläcfic  (M)  in  JBcjug  auf  bic  Sld^fe  I. 
3Kan  l^at 

unb  ^  132) 

S)emna(^  l^at  S  t)on  I  bcn  Stbftonb  rj  =  —- 

®ilt  btcfe  ^Betrachtung  für  I,  fo  Wfet  fte  fid^  aud^  für  II  burd^fü^ren. 
SBescid^net  man  burt^  q^,  qn  unb  qjt  begn).  bte  ©d^nittlinien  für  bie  816* 

2 

ftönbe  0,  -^  unb  h  von  I,  raobci  qo  unb  qh  oft  ben  SBert  Stutt  erl^altcn 
n)crben  unb  tooBei  qh  ben  fogcnanntcn  äJlittcIfd^nitt  beaeit^net,  fo  ftcttt  ber 

i 
F'  =  ^n  .qo  +  4:.qH  +  1  .  gA, 


j  n  .  qo  +  4:  .  qs  +  1  .  qH\ 


j.  1  .  f J"_Jl  a       Ä-  +  1 


loclc^er   ajlittelfc^ntttsformcl   l^ei^en   mag,   unter   einer   beftimmten 
aSorauSfeftung  ben  SBert  oon  F  bar. 
SJlan  iiüt 

F'  =  aoh  +  la,h^  +  la,h^  +  la,h^  +  ,\a,h^  +  .  .  . 
2**-^  +  1 

2n-2" 

®er  SBergleicf)  oon  F  unb  F'  geigt,  ba^  bie  ©lieber  mit  a^,  a^,  a^,  a, 
genau  ftimmen,  mö^renb  boSf  ©lieb  mit  a^  in  F  ben  Roefficienten  J  =  ^ 
unb  in  F*  ben  Äoef^cienten  /^  fjot. 

©oben  alfo  alle  Roefficicnten  Op  ben  SBert  SRuH,  abgefel^en  oon  ao,  aj, 
oj,  Og,  fo  ift  in  aller  Strenge  F  =  F'. 

gür  qy  =  ao  +  a^y  +  ajt/a  -\-  a^y^  gut  alfo  bie  aKittelfd^nittS* 
formel: 

F  =  I  /l  .  So  +  4  .  g^  +  1  .  2ä) 133) 

ä3erfud)t  man  ayxi)  boS>  äRoment  burc^  ben  einfad^en  äluSbrudC 

h 

M'  =  ^  fl  .  qo  .  yo  +  4:  .  qn  .  yh  +  i  .  qh  •  yh 


g  /'l  .  (Zo  •  yo  +  4  .  qh  .yh  -\-  1  .  qh  •  yh\ 


ju  erfeften,  fo  ergiebt  fid^  goIgenbeS. 

SKan  l^at,  ba  yo  =  0,  yh=   *  unb  yh  =  h  ift, 

S)er  aSergleid^  oon  M  unb  M'  jeigt,  ba^  bie  ©lieber  mit  üq,  a,    a^ 
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genou  stimmen,  rofi^renb  bo8  Stieb  mit  a^  in  M  beti  ftoeffictenten  J  —  ^^ 
unb  in  ^'  ben  Jtoeffictenten  ^  ^t. 

$a6en  alfo  aüe  Auefficientm  d,  ben  9Sett  91uQ,  a&ßefe^en  vsm  a^,  »i, 
aj,  fo  ift  in  attec  Strenge  M  =  M'. 

gür  av  =  %  +  "ly  +  «»3'*  flüt  o^fö  *•«  äRittetfdinittSforniel: 

itf  =  g-  /l  .  9o .  y«  +  i  .  9ä  .  y*  +  1  -  <(A  .  ;/A\  .    .    134) 

©el|t  man  p  einer  9Ii$fe  ETF  übet,  bie  int  Slbftonbe  a  parallel  ju  I  ift, 
fo  ift  far  biefe 

Jtf   ,  M  +  a .F 

n^^n  +  a  =  y  +  a  =  ^^, 

Gilbet  man  Ma  fflr  biefe  Sc^fe  nat^  ber  aiKttelfdinittSformel,  fo  ergte&t  fi(^ 

^  =  I  ri  .  2o(yo  +  a)  +  4  .  flfc  (y*  +  «^  +  1  -  2h  ^*  +  0)1 

=  M  +  a.F, 
b.  ^.  man  ^at 

3ft  bie  SDlittelfc^nittSformel  überhaupt  onnienbBar,  fo  ift  fic 

niiit  bloft  für  bie  8l(^fe  I  (ober  II),  roeli^e  ben  Streifen  Beßrenjt, 

gig.  260.  fonbecn  au(^  für  jebe  $at» 

<]  alleladife    baju    anmenbbnr. 

3erlegt  man  nun  eine  bec 

liebtge  ebene  ^äi^e   bur<^  unter 

fi(§  gleiche  ©oppelflreifen  (oergt, 

gig.  260),  öonbenert  jeber  einzelne 

bet  norigen  Setraditung  entfpritfit, 

fo    ffi^rt   eine    ^Inmenbung    ber 

anittelfi^nittSformel     für     jeben 

Streifen  au  fotgenbem  (Ergebnis 


+  2(9,+34  +  ---gn-s) 
-V    +40i,+gs  +  ---g„-,)] 


135) 


Sia  bie  (getobe)  ainja^I  ber  einaetnen  Streifen  «,  bie  3Jnao^  ber 
©opperftreifen  alfo  ^  ift,  fo  gilt  H=  ^  ■  h.  2)emgemä&  lä&t  fii^  ^  aurfi 
erfegen  bu«^  ^  =  ^!!^^^ 

3)ie  entniiiielte  gormel  ift  bie  fogen.  ©impfonfiie  Siegel  (oergt.©.  70). 
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136) 


gfür  baS  aotoment  eri^&It  man  ebenfo 

2)er  allgemeine  ®e6raud^  biefer  beiben  f^ormeln  fegt  ooraug,  bo^ 
man  bte  frummlinige  Segrenjung  eineS  einjelnen  S)oppetftreifen8  fo  abänbem 
barf,    ba|    tnnerl^alb   beSfelben    für   bie   Duerfd^nittSlinien   bie    ®Ieid^ung 

3y  =  «0  +  fli2^  +  «2^^  ßtlt. 

gür  ben  erften  Streifen  ift  y^,  y^,  y^  unb  df^^  ^^^  g,  gemeffen,  fo  ba^ 
in  (Seltung  fein  mü^te: 

-  gi  =  «0  +  «12/1  +  «ii^i* 
.3«  =  Oo  +  (hyi  +  <hy^ 
8lu8  biefen  brei  ©leid^ungen  laffen  fi(^  a^,  a^,  a-,  im  allgemeinen  ein^ 


gig.  261. 


I 


1^1 


o 


üÄm 


^^X 


beutig  beftimmen,  bamit  ift  aber 
aud§  für  bie  Segrenjung  jroifd^en 
(Zo  unb  ^1  unb  jmifd^en  gi  unb  q^ 
eine  beftimmte  SSorau^f  egung  gemad^t. 
3)enft  man  nämlid^  ben  S)oppeIftreifen 
in  unenblid^  ==  Heine  Streifen  gerlegt 
xmb  jeben  berfelben  nad^  linfö  an  eine 
Sld^fe  OY  angef droben,  fo  müfete 
bie  ®Iei(^ung  x  =  a^  -^  a^y  -\-  a^y^ 
nun  für  bie  begrenjenbe  ßinie  B^  B^  B^ 
gelten,  b.  1^.  biefe  müfete  ein  ©tüdt 
einer  5ßarabel  fein. 

©anbelt  eS  ftc^  allein  um  bie  glöd^e  unb  nid^t  aud^  um  ha^  ajloment, 
fo  fte^t  bie  (Sleid^ung  x  =  «o  +  «i^  +  «2  2/^  +  «82/^  jwr  aSerfügung. 

S)ie  cntfpred^enbe  SBetrad^tung  beS  jroeiten  ©treifcnS  ift  unabl^ängig 
non  ber  beS  erften,  obmol^l  q^  ^'^^  2/2  beiben  Streifen  angel^ören.  SKan  l^t  l^ier 

g.,  =  flo  +  012/2  +  022/.?! 

03   =  ßo    +    «12/8    +    «22/3^  [ 

(L\  =  ai  +  «12/4  +  Ö22/4  j 

SfuS  biefen  Oleid^ungen  finb  ai  ai  ai  gu  bcftimmen. 

3e  geringer  bie  Unrcgclmäfeiglciten  (Spieen  u.  f.  m.)  ber  SBcgrengung  finb 
unb  je  fc^maler  mon  bie  S)oppeIftreifen  nimmt,  um  fo  mel^r  entfprid^t  aud^ 
ber  parabolifc^e  Srfag  ber  Segrcnsung  oon  Streifen  ju  Streifen  ber  mirfiic^en 
Segrenjung. 

©ntfpred^enbe  Setrad^tungen  gelten  aud^  für  Äörper. 

2egt  man  ben  flörpcr  junäd^ft  jroift^en  aroei  parallele  ^Tangentialebenen 
I  imb  II  (oergl.  gig.  259),  fo  bejeid^net  qy  bie  Ouerfc^nittSfläd^e  non 
ber  ©ö^e  y  über  I.    gür  Qy  =  oq  +  a^y  +  &2/^  P^Kt  bie  für  F  abgeleitete 
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gormcl  air.  133)  jcfet  bag  SSoIumcn  bcg  ÄörperS  bar,  bic  für  M  aB* 
geleitete  gformcl  Jlr.  134)  bag  SKomcnt  beS  ftörperS  tu  Segug  auf  I. 

Serlegt  mau  ben  Körper  iu  S)oppeIfd§id^teu  (üergl.  gig.  260),  fo  erhält 
mau  aud^  ^ier  bie  entfprcd^cubeu  gormelu  Str.  135  uub  136). 

S)ic  gormelu  3lr.  132  gelteu  miebcr  allgemeiu. 

X^  t/3  jg2 

gür  ctu  breiad^ftgeS  SHipfoib,  beffeu  (Sleid^uug  --  +  f-  +  -^  =  1  tft, 
I)at  bic  ©d^uittellipfe  für  z  =  p  bic  (Slcid^uug 


a2(c2_pl')      '      52  (c2  _  p2) 

uub  ba^cr  ift  bereu  gläc^c  —  (c»  —  jp2)  ä. 

c 

ajlau  f)at  alfo  für  eiu  fielicbigeS  z  bie  fjföd^e 

3,  =  —  (ca  —  ^2) ^  ==  ab;r -  z\ 

b.  ^.  bie  Sebiuguug  bcr  3tun)cubuug  bcr  SKitteIf(^uittSformcI  ift  l^ier  gc:« 
gebeu. 

gür  ciue  ©ttipfe,  bereu  ®Iei(^uug  ^  +  ;:,  =  1  ift,  l^at  bic  Sd^uittliuic 

für  y  =  p  beu  SBert  a;  =  -^  y«;«  —  j>2. 

3Kau  ^at  alfo  für  eiu  beliebiges  y  bie  ©c^uittliuie 


b.  1^.  bic  aSebiuguug  bcr  Slumeubuug  bcr  SJlittelfc^uittgformel  ift  l^ier  uid^t 
gegebeu  i). 

gär. bie  Äugel  ift  ^o  =  0,  g^  =  0,  qn  =  B^%,  für  h  =  2B  uub  ba^cr 

2 

F=  (0  +  IB^n  -\-  0)^  =  iR^jt, 

Qxex  ift  feruer 

3i  =  (0  .  0  +  4  JB2jr  ,B  +  0.2R)^=l  B^n. 

3Rm  ]^at  \B^n  :  JJJSjr  =  B. 

gür  bie  ©albfugcl  ift  qQ  =  B^7t,  qH  =  lB^7C,  (Zä  =  0  für  /*  =  B 
ntib  ba^cr  2 

F=  (222jr  +  4  .  Ji22;f  +  0)  ^  =  iB-^Tt. 

$ier  ift  feruer 

3/  =  (B^n  .  0  +  4:  '  iB^Tt  '  IB  +  0  ,  B)  ^  =  \ B*Jt, 

SKau  l^at  J  i2*jr  :  §  B^tc  =  IB, 


^)  So^ti^^id^ß  Äurocubungcu  fiubct  mau  bei  ©olamüUer,  SugeuieursaJlat^C:^ 
matil,  1897. 
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2BtH  man  3nteßralre^nung  jut  SSeftimmung  oon  Si^roerpunlten  nei-; 
nwnben,  fo  ^at  mon  für  baS  ßinienelement  ds  bie  Setoftung  dsy,  für  baS 
gtöi^enelement  df  bte  SSetaftung  dfy  unb  für  baS  SBoIumeneletnent  dv  bie 
äelaftung  dvy  einaufü^ren,  roo&ei  Ein  (onftanteS  y  homogenen  SSelaftungen, 
ein  oerönberlid^eS  y  fieterogenen  Selaftungen  entfprii^t. 

gut  eine  ftutoe  gcfit  bann  j.  33.  baS  ailoment  ftti  bie  X  r=IS6enc 

2?(ip^p     über  in     \dsyx, 
tniS^renb  bie  aJlaffe  Sy^p  butä)  Usy  botgefteHt  roitb. 


gür  eine  ^äi^e  ^at  man  entfpredienb 

roäFirenb  bie  Stapfe  Z^p  burc^  \d/y  gegeben  ift 
gut  flötpet  ergiebt  fi(|  ebenfo 

2Jfipep  ^  {dvyz, 
nA^tenb  bie  ^Ilaffe  buitfi  \dvy  gegeben  ift. 

gfür  fiDmogene  ®e6ilbe  lann  mon  y  =  1  fegen. 
gür  ebene  giguren  lann  man  unenblii^  >  ft^male  ©tceifen  als  df  ein= 
fügten,  in  beren  ajtitte  (SRe(^tec()  i^t  ©d|n>erpun(t  onjnnefimen  ift.    SDlan  Ijot 
bann  für  gig.  262  a 

£lipXp  =  {t/xdx    unb    £(ipyp  =  l\y''dx 
Slip  =  jpdx 
unb  für  gig.  262  b 

SfipXp  =  iJCa«  —  x'*)dy    unb     2;(ipyp  =  J(a  —  x)ydy. 

i:iip-^\{a  —  x-)dy. 

älu^erbem  gid  für  bie  Segtenaung  bie  (Sleidiung  y  =  fix). 

güü  DoIIe  SlDtationäftäi^en  unb  91ütation§Earpei  ift  nur  bie  Sage 

beß  ©c^nKtpunfteS  auf  bet  Slc^fe  ju  beftimmen.    Jßier  lann  man  alS  Stement 

einen  Streifen  begni.  eine  Si^ii^t  annehmen,  bie  butt^  jroei  unenblic^sna^e 

$araQeIebenen,  fenfredit  jui  ^ct)fe  auSgefcfinitten  roirb.    ^Äan  ^at  bann,  fallg 


442 


2)ntter  9(bf(^itt.    dtüeiteS  Stapxtel 


[§76. 


bie  8I(^fe  gut  Z^U^\t  genmnmcn  wirb,  wit  gig.  263  geigt,  für  bic  gfläii^  bcn 
aJlantel  bed  JtegelftumpfeS  Ajß^^'  als  Slement  anaufel^en,  b.  ^.  tmn  l^t 

df  =  n(r  -\-  r)ds  =  2nrd8, 

unb  für  ben  ftörper  baS  SSoIumen  bed 
Stumpfet,  b.  ^.  man  l^at 


gtg.  263. 


Ä 


ö 

2)aiS  3Roment  in  Segug  auf  eine 
Sbene  burd^  UV,  fenlred^t  gur  Sbene 
bcr  S^i^nung,  ift  bann  für  df  gcgcBen 

B^ Jdz   als  2  7crzds  unb  für  dv  olS  nr^edz, 

\o  ha\^  gifo  Ei^pZp  für  bie  gflöd^e  über* 
gel^t  in 

2n\rzds 

unb  für  bcn  ftörper  in 

nxr^zdz, 

ßbenfo  ge^t  I^^ip  für  bie  gläd^e  über  in  2n[rds  unb  für  ben  flörper 
in  Tcir^dz. 

Slufeerbem   gilt   für   bie   SBegrengung   (ßrgeugungSlinie)   bie   (Sleid^ung 

^  =  fir), . 

Oft  ift  eS  groecfmöfeig,  5ßoIarfoorbinaten  cingufü^ren. 

gür  ebene  fluroen  ift  bönn  ds  =  rd(p  unb  x  =  rcos(p  unb  y  =  rsintp 
gu  feften. 

gür  ebene  glac^cn  ift  df=  rdrdtp  gu  fegen. 

gür  Äörper  x\i  dv  =  r^sind-drdd'dip  gu  fegen,  faHS  (p  ber  geo* 
grapl^ifd^en  ßönge  entfpric^t  unb  d^  bem  flomplemente  ber  Srcite. 

76.  Sie  Sebeutung  ber  Sd^ioer^unftdbefttiiimttngett  ittnetl^alli  bcr 
^Ijnamit  Qat  man  für  einen  Körper  feinen  ®ct)n)erpunft  beftimmt,  fo  barf 
man  in  biefem  baS  ©emic^t  beS  ÄörperS  vereinigt  beulen,  b.  ^.  man  barf 
ben  Äörper,  fomeit  bie  Sinroirlung  ber  Srbe  in  Srage  fommt,  frei  bcnfen 
t)on  allen  ftröftcn,  abgefefjen  von  bcm  in  feinem  ©d^roerpunlte  angretfenben 
©emic^tc.  Statt  beS  uncnblid^  gegliebcrten  ÄräftefqftemS,  mel^eS  ber 
gegenfeitigen  (Sinmirlung  t)on  ftörper  unb  (Srbe  entfprid^t,  tritt  alfo  eine 
eingige  Rraft  ein,  ftatt  beS  ffiörperS  ein  bgnamifc^cS  Ecntrum. 

3m  befonbem  gilt  auc^  für  Seroegungcn  ber  ffiörper,  ba^  bie  babei  aufs 
tretenbe  SIrbcit,  fomcit  fte  bem  ©eroid^te  G  beS  ÄorperS  entfprid^t,  für  eine 
©enlung  h  beS  ©d^merpunlteS  ben  SBert  +  /*  .  6r  unb  für  eine  $ebung 
h  beS  ©d^merpunfteS  ben  SScrt  —  h.G  ^at.    »ergl.  §  48. 

Sei  ber  SSered^nung  beS  ©emid^teS  G  eincS  flörperS,  beffen  SSolumen  V 

c 

ift,  l^at  oft  baä  aSer^öItniS  --  eine  Sebeutung.    $at  bcr  Äörper  bic  3Jlaffe 
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m,  unb  bie  mittlere  2)t(^ttgfeit  d,  \o  ift 

6r        mg       j. 

S5ei  einem  l^omogcnen  Äörper  ift  alfo  an  einer  Beftimmten  ©teKe  beS 

SlaumeS  (g)  ber  SBert  —  für  btn  ftörper  felbft  unb  für  beliebig  Heine  SEeile 

bedfelBen  eine  jtonftante.  2)a  biefe  oon  ber  ©toffart  (species)  ber  Aörper 
(®fen,  aiei  u.  f.  m.)  in  erfter  ßinie  obl^öngt,  fo  mirb  fte  ^fpecifift^eS 
©emic^t'  genannt. 

99egeid|net  man  fte  mit  ö,  fo  gilt  olfo 

ö  =  ö  ,  g. 

Qat  man  für  jmei  flörper  oerfd^iebenen  ©toffeö  <J  mxb  8  beftimmt,  fo  ift 

folange  leine  Snberung  oon  g  in  gfrage  fommt. 

S)ie  XabeUe  ber  ^fpecififd^en  ©emid^te'  ftimmt  alfo  mit  ber  labeße 
ber  ^SHc^tgfeiten"  uberein,  menn  man  in  Beiben  Z^aBeOen  für  eine  unb  biefelBe 
©toffart  (a-  ».  SBaffer  Bei  4»  g.)  ben  SBert  1  einführt 

ginbet  man  j.  33.  in  ben  SlaBeHen  Bei  (Sifen  (in  Bejug  auf  SBaffer) 
fomol^l  <J  =  7,5  als  aixä)  d  =  1,6,  fo  Bebeuten  bemnac^  biefe  gal^len  aSer^^ 
fc^ebeneg.  S)ie  Qa^l  6  =  7,5  fagt  unS,  ba^  ba^  ©emid^t  (©d^merbrud  ober 
©d^mergug)  eineS  Beftimmten  SJolumenS  ffiifen^  7,6  mal  fo  grofe  ift  afö 
baS  ®€mi(|t  (©c^merbrudt  ober  ©d^rocrgug)  beSfelBen  35olumcnS  SBaffer;  bie 
Qa^l  d  =  7,5  fprit^t  bicfelBe  a3e3ie]öung  für  bie  aJlaffen  au8.  3m  erften 
^Qe  mug  man  au^erbem  bie  SSolumeneinl^eit  beS  äßafferS  unb  beren  ©e^^ 
mid^t  lennen,  im  jmeiten  gfaUe  au^erbem  bie  SSolumeneinl^eit  bed  SBafferS  unb 
beren  SJlaffe.  S)aBei  mac^t  fid^  aBer  roieber  ber  Unterfc^ieb  amifd^en  bem 
pl^gfilalifd^en  unb  bem  ted^nifd^en  SKaM#cni  gcltenb  (oergl.  ©.  269  f.). 

S)a8  pl^gfif alif d^e ,  ted^ntfdfjen  SSer^öItniffen  ongepafete,  ©qftem  Braud^t 
ben  JtuBifmeter  atö  93olumenein^eit  unb  giebt  bem  ftuBümeter  SBaffer  bie 
aJlaffe  1000  aßaffenlilo,  olfo  baS  ©emid^t  1000  g  =  9810  ftrafteinl^eiten. 

©ier  l^at  ber  fluBiftneter  Sifen  bie  ällaffe  7500  aftaffenfilo  unb  ba8  ®e* 
roid^t  7500  g,  c8  ift  alfo  in  a3c3ug  auf  bie  SSolumeneinl^eit  S  =  7500  unb 
ö  =  7600  g. 

2)aS  ted^nifd^e  ©gftem  brandet  ben  ßuBihneter  afö  SSoIumeneinl^eit  unb  giebt 

bem  ftuBiftneter  SBaffer  ba»  ©emid^t  1000  ftraftlilo,  alfo  bie  SWaffe  i^- 

$ier  l^at  ber  ffubihneter  (Eifen  ba»  ©emid^t  7600  flraftfilo  unb  bie  SKoffe 

,  eS  ift  alfo  in  a3e3ug  auf  bie  SSolumeneinl^eit  c  =  7500  unb  S  = 

3n  beiben  gfötlen  ift  ö  ==  ö  .  g. 

3m  pl^gfifalifc^en  ©gftem,  mie  eg  in  ber  ^f)r)[xt  Benufit  mirb,  tritt  ftatt 
beS  SWeterS  ber  Zentimeter  ein,  moBei  ein  ftuBifcentimcter  SBaffer  einem 
©ramm  ällaffe  entfprid^t;  babei  ift  g,  meld^eS  im  SKeterfgftem  im  SKittel  ben 
SBert  9,81  l^at,  burc^  981  au  erfeften. 


^nmtni^m^tn  hn  $j^ifu  ncm  ^t^mtxifmM. 


L  Ser  Biftottpnntt  t>tx  ^omogenctt  Segrenjuttg  eitted  eBenett  ^fiitfecti^ 
(@tangcitffinfe(f)*  3cbc  ©cite  l^at  i^rcn  ©c^rocrpunft  in  t^rcr  3Kitte  unb 
tft  in  biefcm,  proportional  ju  i^rcr  2ängc,  belajtct.  SS  Ijanbelt  ftc^  alfo 
baruni,  bcn  ©d^rocrpunft  oon  fünf  fc^rocren  fünften  3u  finbcn. 

S)a3U  !ann  man  3.  SB.  bic  ftoorbinatcn  bcr  gden  gegen  ein  Äoorbinatcn^ 
Ireuä  in  ber  Sbene  beftimmen  unb  in  Se^ug  auf  beffen  Sld^fcn  bcn  SDlomentens 

fa§  anroenbcn,  man  fann  aber  aud^ 
Si0.  264.  unmittelbar  bie  Sitbftänbe  ber  SRitteU 

punfte  ber  ©eiten  oon  jroei  ©eraben 
bcr  Ebene  meff cn  unb  bcn  ättomenten* 
faft  anmenben. 

gerner  fann  man  aud^^  "lie 
gig.  264  3cigt,  erft  ben  ©d^mcrpunlt 
für  3mei  ©tangcn  beftimmen,  bann 
bie  britte  5in3une^men  u.  f.  f.  3n 
gig.  264  finb  bic  Selaftungen  ber 
Seilfd^mcrpunftc  unb  bie  leilpunftS* 
oer^ältniffe  ber  ©tredtcn  angegeben, 
©nblid^  fann  man  anc^  in  ber  3Dlittc  ber  ©tangcn  beren  ®cmi(^tc, 
parallel  3u  einanber,  burt^  ©tredtcn  barfteHen  unb  bic  SRcfuItantc  ber  bamit 
gegebenen  5h:äftc  burd^  ÄraftedC  unb  ©cilcct  beftimmen.  S)iefe  ift  eine 
©d^rocrlinic  beS  fjünf edtS.  S)re^t  man  bic  ftröfte,  parallel  3U  einanber,  um 
bie  3Kittcn  ber  ©tangcn,  3.  39.  um  90^,  fo  liefert  eine  SBicbcrl^oIung  ber  flon^^ 
ftruftion  eine  3n)eite  ©d^mcrlinie.    (aSergl.  ba3U  gig.  269.) 

2«  Set  Sf^toerpunft  einet  ^etctogcn  btla^ttcn  ^tttdt  AB.  S)ie 
Selaftung  mag  proportional  3u  bem  Duabrate  bc8  SlbftanbeS  00m  ®nbe  A 

3unc^mcn.    3^eilt  man  bie  ©tredEc  in  n  gleiche  3::cile  oon  bcr  ßänge  -,  fo 


finb  bie  Sciaftungcn  für  bie   cin3clnen  S^cilpunftc   proportional  3U  (-)  , 

{tJ'  {^J-'  *^«  ^'""*"**  ^  ®'3"9  °"f  ^  "^f"  Ct)''  (tT'  ©'■  •  • 

S)er  SKomcntcnfag  liefert  alfo  für  ben  Stbftanb  x  bc§  ©d^mcrpunftcS  bicfer 
aScIaftungcn  oon  A 


3.  u.  4.] 


Slnroenbungen  ber  Seljre  vom  ^d^tDerpunft. 
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a;  .  ^  (1  +  4  +  9  H ^a)  =  -^^  (1  +  8  +  27  + 


n» 


w- 


n3). 


fjfür  hw  w  =  00  ctöicbt  ftd^  a;  =  J  l, 

3n  Sejug  auf  bie  rocitcrcn  (Srenäbetrad^tungcn  oergl.  ©.  420. 

3.  Set  @cl^ttiet)iunft  eiited  l^ontogetten  ^otii^^tn^,  xük  er  6ei  ©e^^ 
njölbc'  unb  Särüdfcnpröfilen  oorlommt.  Unter  einem  florbbogen  oerftel^t  man 
einen  Sogen,  ber  auS  tangential  aneinanber  gefügten  ÄreiSbogen  aufammen* 
gefefet  ift,  mie  eg  gig.  265  für  eine  beftimmte  Sttnorbnung  jeigt. 

gig.  265. 


»egeit^net  man  bie  ©d^merpunlte  ber  JBogcn  AB,  BC,  CD  bejm.  burd^ 
^i,  S2,  Sg,  fo  finb  PiSu  i'25^2.  -^sSs  unmittelbar  burc^  bie  für  ben  ftreiS* 
bogen  entroitfelte  Formel  gegeben. 

gfür  AD  aK  Sld^fe  ift 

x^  =  F^Si  .  sinUö^  —  ^\    unb    x^  =  F^Ss  .  sm^45o  —  ^^ 

gegeben,  md^renb  a?,  =  FiS^  —  —cosa  ift.    ®er  3Komentenfa§  giebt  bann 

unmittelbar  x. 

gür  a  =  300  ift  x  =  0,380  r. 

®re^t  man  ben  ff  orbbogen  um  AD,  fo  ift  bie  Oberflöd^e  bcS  babei 
entfte^enben  $albraume8  gegeben  al§  0  =  2,502  r»  mäj  bem  einen  ber 
^ßappug^SuIbinfd^en  ©öge. 

4*  a)et  Bditottpmtt  ber  {gcmeineti)  homogenen  ©(^raubettlitiie*  SBcnn 
bie  Schraubenlinie  (oergt.  2fig.  266  a.  f.  ©.)  oon  A  auS  entfielt,  roie  eS 
@.  186  entroidelt  mürbe,  fo  befinbet  fid^  ber  erjeugcnbe  5ßunlt  nat^  jcbem 
oollen  Umgange  roieber  fenlred^t  über  A.  3ft  ber  eraeugenbe  $unlt  nac^  n 
ooHen  Umgängen  bei  weiterem  gortrüden  (9)  in  eine  Sage  gelommen,  bercn 
Jßroieltion  burd^  B  in  gig.  266  bargcfteOt  mirb,  fo  gilt  für  bicfe  2age  (^) 
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2>rtttet  abfijgnitt.    Stoeited  Itapitel. 


[4. 


a:  =  r  cos  9  =  r  cos  (n  .  2  sr  -[-  9) 
y  =  rsintp  =  rsin{n  .2^  +  9) 

2li 


2jr 


A. 


S)a  Vit  Schraubenlinie  ftetö  biefelbe  9ieigunfl  gegen  bie  xr:»Sbcne  l^at, 
fo  ift  il^re  ^ßrojeftiön  ^omogen,  wenn  fte  eS  fettft  ift  (oergl.  ©.  414),  unb 


lY     gig.  266. 


ny.OS'  =  ^y 


bemnac^  ift  ber  <S<^n)eq7iinft  t^ret 
^tojleltion  l^ier  jugleid^  bie  "^xo^ 
jeftion  i^red  Sc^n^erpimlteg.  ^ür 
jeben  ooHen  Umgang  f&Qt  bie 
$roj[eftion  beS  @d^n)etpunlteg 
nad^  0,  fo  ba^  0  bei  n  Umgöngen 
bie  Selaftung  ny  erl^alt,  falfö 
biefe  für  einen  Umgang  mit  y 
.^►x  bca^i^net  roirb.  SDie  ^ßrojeltion 
beS  ©^merpunfteS  für  bcn  weiteren 
Fortgang  nim  A  bilS  B  föOt 
nac^    5ßunft    S" ,    toeld&er    mit 

—^  '  y  belaftet  ift.     gür  ben 

©d^mcrpunft    S'   ber   5ßroieftion 
ber  @(!^rau6enltnie  gilt  olfo 


2% 


SS 


=  -T^y  ios"  -  OSO. 


b.  ^.  man  l^at 


3)0  OS"  =  r 


•   9 
2 


n  .  2n  -f-  arcq> 


ift  fo  ^at  man  ferner 


OS'  =  r 


SRun  ift 


n  ,  7t  -\-  arci 


(p  rh 


V 


rh 

nz 


=  —  •  sm 


9 


hy 


^,  =  OS'cos^  =  j^sing>  =  j^^ 


unb 


2/ü  =  08' sin  : 


9 


2rh8in^Z 


2  _  rh(l 


Itcz 


'Im 


cos  (p) h  (r  —  x) 

2xz 


Der  gefuc^te  ©c^mcrpunlt  S  ber  ©d^raubenlinic  liegt  über  S'  in  ber 
Qbf)t  Zq=:=\z,  ha  bie  Sbene  burc^  bie  äRitte  ber  äd^fcftred e  {z),  fenlrec^t  ju 
bicfcr,  ©d^roercbene  ift. 


5.] 


SlniDenbungen  bei  Seigre  omn  ^voexpunit 
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5«  Set  Si^ttier^unft  bei;  ftümoqtntn  ^ettettlinie«  gfüx  ein  S(ement 
ber  flcttenlime  MN  ift  bog  aJloment  in  Sejug  auf  bie  X*3Id^fc  (ocrgl. 
giß.  267)  gegeben  aK  itf  JV .  y.    S)a  M'N'  =  MNcos  s  unb 

H  cy  c 


coss  = 


ift  fo  gilt 


Jf  ^  .  2/  = 1 \ .  y. 


S)a  nad§  ben  frül^eren  ©ntraidelungcn  (oetgL  ©.  357)  y  =  )/sM-^ 

ift  fo  gilt  auc^  T^,v/      2 

Jf  JY .  y  = ^ . 

c 

^a  y  =  ^\e^^  +  e"  V  ift,  fo  ift  olfö 


(2X  2  X\ 

c"*"^  +  2  4-  e~  '). 

SHefcr  aiuSbrud  ift  für  jebeg  ffilement  M'N'  oon  OB"  =  l  ju  bilben 


unb  bie  iSumme  biefer 
8lu§brücle  giebt  ba^ 
SRoment  oon  CB  in 
Seaug  auf  bie  XM6)\e. 
Seilt  man  05'  in  w 
gleid^e    Seile    von    ber 

©röfee   -,  fo  ift  alfo 
.    n 


gig.  267. 


4 
c 


ix 


WW, 


-M'N'e 
4 


c 


»^X 


z 


für  Jlf' JV'  =  —  unb  X  =  —,  — ,  — ,  •  •  •  —  AU  bilben. 

71  n      n       n  n 


+  ^ 


gür  M'N'e    '   tx^äü  man  ben  Slnfaft 


JI  = 


2J 

ine 


n 


l       - 

n  n 


7        il 


+ 


n 


2_nl 


21 


gör  e'»<'  ==  a  l^t  man  bemnad^  ferner 

X  =  —  (a  +  «a  +  •  •  •  «")  =  — ^^ 7-^  •  — 

n  «  —  1  w 

e^^U^   —  l)  , 

•  r. 


/^i     .     2Z    ,    1  4Z2 


nc 


w^c« 


■) 


r 
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S)rttter  Stbfd^nitt.    3n)eüc8  ftapitcl. 


6.] 


3für  7«»i  n  =  00  ift 


SDicfelBe  Sctrat^tung  gießt  für  M'N'e 


K' 


/      a  i  \ 

=  _-^(rT_i). 


gür  II'JV'  felBft  erhält  man  notürlid^  bei  ber  ©ummation  OJf  =  Z. 
S)a3  gefud^te  äRotnent  ift  alfo 


c 
4 


8 


+  !'• 


S)a§fcI6e  SRoment  ftcllt  ftd^  bar  atö  A  .  ^o .  föD»  man  ben  SIbftanb  beS 
Sd^merpunlteS  beg  SogcnS  BG  tjon  ber  Xt^Sld^fe  burd^  ^o  bejeid^nct.  SKan 
]^at  alfo 


2/0  =- 


+ 


31 


—  e     V 


+  ic7 


S)a  s  =  |-  (/  ^  —  e    0  ift,  fo  ift  A  =  -^  (/  ^  —  c    0.  »u^erbem 


gilt  für  B 

x  =  l    y  z=  h  +  c 
2)emnad^  lä^t  ftc^  ^o  <^u^  fd^reiben  dfö 


yo  = 


=  Uä4-c)  +  || 


SBegeid^net  man  ben  9lbftanb  bel^  Sd^merpunlteS  S  von  ber  ®eraben 

AB  buxäj  Yo,  fo  ift 

c    i 

yo  =  (Ä  +  c)  —  yo  =  K^  +  c)  —  -^  y 

gür  bie  gange  Aettenlinie  liegt  ber  @d^merpunlt  auf  ber  @gmmetralen 
in  berfelben  Qbf)t, 

6«    3)et  6fl^ttier)ittnft  ber  f^Vädft  einei^  ebenen  l^ontogenen  ^ünfecti^, 


T 


Sig.  268. 


o 


bcffen  Stfcn  burd^  ftoorbinaten  gegeben 
ftnb.  aJlan  gerlegt  baS  gfünfedt  in 
JCrapcje,  roie  eg  gig.  268  geigt,  unb 
roenbct  ouf  biefe  bie  gormel  an,  meiere 
©.  427  angegeben  mürbe. 

gür  {x,  =  2,y,  =  10),  (a:a  =  10, 
y,  =  U),  (x,  =  lS,  y3=--12),(x,=16, 
Va  =  6).  (-^ö  =  8, 2/5  =  2)  erhält  man: 

1760       ,^^  1472       ^^ 

^  =  -Jtj-  =  10,3     y  =  -p^  =  8,6. 


7.] 


^[niDenbungen  ber  2tf)xt  vom  Sd^ioerpunft. 
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7.  @ra^^oftfltifd^e  £Bfung  bey  Aufgabe  9lx.  6.  SS  ift  ber  ©d^mer^ 
punit  beS  unregelmA^igen  gfünfedd  DEFGH  gu  beftimmen. 

S)ie  oon  D  ouS  gezogenen  SHagonalen  (gftg.  269  I)  liefern  bie  %ÄU 
breiede  beS  gfünf edi^,  beren  3n^alte  ben  in  SSetrad^t  ju  jie^enben  parallelen 
itröften  gleid^  ftnb.  Sur  ftonftrultion  biefer  ftröfte  fei  (gig.  269  II)  am 
auf  an  fenhed^t.  3ltit  Senugimg  ber  (Einheit  ^cm  mac^  man  a2  =  2,  ah^, 
ah^  unb  ah^  gleid^  ben  brei  ©ö^en  ber  ©reiedfe  EDF,  FJDG,  GDH,  foroie 

Sfig.  269. 
I  V 


<i«i,  aa^  unb  aas  fll^^  i>^  *>tei  ®runWinien  -EF,  FG,  GH  berfelben  Shceiede. 
Serbinbet  man  nun  2  mit  a^,  a^  unb  o,  imb  jie^t  oon  Ai,  ^2  unb  ^s  mit 
biefen  Serbinbungditnien  parallelen,  fo  erl^olt  man  in  ben  Sinien  aPi,  aF^ 
unb  aP^  bie  gefud^ten  ftröfte,  meldte  in  ben  ©d^merpunften  ber  £eilbreiede 
angreifea  (oj  unb  o,  fallen  in  gig.  269 II  jufammen,  ba  EF  =  GH  ift). 
3ia6)jbtm  nun  (gig.  269  III)  baS  ftraftepoltigon  0 ,  1 ,  2 ,  3  mit 
^cm  als  Sin^eit  oerjeid^net,  ber  ^ol  C  beliebig  angenommen  unb  bie  SSer- 
binbungSIinien  oon   C  gejogen,   fonftruiere   man  (gig.  269  I)    ba8  juge:» 

ffiernide,  SRec^anif.   i-  29 


W' 


450  Dritter  Hbft^nitt.    SroeiteB  flapUel.  (8.  u.  9. 

^önge  SeUpoIiiSDil  OiK^KtKtOg;  bic  6etben  äugerftm  Seiten  beäfelben 
[ufern  in  i^em  2)uTc^fi|nttt$puntte  F  einen  $unlt  bec  Slefuttante,  unb 
bie  mit  ben  ftiöften  paroM  gegogene  ßinie  TV  giebt  bie  SRit^tung  biefec 
Eftefultante  on.  3Ran  bte^e  jefit  bie  brn  ftififte  P,,  Pj,  P»  in  gig-  269  I 
um  90",  unb  benuge  baSfelbe  Stt&\tepolr)Qon,  inbem  man  eS  um  ben  $oI  C 
ebenfadS  um  90«  gebiel|t  bentt.  Sabei  merben  oDe  @tral|[en  beS  neuen 
■äßoliigonS  normal  ju  benen  beS  alten,  unb  eS  fmb  bemnad^  bie  ©eiten  beS 
jnieiten  @eilpofr)0on8  nur  normal  ju  ben  ©trauten  btS  bereits  gejeic^neten 
©eilpoIqgonS  (gig.  269  !II)  ju  geilen,  o(|ne  bafe  man  bie  Seit^nuns  ^^ 
neuen  ftrafte))Dli)gonS  notmenbig  ^atte.  S)er  Slurdifc^nittSpunft  TV  ber  beiben 
Augerften  Seiten  beS  jtoetten  @eiIf)oIi)gDn8  O'iK'jKiEiOi  ift  mieberum  ein 
5punft  ber  gefud^en  3le(uItonte,  beten  Stiftung  in  bie  mit  ben  jegigen  ihofts 
rii^tungen  gejDflene  ^roQete  WW  fflUt.  3)er  SJurt^f^nittSpunlt  S  oon 
VV  unb  WW'  ift  ber  flefudite  ©(^nierpuntt  brö  Dorgelegten  5ßolqgon8,  imb 
bie  Strede  0  3  im  ftväftepolggon  ift  gleich  ber  @umme  ber  brei  jhfifte,  b.  I|. 
r»  ift  ber  3n(|alt  ber  gegebenen  gigur.  Sei  ber  (Einheit  oon  |  cm  unb  ba 
03  =  4,28cm,  ergiebt  p(§  oIS  3n(|0tt  beS  günfetfS  4  .  4,28  =  17,12 qcm. 
SDtan  latm  aud|  unmittelbar,  orie 
in  gig.  264,  ben  St^merpuntt  ber  brei 
ft^meren  fünfte  Ä^,  A^,  A^  fui^en, 
für  roelc^  bie  gifi^en  ber  aieitbreiede 
bie  Selafttmgen  finb. 

8.  Sei  St^tpcrpuntt  eine» 
®(^ienenfirofiIö.  S)er  Sc^nierpunttSs 
obftanb  X  beS  ©c^ienenprofilg  (gfig.  270) 
Don  ber  unteren  ffante  ^2>  ift  5U  be< 
ret^nen,  unter  ber  33orauSfe$ung,  ba& 
bie  frummlinigen  ^grenjimgen  burdi 
bie  in  ber  gigur  angegebenen  gcraben 
Umriffe  erfegt  nwrben.  E&obei  fei 
AB  =  limw.  AD  =  93mm,  EF 
=  13mm,Eff  =  53mm,  ÄL:=64iiuii, 
KM=  21mm,  unb  bie  $b^  beS  ^r» 
aUeltropeaeiS  GHLK  glc«^  32  mm. 
_  263666,2  _ 


lg.  270. 


4197 


'  =  60,4  m 


9.  @rii)i^ofl«tifi^c  Se^attblung  Von  9It.  8.  SS  ift  ber  ©t^rpuntt 
beS  in  gig.  271  uorgelegten  ©i^nenprofite  ju  teftimmen. 

33a  bie  gigur  in  SSejug  auf  bie  ßinie  WW  fqmmetrifi^  ift,  fo  ift 
boS  in  ber  3lr.  7  angegebene  aSetfolren  nur  einmal  in  Sejug  ouf  bie 
jur  ©gmmetrieac^fe  WW  normal  genieteten  ffrfifte  in  SInroenbung  ju 
bringen.  3"  bem  (Snbe  benle  mon  boS  ©i^ienenprofil  bun§  Sinien  normal 
ju  WW  in  giadienftreifen  jerlegt,  twft^e  als  5|JaraneIttQpeae  angefe^en 
tcerben  ICnnen  unb  beren  @CI|en  fo  Hein  gemfi^lt  merben  mbnen,  ba^  man 


9.] 


Slnioenbungen  ber  Seigre  mm  ©dgroerpunft. 
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Stß.  271. 


bie  entfpred^enben  Sd^iDerpunfte  in 
ben  älttttenftngen  ber  betteffenben 
^aroneltropege  anne^en  barf. 
3ft  btcfe  Slnno^me  in  befonbcren 
gfällcn  unjuläf ftfl,  fo  ift  ber  ©d^mer* 
punit  nad)  ®.  426  unb  427  ju 
beftimmen.  S)er  3nl^aU  eincS 
fold^en  ^roSeltrapeaeS  t» .  h,  unter 
m  bie  aRitteÜ&nge  unb  h  bie  @d^e 
begfetten  oerftanben,  ujerbe  in  ein 
Stec^ted  üon  ber  Seite  a  (gleich 
ber  gemeinfd^aftlid^en  Qfläd^enbaftS) 
oenponbelt;  bann  ift  alfo  mh  =  ax 
ober  a:m=h:x, nJorauS  ftd^  x leidet  i5 
tonftruieren  Iftfet.  gür  bie  Slnna^me  u 
«  =  2,6  cm  beftimmt  man  x  au8   ,5 

ber  Proportion  -^  :  -  =  -  :  a?  3,  S. 

für  a&ce^  auf  folgenbe  äBeife. 

S)urd§  ben  Snbpunit  /  ber  äßittellange  ef  beS  ^araüeltrapeaeS  ahcd  gicl^t 

29* 


462  tnÜUt  Sbf^nUL    dnxUeS  OaviUl  [10.  a.  11. 

man  eine  ißatcllete  jur  ©gmmettieoi^e,  ttfigt  auf  berTelben  —  =  0,65  cm 

Don  g  aus  US  k  ab,  unb  Detbtnbet  k  mit  bet  3Ritte  I  oon  cd;  eS  ift  MP  =  j- 
baxm  Qinäj  bet  auf  u  lebujierten  gl&t^e  beS  ^aOeltiopegefi,  untei  Jf  bie 
anitte  bei  äRitteUfinge  oecftanben. 

^Beträgt  x,  mit  bem  Sängenina^ftabe  gemeflen,  j.  8.  0,75  cm,  fo  tft  ber 
3n^a(t  beS  ^aOeltroiieaeS  gleii^  a  .  x  =  2ß  .  0,75  g[eid|  1,95  qcm. 

9Iuf  bie  fjiei:  angegebene  SSeife  ftnb  bie  ^n^alte  ber  ^aioQeltmpeje,  baS 
fmb  bie  angieifenben  ffiQfte,  beftimmt  unb  banat^  tft  bei  Aififteplan  (jejeic^net 
tvoiben.  S>ei  Surc^fd^ttSpuntt  F  bei  Augeiften  Seiten  beS  ©eilpoI^gonS  ift 
ein  $unft  bei  Slefultante,  roelc^  noimol  gui  @Qmmetrtead|fe  WW  gerietet 
ift,  ba^ei  in  ber  Sinie  W  liegt,  loett^  im  SHmfif^mttSpuntte  S  mit  WW 
ben  gefüllten  St^merfiuntt  liefert.  S)ie  Strede  0  ...  16  ift  gleit^  ber  Summe 
bei  jhAfte,  b.  I|.  gleich  bei  Summe  bei  16  ^amOeltrapege  ubei  gleii^  bem  3ns 
^alte  beS  ©rfiienenprops.  3n  ber  oorgelegten  ^cic^nung  ift  0  . . .  16  =  6,7  cm, 
bo^i  ber  anmalt  be8  S^nenprofilS  glei(^  2,6  .  6,7  =  17,42  qcm.  Sta« 
©i^ienenpiofil  ift  in  0,65  bet  notüilii^  ®i3§e  gejett^net,  bai|er  ift  bei 
nw^e  3n^alt 

"•«■(öIb)"  =  ■"'»■ 

10.  3)«  €i^iticiiiiinft  einciS  ftf^StifAni  SieiecfS.  Eßeibinbet  man  bie 
fficten  Ä,  B.  C  mit  bem  aJHttelpunhe  0  ber  fluget,  fo  fmb  bie  3Ifi(%en  OAB, 
OBC,  OCA  bea».  J  Bittre c,  \R*arca,  \  R^arch.  foHS  man  ben  ihigel» 
lobiuS  buic^  R  unb  bie  Sehen  bei  entftanbenen  ffije  bmi^  a,  b,  c  bejeii^et. 
$iojtjieit  man  jtoei  ber  betrachteten  ^At^en  auf  bie  britte,  etnu  OBC 
unb  OCA  auf  OAB.  fo  roirb  bamit  auf  biefe  britte  gugleic^  baS  fp^rifi^ 
SJieiei  F  projigiert.  ^äx  F'  als  SßrDJettiDn  oon  F  ergfebt  fu§ 
jÄ*(arcc  —  arca  cosß  —  iirci  cosa). 
91ad|  bem  Sage  auf  S.  433  ift,  faU8  ber  SCbftanb  beS  SdtmeipunheS 
beS  fp^örif^en  S)reied6  non  OAB  buti^  ig  bejeii^net  roirb, 

BF'  =  X3F. 
fo  ba^  alfo  ailt 

90^1 »rct  —  rti-ea  coaß  —  urcb  cosk 

-1^    ß    -\.    y    —    1800  ■  ä 

Si9'  272.  3)ie  9l6ftänbe  x,  unb  x,  bejio.  Don  OBC  unb 

OCA  ergeben  fii^  auf  entfpiet^nbe  Sieife. 

11.  SJet  S^wet^untt  eine«  (icitittdigeti) 
Cicn^Sten.  3)ie  ißeibinbungSgerabe  ber  St^mer^ 
punfte  bei  oberen  unb  ber  unteren  ®runbfia(^  ift 
eine  ©i^roeilinie ,  auf  roddiei  bie  §ö§enlage  beß 
Sd|nKipun!teS  beftimmt  roeiben  mufi.  ©aju  jeie 
legt  man  ben  ObetiSten,  roie  Jlfig.  272  geigt,  in 
ein  Si^ieflant  AEFGPQBO,  in  aroei  breifeitige 


3-3  = 


12.]  Slnnoenbungen  ber  Beirre  x>om  ©d^toerpunlt.  458 

^^SriSmcm  EQBFBH  unb  OGBBFK  unb  m  eine  merfeitige  $gramibe 
B{FHKC), 

gür  AB  =  a,  BC=h,  PQ  =  a',  «12  =  b'  ift  Bei  einer  $öl&e  Ä 
gemö^  btm  SOt^mentenfage  bec  SIbftanb  bed  Sd^n^erpunlteS  oon  ber  unteren 
Orunbflödöe 

h        ab  4-  a'b  +  ah'  +  Sa'h' 


HJ 


2      2ab  -\-  a'b  +  ab'  +  2a'b 

12*  2)er  @il^uieY|iunf t  eined  fd^ief  oBgcfc^ittenen  breif eitigcn  $tt8tnad 
(2*  S«  eined  ^etld)*  (Sl$  ift  ber  ©c^n^erpuntt  eines  breifeitigen  fd^ief  ab^^ 
gefd^nittenen  ^riSmaS  3U  beftimmen,  beffen  Stonten  a,  b,  c  gegen  bie  ®runb« 
ebene  ABC  imter  bem  äStnlel  a  geneigt  {tnb  (gfig.  273  a). 

8ur  S5e[timmittig  beS  ©d^roer«  -«    273  a. 

punftSabpanbeS  u  von  ber  ®runb*  -^  „ 

ebene  ABC  lege  man  burd^  Ai  eine  rr ^ yc T7\  ^ 

Sbene  poraHel  gu  AjBC,  fo  bafe  /  \a  ^  /  ^\}"<^  \ 
ber  Äörper  in  bog  breifeitige  ^riSma  lQ^^"i^\\\VZ.^'l  /0<C  \ 
ABCEBAi  unb  in  bie  tnerfritige      y\.  '    ""**      /  .::>^  \    \ 

5ßgramibe  EBBiC^Ai  gerlegt  wirb,      //        j/^ ^^x\ 

roeld^e  legtere  burd^  bie  Sbene  EB^A^     c  B  C^ 

nneber  in  jroei  breifeitige  5ßqramiben 

gerlegt  merben  mag.  @g  feien  bie  Seiten  beg  StormoIfd^nittS  p,  q,  r,  unb 
bie  $d]^en  bei^felBen  h^,  hj,  h^,  fo  ba^  p  bie  normale  Sntfemung  ber  Aante 
BBi  oon  GGi,  unb  /^  bie  ber  flaute  AAi  non  ber  (Ebene  CBBiCi,  q  bie 
(Entfernung  ber  flaute  AAi  Don  CCi,  unb  ^2  bie  ber  flaute  BBi  von  ber 
Sbene  CAAiCi  Begeid^net.  3n  Segug  auf  ABC  ald  äßomenteneBene  ift 
baS  ÜRoment  beS  ^riSmaS  ABGEBA^ 

pJii     asina 

bal^  SRoment  ber  ^gramibe  EBB^A^ 

phiQ)  —  a)    (3  a  +  b)$inu 
6  i  ' 

ha^  äßDment  ber  ^tjromibe  EGiBiAi 

phiip  —  d)     (2a  +  6  -f  c)s«na 

6  4 

^ieraud  ergieBt  fid^: 

,    .       a»  +  &«  +  c^  +  a&  +  ac  +  bc 

tt  =  T  Sin  et ■ ■ ■ • ■ 

*  a  +  b  +  c 

3ur  SBered^nung  ber  ©d^njerpunltSentfernung  x^  oon  ber  Sbene  GBBiC^ 
^oBen  mir 

baS  aßoment  beS  $ri8ma8  ABGEBAi 

p  hl     hl 

-2- «3 

unb  iaS  3Jtomtnt  ber  ^qratntbe  EDBiCiAi 
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2)titter  ^fd^nitt.    3n)eiteS  Stapitel. 


[12. 


bo^er 


b  —  a  -\-  c  —  a     hl     hl 
2  ^3  '  4 


hl     2a  -\-  b  -{-  c 


X,=j 


S9et  entfpret^enber  3^^^^S^^0  finbet  jtc^  ber  Sc^tDerpunttSabftanb  a;.2  von 
bcr  ebene  C-l^iCi 

+  25  +  c 


4       a 


-{-h  +  c 


unb  ber  oon  ber  Cbene  ÄBBiA^ 


äRan  ate^e  burd|  ben  ©d^toerpunlt  S  eine  parallele  ju  ben  Jtanten  bed 
$riSm(tö,  n)oburd§  flc^  in  ber  ®runbebene  ABC  ber  $unlt  Q  ergeben  mag. 
aSerbinbet  man  benfeCben  mit  Ä,  B  unb  C  (gig.  273  b),  fo  ift 

hl  :  Xi  =  ÄF  :  QF  =  Hl  :  QL 
h^  :  Xj  =  BG  :  QG  =  Hi  :  QM 
hs:xs  =  CK:  QK=Hs:  QN, 

roenn  mir  mit  Hi,  H^,  H^  bie  $ö^en  beS  S)reiedS  ^J?C  bejeid^nen. 


»ig.  273  b. 


hieraus  folgt: 


2a  +  b  +  c 

a  +  b  -\~  c 
g  +  26  +  c 

a  +  5  +  c 
q  +  g>  +  2c 

a  +  b  +  c' 

moburc^  ber  $mtlt  Q  in 
ber  ©runbebene  ABC  ber 
ISage  nac^  beftimmt  ift. 
äBeiter  ergiebt  ftc^  auS  ber 

^Proportion  |f  =  -^ 

AQ  _  2q  +  3b  +  3c 
FÖ  ~"     2a  +  6  +  c    ' 

b.  1^.  Q  ift  ©(^merpunlt  jmeier  ©emid^te,  in  A  unb  F  mirffam,  bie  ben  Stuö*^ 
brüden  2a  +  5  -f  c  unb  2a  +  3l>  +  3c  proportional  fmb. 

3n  gleid^er  SBeife  foH  no(§  bag  aSer^dltniS  oon  BF  unb  CF  beftimmt 
merben.    Sd  ift 


^)  FC       JPP 


unb 


ober 


"•'' = I 


FP       ^F 


QM 
H,  —  QL 


H, 


BC; 


tlniDenbungen  bei  Sk^xt  oom  6c^n)eipun!t. 


FR        AF "        H, 


bafier 


BF 


H. 


H,     H,-QL    ^^' 

>N  _a+_b+_2c 


a  +  'Ab  +  c' 

b.  ^^  F  ift  her  ©(^roetpunlt  von  anwi  ®eimii|ten,  bie  pcoportionpf  bm  9Iu8= 
blöden  a  +  b  +  2c  unb  a  +  2b  +  c  in  ben  spuntten  C  unb  B  nrirfe 
fam  finb.  $ietaii8  folgt  fi^liefelic^:  Q  ift  ber  ©djinerpunft  nun  bm  in  ben 
fünften  A,  B.  C  miilfamen  (Sämd^m.  neldie  ben  SluSbiüden  2  a  -f  b  -|-  c, 
a  +  2b  +  c.  a  +  b  +  2c  proportional  finb,  Q  ift  alfo  nic^t  S(f|roetpun!t 
bet  ©ninbebene  A,  B,  C,  unb  SQ  fftDt  nid^t  mit  ber  5IfiilE|en'©c^n)erpuntt8= 
at^fe  beS  f<^ief  abgefc^ittenen  bieifettigen  ^itSmaS  jufammen. 

13.  $ie  Obtrflii^c  uub  ber  ^n^olt  k«  Jhiytitl  tintS  9(ff}ei> 
gctoanc&  Sßeim  fii^  bte  fi^roffierte  ^ac^e  bei  gig.  274  um  MN  biel|t, 
fo  entfte^t  ein  ftlofteigeroölbe.   3«^t  mon  ^^  *>en  ©dieitel        gjg  2^4 

Don  a  eine  Sßorallele  gu  MN,  fo  ift  ber  ©eltor  für  biefe  ^ 

$[d|fe  als  Summe  bei  fi^affierten  gtddie  unb  beS  SieiedS 

oufjuf äffen,  fo  bafe  ber  fflbftonb  x'  beS  ©(iin)erpunfte8  ber 

fdn^affierten  ^Adie  von  biefer  ^QlfSai^fe  leitet  buii^  ben 

^nomentenfatt  beftitmnt  nierben  tann,    9}eilleinert  man  x' 

um  r  C08  a,  fo  erffSti  man  ben  entfpiet^ben  Stbftanb  x  f üi 

bie  aii^fe  MK  gOi  ben  Sogen  ift  bei  SIbftanb  beS  Sd^toei» 

punIteS  non  bei  $öl^i$fe  faft  unmittelbar  gegeben.  ÜJtan  a 

erlKUt 

0  =  2r*3r(st»a  —  arca  cos«)  ■ 

F=  Jr'wf28trt«  +  ^C[>5«(»n2a  —  Qarca)], 

©ittb  bie  QS^t  h  unb  bie  SSeite  2  /  ber  fluppel  gege6en,tfo  ift  r  =  — ^j— 

unb  si»  «  :=  —  ■ 

14.  S«  aRantel  nnb  ba«  Solnntcit  einei»  flauen. 
SQon  einem  noimolen  Sqlinber  mit  freiSf5imigei  SJafiS  ift 
ein  ct)Iinbrifi§e8  ©tflif  burt^  eine  ebene  poroHel  ber  Sli^fe 
abgefc^nitten  roorben,  beffen  @nmbebene  alfo  ein  flreiS: 
abfdmitt  ift,  jum  ÜJlittelpunftSimnIet  2«  gehörig.    S)ei  auf 


bie  aSeife  entftanbene  Sg= 
linber  OKibe  an  feinen 
(Snben  beliebig  frfitef  afiflC' 
fc^tten.  <SS  ift  ber  3nl|a(t, 
fomte  bie  Irumme  Ober« 
f[a(^  bee  mm  entftonbenen 
jlörperS  ju  berechnen.    Sie 


Sifl.  276. 


456  Srlttct  Hbfc^niU.    gnieiteS  ftopiUt  [15. 

^tg.  275  (a.  D.  ®.)  ftelle  ben  betieffenben  Aöipet  dot,  ABG  fei  bei  tumtale 
Cuetfi^ttt,  T  ber  $oI6mefJer  be8  ffrcifeS,  ju  bem  ber  fflbl^itt  ABC  ge^t; 
ietner  (ei  DI/  =  k,  EE  =  a,  Ff"  =  b. 

3ft  S  bet  ©i^itpeipunlt  beS  Aiei8abf<^nitteS  ^£C,  unb  Ga'  bun^  S 
patoDet  ber  ©eite  beS  EgtinbeiS  gefegt,  fo  ip  ber  Sn^olt  (oergt.  @.  415) 

K  =  üü'  .  (9l6f^nitt  4BC),  b.  ^  man  f|ot 

,r^  '''  4[2A  — (a  +  b)]at»<>t'+3(afc2tt  — 3in2«)(n  +  b  — 2fcc»s«) 
12  1  —  cosa 

3\t  S*  bet  ©cfinjetpunft  beS  ftreiSbogenB  ABC  unb  ii'  burdi  ff 
paiaUtl  ber  Seite  bee  SpItnberS  gelegt,  fo  tft  ber  3n^alt  ber  Inunmen  Ober> 
flSdie,  b.  f|.  bei  atontel  (nergl.  ®.  415) 

M  =■  LL'  .  (Sogen  ^£C),  b.  ^  man  f|ot 

[2h  —  (fl  +  b)]sina  +  ore«{o  +  &  —  2Act*stt) 
1  —  cosa 

goHen  fei  bem  eben  öettat^teten  ftörpet  We  Sinien  FE  unb  F'E'  mit 
AC  jufommen,  fo  entftetit  ein  Alanen  ober  §«f  (gig.  276  a.  o.  ©.)■  S""^ 
biefen  ift 

Ar»  4  sffl  «'  —  äcoaa  (arc  2  a  —  stn  2  ») 

6  1  —  cosa 


M  ^ 


=  2ftr- 


-  arcaeoatt 


aSirb  in  bem  Alanen  ^C  gleit^  bem  S)ut(^meffec  2r,  bei  anittelpunftS» 
mintel  2  a  alfo  ju  180°,  fo  ift 

V=  |Ar»  unb  itf  =  2ftr. 

15.  3)n  S^tsctlPUttlt  bcA  UMhttffMiSVatafttUiiS.  2)er  ftetpei,  ben 
gig.  277.  S*fl-  ^'^'^  iwrfteKt,  tonn  bun^  Umbte^ung  einer  SlJoraBel 
B  entftanben  gebac^t  meiben,  beren  iSteit^ung  fOr  AM  afö 
X.ac^fe  yä  =  -Ipx  lautet,  gfit  J.K  =  x  unb  BJtf  =  y 
^at  bie  giöt^e  BMC  ben  3Bevt  y're  =  2pa;«,  fo  bafi  alfo 
bie  aßittelft^ittsformcl  fomo^l  für  boS  Solumen,  aI8  aui^ 
fQ[  baS  aßaffenmmnent  annwnbbai  ift, 

gut  AM=rli  unb  AN=  \k  ift  bejn».  y»  =  2pfc 
unb  y"  =  j)ft,  fo  ba^  bie  gUc^en  DNE  unb  fjirc  bejn). 
ü     2pAÄ  unb  pÄB  fmb. 
anan  E|at  olfo 

F  =  g  (0  +  iphx  +  2pha)  =  ph*ji. 

gär  eine  Sbene  bun^  Ä,  tHmtOel  ga  BMC,  gießt  bet  ailomentenfa^ 

g  [o  +  (4p/.'r)|  +  (2p;.a)A]  =  p.'i-K. 


16.  u.  17.] 

gut  ÄS  = 

b.  f).  man  f)ai 


SIntoenbungen  ber  Seiire  oom  ©c^toerpunft. 
X  ift  alfo 
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16«    Ser  @(^ioet)ittnft  btd  einfc^aligen  Umbre^nngd^^tieYboIoibd.   3ft 


a;2 


bte  ©lei^ung  ber  $t)perbel  gegeben  afö  —  —  —  =  i,  fo  l^at  ein  ©d^nitt 


a' 


6« 


a' 


beS  Äörperg  in  ber  ©ö^  ^r  bie  gläd^  a:*«  =  a^jr  +  -— ^a^r,  fo  bafe  jt(§ 

alfo  bie  ailittelfd^nittSformel  für  äJoIumen  unb  äRoment  ann^enben  lä^i  (^ig.  278). 
Statt  beffen  lann  man  beibe  ®rd^en  auc^  unmittelbar  berechnen. 
Wä  ^öl^e  beS  Sd^merpuntted  über  ber  zr^^Sbene  finbet  man: 

2  52    _^    /j3 


3 
4 


8  6-i  +  /t2 


Stg.  278. 


Sig.  279. 


O 


X 


17.     ^et  S^ttietyunft   bed   jioeifc^aligeti  Umbrc^nngd^^^ierbolotbd. 

3ft  bie  ©leid^ng  ber  $r)perbel  gegeben  aK  ^  —  ^  =  i,  fo  ift  ber  9lb* 

ftanb  bed  Sd^merpunlteS  oon  A  (gfig.  279)  gegeben  atö 

_  Ä     8a  4-  Sh 
*^°  ""  4  *    3a  +  Ä  ' 


Ifbung^n  ^nr  $e^re  mm  ^^mtx^mht 


1,  2)er  @d^toetpunIt  beS  UmfongeS  eineS  homogenen  ©ed^lSedS  (Stangen:^ 
fed^SedJS)  tft  au  befthnmen.    93ergl.  äintpenbung  9lr.  1. 

2»  (Sine  ©trcdc  AB  =  l,  todä^  in  n  fllet(^c  Icile  jcrlegt  ift,  wirb 
in  ben  etngelnen  Xeilpunlten,  oon  Ä  a\i&  gered^net,  mit  Seloftungen  oerfe^en, 
toü^  btsm.  proportional  fmb  gu  1  .  2  .  3,  2  .  3  .  4,  3  .  4  .  5,  .  .  .  SBo 
liegt  ber  ©d^roerpunlt  für  n  aK  Slnja^I  unb  n)o  für  Jim  n  =  oo  ? 

Z     4«  +  1 
n  5 


AS  =  -^  '        7      0«^t  fö^  ?«»»n  =  00  über  in  ^S  =  |/. 


3.  2)er  ®d^n)erpunlt  eineS  f(|n)eren  5treiSbogenS  tft  gu  beftimmen,  beffen 
guge^rige  ®e^ne  15  m  unb  beffen  ^olbmeffer  12  m  S&nge  l^ot. 

(£r  ift  11,11  m  oom  aWittelpunlte  entfernt. 

4.  äBo  liegt  ber  ©d^n^erpunlt  eineS  fc^meren  SogenS  Don  bemfelben 
©olbmeffer,  beffen  aKittelpunftSroinfel  34«  7'  ift? 

11,82  m  oom  äRittelpunfte  entfernt. 

5.  2)er  ®(^n)erpuntt  beS  itorbbogend  ber  9lnn)enbung  9h:.  3  ift  gu  be^ 
ftimmen  für  F^B  =  P^C  =  iJ  unb  P^A  =  P^B  =  P,C  =  P^D  =  r, 
ebenfo  bie  entftanbene  Oberfl&c^e. 

6.  2)er  @d^n)erpunlt  ber  jtettenlinie  ift  grop^ftotifc^  gu  beftimmen, 
]aV&  ber  Sogen  burc^  ein  n^dd  erfe^t  n^irb.  äRan  oergl.  bie  geid^nerifd^  ge«" 
funbene  Söfung  mit  ber  genauen  gormel  ber  Slnmenbung  9lr.  4. 

7.  SHe  Aufgabe  Sir.  6  ift  für  bie  Etiftoibe  burd^gufü^ren. 

2)er  @c^merpunlt  eineS  SBogenS  l^at  oon  ber  SSaftS,  auf  melc^er  ber 
Jhreil^  oom  9tabiug  r  roQt,  ben  9lbftanb  |r. 

2)edgL  für  bie  ^öd^e,  beren  @(^merpunttl^abftanb  \r  betrögt 

gfig.  280.  8.    2)er    ©c^merpunft    ber   ^öd^e    eined 

homogenen   ®tSßtd^   ift    gem&^    Slnmenbung 
9lr.  6  unb  3lr.  7  gu  beftimmen. 

9.  »on  einem  5ßaraIIeItropeg  (gig.  280) 
ftnb  bie  parallelen  ©eiten  a  unb  b,  bie  $01^  li 
unb  ein  äBinlel  a  an  ber  unteren  (Srunblinie 
gegeben.    ©8  ift  ber  fenlred^te  SIbftanb  x  beS 


b             b 
T             ä 

\ 

* 

1 

1 

a 
T 

a 
7 

10.  u.  11.] 


Übungen  jur  Seigre  oom  ©dgnierpunft. 
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®c^n)erpunltei^  S  von  berjenigen  bet  niäjt  parallelen  Seiten  beS  ZrapejeS  3U 
fteftimmen,  roeld^e  Sd^enfel  beg  SBinlefö  a  ift.    SRan  ^at  a?  =  x'sina,  b.  ^. 


,  a«  +  ab  +  1^2 
a;  =  I ; — 7 sm  a. 


10.    S)er  @(3^roerpunlt  für  ben  Duerfd^nitt  in  gig.  281  ift  ju  beftimmen. 

_  h,hf  +  ba/t^(2fei  +  feg) 


2(b,h,  +  h,h,). 


Sig.  281. 


i\ 


^  X 


Y        gig.  282. 


^^X 


^^/.   /l('^^'^-  ^-i>>X--  y^x/^y 


o 


Sig.  284. 
bs 


W 


b, 


I 


^1 


^^x 


11  ♦  S)er  ©d^werpunlt  für  ben  Ouerfd^nitt  in  gig.  282  ift  ju  be= 
ftinnnen. 

2)a  gig.  282  auS  gig.  281  burd^  SBerfd^iebung  bed  @tieleg  (nad^  linlg) 
entftanben  gebac^t  n)erben  lann,  bei  n)eld^er  fld§  baiS  ältoment  für  bie  Srunb:: 
tinic  nid^t  ftnbert,  fo  ift 

y  =  s. 
Slu^erbent  ift 

^    b,^fe,  +  hlh^ 

2  (61  fei  +  bjfea)' 


X 


460  Strittet  «bf(!gnitt.    3iiMiteS  ftapiiel.  [12.— 21. 

12.  Swt  Sd^roerputtlt  für  ben  ßuerf<^ititt  in  gifl.  283  (a.  o.  ®.)  tft  ju 
6eflimtnen. 

—  i  (^'  —  fti)  »>'  +  fti  (&  —  t*!)'  _  it 

"^  "'  (A  —  A,)b  +  /!,((>—  (»i)  '  *'  ^  2  ■ 

13.  3)er  ©i^rpunH  für  ben  Ouerf(|nitt  in  giß.  284  (o.  o.  ®.)  i(t  ju 
6efthnnien. 

__  6,h,'  +  btA,(2fti    +  ft,)  +  t>a/ta(2Ai  +  2ft,   4-  AQ 
*^  iiPihi  +  (*,/(,  +  bjÄ,) 

14.  S}et  @cf|nHTpunft  fär  ben  Queif^nitt  in  gig.  285  ift  ga  beftinmien. 

^  A*(6.  +  2b,)  +  (2Ai  +  M  3»^^ 
"-  3[h,(b,  +  b^)  +  2hht] 

15.  3)ei:  @(^imrpunlt  eineS  OHngftfldeiS  vom  Sentriwinlel  2«  unb  ben 
'  SHobien  r,  unb  r,  ift  ju  beftimmen.    gflc  ben  9I6< 

ftanb  ;  vtym  SRittelpuntte  gilt 


SSig.  286. 


gür  ben  ©albrfnfl  (2a=180»),   beffen  Uni= 
bce^ung  eine  $ot|nugeI  erjeugt,  ergiebt  fii| 


^' 

T"\ 

■y—r 

\i 

toie   unmittelbar   au8    bem   einen    bet  $a|ipuSs®uIbinfd|en  @ö^e  folgt. 
16,  17,  18.    ®tap^oftatif(§e  Se^anblung  ber  SJlr.  12,  13,  14. 

19.  JHei|tfertigung  ber  ßanbfi^  fflonftruftion  (oetgL  ©.  427)  für 
baS  £rape}. 

20.  33e8gL  für  baiS  Siececf. 

21.  Set  ©(^roerpunttSobftanb  x  beS  in  gig.  286  gejeii^neten  T-ßr* 
migen  Ouerf^nitteS  oon  ber  unteren  fflante  ift  ju  6ece<^n,  roenn  bie  in  ber 
gigur  einflef(^ebenen  SHofee  Sentimeter  briieuten. 

_  33.2.99  +  18. 1.97,6 +  8. 2 .93 +  98. 1.49  -t-  16.4.8 


;13.2+ 18.1  +  1 
15091 


.2+9 

:B7,6c 


1  +  16.4 


22.  —  27.]  ttbungen  aut  Seigre  t)om  ©d^roerpunft.  461 

22.  S)et  ©c^tvexpunlt  etnelS  jd^roeren  AreiSauSfd^nitted  ift  ju  beftimmen, 
beff en  aRittelpunf tönnntel  l  n  unb  beff en  ^albmeffer  6  m  ift. 

S)er  abftonb  oom  aKitteIpmtIte  ift  2,951  m. 

23*  2)ad  gnnfd^en  gn)ei  parallelen  Seinen  t)on  ber  S&nge  2  a  unb  2  6 
eineg  ftreifeS  gelegene  ©tüd  fei  fc^nier. 

SBo  liegt  ber  ©c^merpuntt,  n)enn  ber  ^Ibmeffer  beS  Streifet  gleich  r 
gegeben  ift? 

S)ie  8flä(|e  ift  gleit^  ber  SHfferenj  groeier  Äreigabfd^nttte  A^  —  ^a-  S)er 
©(^roerpunlt  liegt  auf  ber  t)om  OJtittelpunIte  bed  JheifeS  auf  bie  ©eignen  ge« 
fäHten  3lonnaIe,  unb  fein  STbftanb  z  oom  SRittelpunlte  ift 

a»  —  5» 


^  8 


Ai        A^ 

24.  i$AlIt  man  uon  bem  SDKttelpunfte  beS  Areife^  bei  ber  legten  ^t^^ 
ftimmung  bie  angegebene  9lr)rmale,  fo  teilt  biefelbe  bag  oorige  ^öd^enftücf 
in  ^xm  bngruente  £eile. 

SS  ift  ber  ®d^n)erpunlt  eineS  foId§en  f($n)eren  XeileiS  3u  beftinnnen. 

2)ie  (Entfernung  beS  ®(^n:)erpun!teg  oom  OJtittelpunIte  ftimmt  mit  bem 
in.  ber  norigen  Aufgabe  gefunbenen  SBerte  z  überein.  Sie  Entfernung  x 
beSfelben  oon  ber  gef&Qten  siormale  aber  ift,  menn  Ai,  A^  unb  r  bie  in  ber 
norigen  Slufgabe  angegebenen  93ebeutungen  ^aben,  a  unb  ß  aber  bie  falben 
©entriminfei  ber  ©eignen  bejeid^nen, 

lg  S(cosß  —  cosa)  +  cosa^  —  cosß^ 

2kAi         A2) 

25.  a^  fei  ber  ©ci^merpunlt  oon  bem  f^&d^enftüd  ju  beftimmen,  bai;^ 
oon  jmei  2^angenten  (bie  oon  einem  $untte  auS  an  einen  jheiS  gegogen  ftnb) 
unb  bem  bagu  gel^örigen  Sogen  begrenzt  ift.  3^  ^^^  ^^^^  tft  ber  $alb:^ 
meffer  r  beS  Streife!^  unb  ber  jugel^rige  Sentriminlel  2  a  gegeben. 

2)ie  Sntfemung  x  00m  äßittetpunfte  beS  Streifet  ift 

„  sin  a' 


^    sin  2  a  —  2arcacosa^ 


26.  S)er  ©d^merpunft  für  bie  glftd^e  AB  CD  beS  in  gig.  265  bar* 
gefteDten  JtorbbogenS  ift  ju  beftimmen.  S)er  Sbftanb  x  oon  AD  folgt  nad^ 
bem  SRomentenfage  als 

4  +  28  sin  a  -\-  cos  a  (sin  2  u  —  24  arca)      r 
TT  -j-  6  arc  a  —  sin  2  a  6 

gür  a  =  300  i|t  x  =  0,242  r. 

27.  2)er  ©d^merpuntt  eines  JtugeIabfd§nitteS  ift  }u  beftimmen,  ber  5U 
einer  ftugel  00m  ^albmeffer  4,2  cm  ge^drt  unb  ftc^  burc^  ben  3RitteIpunItS^ 
roinfel  15oiO'  beftimmt. 

ffir  ift  4,175  cm  00m  äHittelpuntte  entfernt. 
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S)rUter  abfd^nitt.    BmeiteiS  üopttel. 


[28.  «.  29. 


28.  9(uS  einer  ^olblugel  ift  ein  normaler  Jtegel  mit  IreiSfarmiger 
SafiS  ^erauSgefci^mtten  morben,  ber  mit  ber  $aI6Iugel  biefelbe  Qbfft  ^at, 
beffen  ©runbfläd^enl^albmeffer  ober  glefai^  ber  ©älfte  beS  ftugeD^oIbmefferS  ift. 

S§  ift  ber  ©d^merpunft  beg  ouggel^dl^tten  ftdrperS  ju  beftimmen. 
2)ie  Entfernung  üon  ber  unteren  @runbebene  ift 

0,449  r. 

29.  ^üx  bie  nebenftel^enb  gejeid^eten  fjfiguren  (fjfig.  287),  bei  benen 
MN  eine  fefte  Sld^fe  begeii^net,  fmb  auS  ben  eingefd^ebenen  9ßa^  bie  3n^ 

gig.  287. 


1 

M 


2 
M 


3 

M 


-p. 


N 


N 


7 
M 


N 

8 
M 


o 
M 


V.J) 


N 


P       N 


Slg.  288. 


a 


2. 

3. 


^alte  ber  DBerfläd^en  F  unb  ber  SSoIumina  V  ber  Umbrel^unggförper  gu  be» 
ftimmen,  bie  bei  einer  oottftänbigen  Umbrel^ung  ber  giguren  um  MN  cntfte^en. 

1.    F=  2äW;  V=r^nJ, 

F=nl(r,  +  r,);   ^=  f  W  +  ''i'-a  +  r^^l^  -  (r,  -  r,y, 

F=n[a(p  +  q)  +  Kp  +  r)  +  c(q  +  r)]; 

F=  f  jr/(i>  +  g  +  r),  menn  /  ben  Snl^olt  be8  burd§  bie  ©eiten  a, 

h,  c  beftimmten  ©rciedg  begeic^nct, 
F=  4Är>;  V=  ljtr\ 
F  =  1,14159  Ttr^;  V  =  0,09587  nr\ 
JP=  1,14159  Är2;  F  =  0,90413  ;rr 3, 
F=47C^ar;  Y=2n^ar^, 
F=  27tp(a  +  h  +  2c  +  2d  +  28  +  2r%)\ 
V=np[a(2c  +  2d  +  e  +  ^r)  +  he  -—  2r^nl 


4. 
5. 
6. 
7. 

8. 


30.  — 34.]  Übungen  gui  Scgie  uom  St^nerpiinft. 

30.    gut  einen  SÜng  oon  ^oIBfceiSfdnmgem  Ouet(i^nttt  i 
tft  Cdeifldt^  unb  3n^alt  p  beftimtnen. 


o  =  (.  +  ^) 


2k.  r«  +  a2n  .2r 


31.  Sine  Scfjiaulienfpinbel,  toelt^e  buidi  Seroegung  etnei  ^olbeKtpfe 
van  ben  ^olbat^fen  a  unb  b  IfingS  etneS  SqlinberS  oom  Oiobiug  r  entftanben  tft, 
umfaßt  2V«  Umgänge.  33el(^en  2EnI|aIt  ^at  bcr  St^taubenldtper  bei  Spinbet, 
roenn  bie  5tti^fc  2  a  in  ben  E^Iinbermontel  fflUt? 

r^2.75.(r    ■     '*''^"-     «''" 


32.  SSie  finbet  man  bie  ©diineipunfte  för  beliebige  eniptifdie  Segmente? 
aJetgL  ©.  431. 

33.  Sur  numerij^en  ffietedjnung  betOberftÄ^e  unb  beS  lubif^  3n» 
^alteS  üon  bem  nebengejei^neten  ©äulenfufee  (gig.  289)  feien  bie  ein« 
flef^neiienen  aibmeffungen  in  Sentimetetn  gegeöen. 

r,  =  1;  j-j  =  r,  =  2;  r,  =  3;  a  =  7;b  =  6;c=  1;<J  =  t«=  1; 
e  =  12;  i)  =  4;  g  =  21;  a  =  46". 

F=     4  249,11  qcm 
F=  12 172,03  cbcm. 

34.  %a&  in  gig.  290  geaeii^nete  Slofir  ouS  ffupfer  oom  fpecifilii^n 
«Beratet  8,8  beftelienb,  ^at  eine  anetaOrtarle  Don  6  mm  unb  einen  Augeien 


464  ÜTiittt  «bfi^tiitt.    SmtittS  flapittl.  [35.  u.  36. 

SXtK^efTer  oon  Sem.    XSie  fc^ivei  ift  baSfelbe,  wenn  bie  Qa^Un  bei  gigur 
(Zentimeter  bebeuten? 

SRotitquerfi^nitt  gleii^  13,96  qcm;  gtontfi^uerfi^nttt  gleict)  140,39  qcm; 
3n§att  bec  brei  glontfd^en  3  .  140,39  .  4  =  1,685  cbdm;  3n^It  bet  beiben 
geioben  9b)^renben  gleii^  13,96  .  10  .  2  =  0,279  cbdm;  3n^alt  beS  gto^en 

aSoßena  13,96  .  63  .  2ä|52;  gni^n  beS  (leinen  SogenS  13,95  .  31 .  2;r^; 

beibe  Sogen  ^nben  jufomnien  ben  3n^t  13,96 . «  (^^  +  -i)  =  2,980  ebdm. 

Skt  3n^alt  ber  ganjen  ERo^roerbinbung  ift  be8f|alE>  gleit^  4,944  cbdm  itnb  baS 
Oknrä^t  bcdfelben  beträgt  4,944  .  8,8  =  43,6  kg. 

35.  Se  ift  baS  @en)i(^t  ber  auS  SReffmg  oom  fpecifif^  ©enric^t  8,6 
befte^nben  ©c^taubenmutter  Oig.  291  o.  o.  ©.)  ju  betet^nen,  roenn  bie  in 
bet  ^igur  angegebenen  Wabe  Sentimeter  bebeuten. 

3nl)alt  beS  wCen  ffiÖtperS  1769,417  .  n. 

3nt|aU  bef  pofitioen  ©c^aubengetoinbeS  17  ■ 5 — j 

3nf|oIt  bet  au  fubttoliietenben  fiflltfung  -5-  ■  — ~-^ -  =  618,5 n. 

®m\^  bet  anuttei  1,250917  .  n  .  8,5  =  38,4  kg. 

Um  bie  ßinie  MN  (gfig.  292)  oIS  S)re^Q^fe  nietbe  bie  gigut 


We-  292 

Bis.  293. 

ÄBCJ3  flebrt^t,  bie  bü= 
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bu«^  gebübet  rootben 
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A 

Tangente  für  ben  ga  bem 

!: 

SÖogen  AB  ge^tigen 
Sftetfi  (onfttuiette.  S)ur^ 
bie  Umbtetjung  entfielt 
ein  nonnolec  obgeftumpf « 
ter  flegel,  bn  auf  feiner 

oberen  SrunbflO^c  nnni 

N 

Augelabft^ttt  trdgt. 

es  ifl  bie 

Sntfetnung  beS  Sc^nierpuidteS  bet  gigut  ^fiOD  von  bei 

attWft  if ff 

u  beftimmen,  roenn  r,  = 

ir,  unbA,  =ir,V3  ift. 

SS  ift 

f'« 

+  •■,••,  +  r,')  + 

|ä,(3.V  +  /,,0 

= 

(•■.  + 
t  2 

^»,  +  f  l«- 

-  ^  sin  12o4  2  3r:c, 

iBofiti  J,  üt  §5 

e  beS  Jtugelabfdinitteg  unb 

r  ben  SBobtuS  ber  ftugel  bejeiibnen. 

hieraus  etgteBt  ft[^  bei  9)enugung  ber  ubigen  Seite 

24  ■  '' 

f  ,/3=f  ,.'.(6Vli+.),b.6. 

X  =  0,362fi 

r,. 

37.  —  tö.]  Übungen  tax  Qe^xe  Dom  S^meTpuntt.  465 

37.  ®«i  Sn^citt,  foroie  ben  äßontd  be8  Dfenro^cfnieftüdte«  (gig.  293) 
tiat^  bm  angegebenen  SDla^en  in  Sentimetem  ju  6eieiinen. 

r=  ^  31»?!+^  .  2  =  138,88 cbdm 
jlf=«.31?*+_^.2  =  17  920qcni. 

38.  aSo  ließt  bet  ©(^toerpunh  beS  aRantelS  eine«  ilegelftumpfee?   S>er 
^bftanb  <^  non  ber  unteren  (SntnbfTadie  ift  gegeben  als 

^A     r  +  2p 

3   ■     T  +   f,' 

falls  r  ber  9tabiu8  ber  unteren  unb  p  bei  StobiuS  bei  obeien  ®iunbflä(^e 
unb  h  bie  $3^  ift. 

39.  So  liegt  ber  @c^r)nin!t  eineS  ^^lamibenftumpfeg?    2)er  9b> 
ftonb  £  oon  bei  Snb^Ai^e  ET  tft  gegeben  als 

^  k   U  +  2füÖ  +  30 

~  4  F  +  ypö  +  0 

faQS  0  bie  anbeie  QnbfiacEie  unb  h  bie  @ö^  be^eit^net. 

40.  SBd  liegt  bei  Sc^ineipunft  eineS  Dttanten  eine«  gnipfoib«  non 
ben  ©olbat^fen  o,  b,  c?  gig  294. 

9hnnnt  man  bie  $aI6aii^fen  als  entf^ireifienbeS  ^ 

Äieuj,  (d  ift 

3^0  =  1'»/     yo  =  fö,     «u  =  |c. 

41.  aSie  ftnb  bie  »etrat^tungen  für  gfig.  277, 
278,  279  auf  beliebige  Segmente  gu  Übeitiagen? 

42.  Sßelc^en  3n:^l  ^at  bei,  buic^  gig.  294 
botgefteHte  Äörpet,  faHS  AB  =  Ä':ff  =  s  unb 
2i  BKS  =  2i  B'KN  =  a  gegeben  'P?  ^ 

F  ift  mtab^ätigig  oom  9)abiu§  bei  Itugel. 

43.  SSo  liegt  bei  ©äimeipunft  bei  SSoffei» 

maffe,  bie  baS  bunfi  gig.  295  baigefteUte  Seffig  ^i„  296 

fflHt?    SSJcl^  »Qlumen  fafet  eS?  ..    ' 

Sinf<^Iie^(i(^  ObeiflQdre  unb  Soben^ä^e  finb 
fünf  ®cf|nüte  gelegt  beEjufS  Slnnienbung  bei  ®imp* 
fonfifien  SlegeL 

gftr  4^=rc  =  liD,  r,  =  l,lm,  ra  =  0,9m, 
r,  =0,7m,  rj  =0,4m  unb  JttJV= /i  =  2,5m  ift 

JlfiS=  0,95  m. 
S)ei  3n^oIt  ift  F  =  6,27  cbm. 
»einiift,  aUdSonl!.   I.  gQ 
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44*    Sin  mit  Slei  au^efüQtet  ®tein  toiegt  150  kg  unb  1^  bad  fpecis» 

ftfd^e  (SeiDid^t  7,3.    2>ag  barin  entl^Itene  Slei  ^bt  ein  (Setoid^  oon  100  kg 

unb  baS  fpecififd^e  (Szxoü^t  11,32.   äBelii^eS  fpeciftfc^e  ®txDx^t  l^at  bie  Stein» 

maffe  für  ftd§  allein? 

4,26. 

45.  Sin  ftegel,  ber  burd§  bie  $d^e  h  unb  ben  ^albmeffer  r  ber 
®runbe6ene  gegeben  ift,  befte^t  an^  ixvtx  Zeilen.  2)er  untere  SCeU,  ein  ab« 
geftumpfter  Regel,  l^abe  baS  fpecififc^  Semid^t  Si,  ber  obere,  b.  i.  ber  iu^ 
gel^drige  Srg&njungSIegel,  l^abe  baf^  fpeciftft^e  ®en)id^t  5^.  Sd  ift  bie  ^dl^e 
eines  jeben  ber  beiben  ftörper  ju  bered^nen,  xotnn  fte  gleiches  Sen^id^t  er«^ 
galten  foQen. 

QSS)t  beS  Aegetö: 


tri 


Si 

$dl|e  bed  ftegelftumpfeS: 


\         r  si  +  sj/ 


46.  9Bo  liegt  ber  ©d^merpunft  eined  ®tabed  oon  2  cm  2)ur(^meffer, 
ber  auj^  brei  oerfd^ebenen  ©ubftanjen  beftel^t,  n)enn  bie  erfte  bei  einem  fpeci« 
fifc^en  Semid^te  oon  1,825  eine  Sänge  oon  20 cm,  bie  jmeite  bei  einem 
fpecifif^en  ®enrid^te  oon  1,187  eine  S&nge  oon  62  cm  unb  bie  britte  bei 
einem  fpecififd^en  Oemid^te  oon  7,788  eine  ßänge  oon  6  cm  §at? 

2)er  STbftanb  oon  bem  Qnbe,  an  bem  bie  erftgenannte  Subftang  fid^ 
befinbet,  beträgt  51,6  cm. 


Sritteg  ftapttel. 

Crfte  Abteilung. 
pie  ISefefligittig^teattiotieii  0* 


77*    Sie  ScfKntttinttg  ^er  Stetftumen  tri  ftattfi^en  ftonfttitttiottett. 

Sie  Aörper,  xdA^  in  best  ftonftruIttDnen  ber  £ed^nit  oertoenbet 
lüerben,  fielen  entnieber  unmittelbar  ober  biird^  SSermtttelung  anberer  Jtdrper 
in  materieller  9Serbinbmtg  mit  ber  Srbe  unb  ftnb  infofem  unfrei,  im 
®egenfa|  gu  freien  ftdrpern,  b.  ^.  gu  fold^en,  beren  Semeglu^eit  nid^t  burd^ 
materieOe  9Ser6tnbungen  mit  anberen  ftdrpem  eingef(|rftnlt  ift. 

Um  bie  (Stnmirlung  folc^  SBerbinbungen  beurteilen  gu  Idmten,  ma% 
man  oerfud^en,  biefe  in  jjebem  befonberen  gfolle  burd^  Iträfte  borjuftellen. 

Solche  SkirfteQungen  finb,  bem  erften  Sel^rgonge  ber  $^fil  entfpred^enb, 
in  ben  frül^en  Jtopiteln  bereite  Dermenbet  morben;  bie  betreffenben  jtrdfte 
mürben  afö  Stealtionen  begeid^net. 

9tvmmtfjit  foQ  bie  Seigre  von  biefen  ftröften  audfül^lid^er  be^anbett 
merben,  unb  jmor  junöd^ft  unter  S3ef(^önlung  auf  ftatifd^e  Sonftrul« 
tionen,  b.  ]^.  auf  ftanftrultionen,  bei  meieren  ftd^  bie  in  SSetrad^  Immnenben 
ftarren  Jtdrper  gegeneinanber  unb  fc^ie^Ud^  gegen  bie  Srbe  in  Sfhtl^e  befinben 
bejm.  nur  fold^e  einfädle  Semegungen  au^fül^ren,  bei  meldten  boS  in  ber  Shtl^ 
Dorl^onbene  ®Ieid§genri(^t  ber  ftrdfte  ei^atten  bleibt. 

^erbei  icmmt  vat  allem  ein,  bem  principe  ber  $aarmirlung  ent^ 
fprec^enbeS  ®t)ftem  von  ®egenhftften  in  ^rage,  nftmlic^  ba^  ®emid^t  eined 
jeben  ftdrperS  unb  beffen  an  ber  ßrbe  ^aftenbe  ©egeniraft. 

2)a  mir  meift  unfere  9lufmertfamleit  gundd^t  auf  bag  ®emi(^t  einei^ 
JtdrperS  rid^ten  unb  erft  fpdter  beffen,  an  ber  Srbe  l^aftenbe  @egenlraft  be^^ 
trad^ten,  fo  pflegt  man  biefe  atö  9leaItion  (SlüdCmirlung)  bem  ©emic^te  afö 
Stftion  (SBirfung)  entgegensufteaen.    SBergl.  @.  12  u.  f. 

9ft  ein  Jtarper,  mte  i^  bie  Xed§ntt  oermenbet,  gegen  bie  6rbe  in 
9lu]^,  fo  l^ben  ftd^,  faQS  ni(^t  nod^  anbere  jtrdfte  babei  in  f^rage  lommen, 
ha^  ®enrid^t  beS  jtörperS  unb  bie  entfpred^enbe  Srbrealtion  auf,  unb  gmor 


*)  S)aß  Sßort  ^JBefefttgung"'  fofl  alle  Arten  ber  materiellen  ©erBinbimg 
iXDt\tt  ftdrper  mnfaffen,  bie  ftarre  S^rbinbung,  bie  Unterftö^ung  u.  f.  ro. 

30* 
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erfd^ettU  le^tere  habet  balb  atö  eine  Shaft,  balb  als  ein  @gftem  oon  Stompo- 
ncnten.  ffirftercS  ift  ber  gall,  n)enn  ber  ftörper  in  einem  5ßunfte  feiner 
@(^erpunItöoertiIaIen  aufgefangen  ober  unterftügt  nnrb,  Ie|tereg  tritt  3.  S. 
fc^on  ein,  n)enn  ein  gemd^nlid^  unbelafteter  Sallen  an  betben  Snben  ^ori« 
jontal  aufgelagert  ift,  ba  [xd)  l^ier  an  jebem  (fotbe  eine  SRcaftion  seigt. 

Sie  Slngriffgpunlte  biefer  Slealtionen  ober  itjrer  jtomponenten  liegen 
ftetS  in  materietten  ^unlten  beg  RörperS,  in  roeld^en  biefer  mit  anberen 
Aörpem  unb  boburc^  mit  ber  @rbe  in  93erbinbung  fte^t. 

%a^t  man  Jtdrper  imb  (Erbe  unb  etmaige  3nnfd^enUrper  alS  ein  ©qftem 
auf,  fo  finb  (Semic^t  tmb  Srbrealtion  innere  Jtrftfte  beS  @qftem3. 
äSergl.  @.  13« 

SBirlen  auf  einen  fidrper  in  ber  9ld^e  ber  (Srboberflftd^e  auger  feinem 
®enri(^te  nod^  anbere  ^&fte,  fo  lann  ber  ftörper  gegen  bie  Srbe  nur  bann 
in  SWul^e  fein,  menn  bag  Sgftem  aller  auf  i^n  einmirlenben  fträfte  im 
®Ieid^gemid^te  ift,  abgefe^en  oon  fträften,  meldte,  mie  eS  j,  85.  bei  ber  Sin* 
mirlung  ber  Sonne  ber  gaH  ift,  für  baS  gange,  au8  ftörper  unb  Crbe  unb 
etnxtigen  3nnfc^entörpern  gebilb^  Softem  nic^t  innere  jlr&fte  ftnb. 

2)ie  (Erfahrung  fd^nt  l^ier  gunddgft  au  miberfpred^,  ba  3.  S.  eine 
platte,  bie  man  in  l^origontaler  9Hc^tung  mit  ber  $anb  an  eine  oertilale 
SSanb  brüdt,  gegen  biefe  in  9tu^e  ift,  obmo^I  bie  SRefuItante  an^  Z>tnd  unb 
®tm(!^t  nic^t  oerfdiminbet. 

2)er  äBiberfpruc^  löft  fic^,  merni  man  bem  principe  ber  ^aarmirlung 
entfprec^enb,  jebem  oon  bem  ftörper  auf  bie  Sefeftigung  auggeübten  3^9^ 
ober  2)ru(fe  ftetg  eine,  oon  ber  SJefeftigung  auf  ben  ftörper  mirlenbe  ®egen* 
Iraft  juorbnet,  unb  menn  man  augerbem  aud^  nod^  fträfte  etnfüi^rt,  bie  inner* 
l^alb  ber  SBerü^rungSfl&c^e  jmifd^en  ftörper  unb  Sefeftigung  auftreten. 

3n  bem  oben  angefül^rten  SBeifpiete  mirb  ber  2)rud  gegen  bie  äBanb 
unmittelbar  bnxä)  einen  ^orijontalen  ®egenbrud  ber  äBanb  aufgehoben,  ba^ 
@tm(S)t  ber  Patte  unmittelbar  burd|  eine  ftraft  innerl^alb  ber  SBerü^rungg* 
flöd^e  ixm^äjen  ber  äßanb  unb  ber  Patte. 

(Eg  ift  gmedmdgig,  bie  ftr&fte,  meldte  a\&  ®egenlr&fte  beS  oon  bem 
ftörper  auf  bie  S9efeftigung  attdgeübten  3^0^  <>ber  2)rudeg  auftreten,  oon 
ben  ftröften,  meldte  ftd^  innerhalb  ber  SBerül^rungSflödCien  jeigen,  ju  unter* 
f (Reiben,  meil  man  in  oielen  gäQen  bei  Semad^Iöfftgung  festerer  bod^  gu 
einer  brauchbaren  2)arftenung  ber  (Erfd^einungen  gelangt. 

fträfte  ber  erften  Slrt,  benen  man  aud^  bie  @rbrea!tion  iUiäfjUm  lann, 
mögen  SefeftigungSrcaftionen  (SSerbinbungSreaftioncn)  l^eifeen,  fträfte  ber 
jmciten  Slrt  merben  ^Reibungen  (SReibungSrealtionen)  ober  aud§  tangential* 
realtionen  genahnt. 

9lud^  bie  9leibungen  unterliegen  bem  principe  ber  ^aarmirlung;  eg  tritt 
ftetg  eine  Jlraft  an  ber  »efeftigung  unb  eine  ftraft  an  bem  ftörper  auf,  unb 
itoax  fo,  ba^  beibe  fträfte,  oon  benen  jebe  aK  eine  Siealtion  ber  anberen 
begeidgnet  merben  larni,  ©egenhäfte  finb. 

a3ef(5ränlen  mir  bie  ^Betrachtung  ein  für  aUemal  auf  fträfte,  meldte  für 
baS  aug  (Erbe  unb  ftörpem  unb  etmaigen  3n?if(^^nlörpem  gebilbete  Softem 
innere  fträfte  ftnb,  fo  gewinnen  mir  bemgemäg  bie  SRegel:    Soll  ein  ftarrer 
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Stbxptt  gegen  bie  Qrbe  in  Stulpe  fein,  jo  mu^  baS  Sgftem  ber  il^n 
angretfenben  ftrafte,  einfd^Iteftlid^  ber  SefeftigungSrcaftionen  unb 
ber  SteiBungen,  im  ®Ieid^gen)td^te  fein. 

2)amtt  ift  eine  notroenbige  Sebingung  auSgefproc^en ,  fte  ift  ober 
ni(^t  ^inretd^enb.  SBei  bem  ®Ieid^genri(^te  feiner  5trdfte  lann  ber  ftdrper 
in  Slu^e  fein,  er  lann  [x^  aber  auä)  in  gleid^förmiger  93erf(^ieBung  mit 
gerabliniger  gfül^rung  Beftnben;  man  barf  nur  bel^aupten,  ba^  ber  jtdrper  Bei 
bem®Iei(^gemi(|te  feiner  jhröfte  in  9lu^e  bleibt,  menn  er  einmal  in  Stulpe  ift. 

S)emgemA^  gilt  alfa:  Solange  baS  @i)ftem  ber  auf  einen  ftarren, 
in  ber  9lö]§e  ber  Srboberfl&d^e  befinblid^en  Jtörper  mirlenben 
ftr&fte,  einfc^lie^Iid^  ber  SefefttgunglSrealtionen  unb  ber 
^Reibungen,  im  ®Iet(^gemi(^te  ift,  fa  lange  befinbet  fid^  ber  ^fldrper 
gegen  bie  Srbe  in  Stulpe,  oorauSgefegt,  ba^  er  gegen  fie  für  ein 
3ettelement  in  Slu^e  mor. 

Sntfpre(|enbeS  gilt  für  jeben  Jtdrper  eines  ®t)ftemS  oon  ftarren 
Adrpern. 

93on  einem  Jtörper,  ber  unter  bem  Sinfluffe  von  Shröften  rui^t,  fagt 
man,  er  befinbe  fui^  im  Sletd^gemid^t;  gelegentlich  be^nt  man  biefe  9lud« 
brudfdmeife  auc^  a\x!^  auf  einen  jtdrper,  ber  ftc^  unter  bem  QHnfluffe  oon 
ftr&ften  in  gleichförmiger  äSerfd^iebung  mit  gerabliniger  f^^^^^S  befinbet, 
meil  in  beiben  f^Sen  baS  ®t)ftem  ber  5h:äfte  im  ®Ieic|gennci^e  ift  BlRan 
lann  m)(^  einen  @d^tt  meiter  gelten,  unb  aud^  bei  gleici^förmiger  2)re^ung  um 
eine  freie  Sld^fe  unb  bei  einer  entfpred^enben  Sc^raubung  vom  @Ieid§gemi(^te 
ber  betreffenben  Jtdrper  fpred^en,  ba  bie  inneren  jtröfte,  meldte  bei  S)re^ungen 
auftreten,  für  ftarre  flörper  nid^t  in  S^age  lommen  unb  für  ftörper  ber 
Sufeenmelt  bei  relatio  geringen  ©efd^minbigfeiten  oemad^Iöfftgt  merben  bürfen. 

3m  folgenben  f ollen  bie  Sleibungen  jundd^ft  oemadgiftfftgt  merben,  fo 
ba^  eS  ftci^  lebiglid^  um  bie  SefeftigungSrealtionen  ^anbelt.  äRan  beftimmt 
biefe  äleaftionen,  meldte  bie  SBerbinbung  eineS  JtdrperS  mit  anberen  Jtörpem 
als  jhrdfte  barf  teilen,  gemflg  ber  gegebenen  Sntnridelung,  inbem  man  {te  als 
unbelannte  ihöfte  anfielt  unb  für  ba^  @t)ftem  auS  biefen  unbelannten 
Jtrdften  unb  auS  ben  urfprünglid^  gegebenen  jtröften  bie  SBebingungen  beS 
(Sleid^gemid^teS  (oergl.  ®.  339)  aufftettt 

78*  Sie  9tea!ttonen  fttr  einen  ftarren  ftörper^  Hirn  bem  ein  ^utift 
mit  ber  (Srbe  ftarr  kierbunben  ift,  unb  bie  entfprei^enben  Srten  beS  @Ieii^« 
getoii^ted*  Unter  ben  SSerbinbungen  anrifd^en  einem  ftarren  Jtdrper  unb  ber 
als  ftarr  oorauSgefe^ten  Srbe  ift  bie  ftarre  Sefeftigung  in  einem  5ßunlte  Ä, 
mie  fte  burd^  ein  Stugelgelent  oeranf(i^auIid|t  merben  lann,  in  tl^eoretifc^er 
^nfidEjt  bie  einfad^fte.  ^anbelt  eS  fid^  nur  um  baS  ®emid^t  [G]  beS 
JtdrperS,  fo  ^at  bie  SBefeftigung  nur  baS  fenlred^t  abm&rtS  mirlenbe  ®emid^t 
beS  ftdrperS  aufgul^eben,  fo  bag  alfo  für  ben  rul^enben  ftörper  bie  in  Ä  an* 
greif enbe  Sftealtion  [B]  bie  ®egenlraft  oon  [6r]  ift.  S)abei  liegt  ber  ©d^roer« 
puttft  8  beS  5tdrperS  auf  ber  93ertifalen  burc^  Ä. 

Sei  einem  Jhtgelgelenl  bieten  bie  oerfd^iebenen  relatioen  Sagen  oon  Ä  unb 
S  auf  ber  SSertilalen  burd^  Ä  noc^  ju  einer  wichtigen  SSemerbmg  SSeranlaffung. 
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1.  Siegt  S  unter  ^,  fo  fe^rt  ber  ftdrper  in  feine  @(ei(i^en)id^tl^Iage 
gurücf,  n^enn  er  burc^  {leine  9lnftd|e  otilS  i^r  entfernt  nnrb. 

2.  Siegt  S  in  ^,  fo  bleibt  ber  Jtdrper  in  jeber  ©teOung  in  Sfhtl^,  bie 
er  unter  ber  Sinnrirtung  Seiner  Slnftdge  annimmt. 

3.  Siegt  8  über  Ä,  fo  tritt  unter  bem  Sinfluffe  Heiner  Slnftd^  feine 
diOdlifyc  m  bie  urfprünglii^e  Sage  ein,  ber  ftdrper  lommt  oielme^r 
in  ber  unter  1.  begeid^eten  Sage  jur  Slu^e. 

äRan  bejeid^  ben  3^tanb  ber  Jtörper  in  Sage  1  als  ftabiied 
([x^tttS),  in  Sage  2  al^  inbifferenteS  (unbeftimmteg)  unb  in  Sage  3  al§ 
labiles  (unftd^S)  Sleid^gemid^t. 

S9et  ben  oerfd^enen  @(^menlungen  beS  Jtdrperd  um  Ä  liegt  ber 
@äjia)exp\mtt  in  Sage  1  mdglid|ft  tief  unb  in  Sage  3  mdglid^ft  f^o^,  mäl^nb 
er  in  Sage  2  unbemeglid^  ift. 

2)ie  ©ic^r^eit  begm.  Unflc^erl^eit  beS  ©leic^gemid^ted  entfpru^t  ber  di^ 
fa^ung,  bc^  ein  fc^merer  jtdrper  jmar  oon  felbft  fallen,  aber  nid^t  oon 
felbft  fteigen  lann. 

3>a^  ®emid^t  beS  Adrpei^  [6r]  fteOt  bei  no(^  fo  Keinen  enblid^en  93er  «> 
rüdfungen  av&  ber  Sage  1  ben  alten  3uft(^i^  mieber  l^r  unb  fül^rt  bei 
nod§  fo  Keinen  enblic^en  Serrüdungen  ouS  Sage  3  gur  Sage  1,  mä^enb 
eS  für  Sage  2  nidgt  in  grage  lommt  0- 

Setrad^tet  man  bie  Slrbeit  beS  ®emid^teg  [6r],  meldte  ftetd  einer  ®en« 
lung  bed  ftörperj^  entfpric^t,  fo  ift  biefe  in  Sage  1  ein  äRapmum  unb  in 
Sage  3  ein  äihnimum,  m&^renb  fie  für  SSerrüdungen  aud  Sage  2  einen 
lonftanten  äBert  l^at. 

[6r]  leiftef  bei  SBerrüdtungen  au&  ber  Sage  1  negatioe  unb  bei  iBer^ 
rüdungen  auS  ber  Sage  3  pofttioe  Slrbeit,  m&^renb  bei  Serrüdungen  auS 
ber  Sage  2  leine  9Irbeit  oon  [G]  angufegen  ift.  2)a  ber  9lngriffSpunIt  oon 
[B]  feftliegt,  fo  leiftet  [S\  in  allen  Rollen  leine  Slrbeit  unb  man  lann  bal^er 
auc^  fagen:  2)ad  ®r)ftem  ber  oorl^anbenen  ftrftfte  leiftet  bei  nod§  fo 
{leinen  enblid^en  SSerrüdungen  an^  ber  Sage  belS  fidleren  ®leid^« 
gemic^teS  negatioe  unb  bei  nod^  fo  {leinen  enblid^en  ^errüdungen 
aus  ber  Sage  beS  unfid^eren  Sleic^gemid^teS  pofitioe  älrbeit, 
mä^renb  eg  für  SSerrüdungen  aui^  einer  Sage  bed  unbeftimmten 
©Icid^gemid^teS  {eine  Slrbeit  leiftet  2). 


^)  Sfür  unenblidgs  Heine  SSerrüdungen,  bie  man  in  erfter  Slnnä^erung  be$ 
trodgtet,  Toxxb  in  allen  brei  gäHen  feine  Slrbeit  geletftet,  ha  bie  fßaJ^n  ber  j&er:? 
rüdung  aund(j^ft  auf  ber  9ltd^tung  ber  Jhraft  fen{re(|t  ftel^t;  in  groeiter  ^nn&^erung 
aeigen  bie  SBerrüdungen  fdgon  ben  oben  begeid^neten  Ünterfdgieb. 

•)  3)iefe  8flegcl  Ift  einer  großen  Verallgemeinerung  fä^ig,  bie  fi(^  folgenber* 
mafeen  ergiebt.  (58  wirb  fpöter  gegeigt,  bafe  bie  (Sletd^ung  E  —  E^  =  ^,  meldte 
auf  ®.  252  für  S^erf (|iebungen  ftorrer  S^drper  abgeleitet  mürbe,  eine  meitere  ^ülttg^ 
leit  bat  unb  unter  anberem  überl^aupt  für  )Bemegungen  ftarrer  Stbipex  gilt.  äüHrb 
einem  ftarren  Äörper,  ber  fid^  in  Stulpe  beflnbet,  burd&  Slnftöfte  eine  fe^r  fletne 
(Snergie  E^  mitgeteilt,  fo  gilt  für  bie  (Energie  E  nad^  Stblauf  einer  geroiffen  3eit 
E  —  Eq  =  ^,  roobei  81  bie  Slrbeit  begeid&net,  meldte  bie  äußeren  Äräfte  tngmifd^en 
geleiftet  ^aben.  3ft  bie  SHu^elage  be9  jtörperS  boburdEi  (!^ara(terifiert,  ba|  91  für 
no(^  fo  Keine  enblid^e  ä^errödungen  auS  i^r  ftetl^  negatio  ift,  fo  mu^  E  —  Eq 
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^t  btx  $un!t  A  btt  $d^  A  aber  bn  SiboberflSi^,  wa^renb  ^S  —  }> 
ift,  fD  t^  baS  Potential  (oergL  @.  252)  in  Seaug  auf  bie  etbobetfldi^  fQt 
ben  Aörpei  in  ben  SteUimgeti  1  unb  3  gegeben  als  G(h  —  p)  unb 
G(h  +  p).  SBei  oBen  ajerrüifungen  auS  ßage  1  Hiöi^ft  eS,  bei  aUen  Set- 
tlidungen  auS  Sagt  3  nimmt  e§  ab,  bei  aOen  Senüdmtgen  avS  Sage  2 
bleibt  cS  lon^nt  O'Hveaufiai^e)- 

Skitere  ^{piele,  nKli^e  bie  Sefeftigung  in  einem  $unlte  eintgtnna^n 
oeranfdiaulufien,  finb  bie  9Iuf^ngung  etneS  flÖrpeiS  an  einem  ©eile  (^^oben) 
unb  bie  Unterftügung  eines  ftitrpeiS  buidi  eine  ebene  ober  Irumme  ^ad|e, 
falte  babei  bie  SerfiEirung  angenfifiert  ats  SerüEining  in  einem  fünfte  auf* 
flefnfet  roerben  lonn.  3118  SJeifpiel  für  ben  legten  ?foO  biene  bie  in  gig.  296 
batgefteüte  Unteiftfigung ,  bei  nwldiei  bei  Jtöcper  ouS  einer  ^oQihtgel  mit 
ÄeflelouffoB  befte^t.  ffluc^  ^ier  löftt  fic^  bcr  oben  beftimntte  Untetfi^ieb  bec 
SIrten  beS  i9Ieidigen))(f|täS  mieber  feftfteOen. 
gant  ber  Sc^merpunlt  S  b«8  ganzen  flötper»  °'^'_       ... 

in  ben  SJIittelpuntt  M  ber  $alblugel,  fo  nieiben 
Heine  Slnftöfee,  bei  benen  etroa  A'  ober  A"  an 
bie  Stelle  oon  A  tritt,  bie  @01|enlage  oon  S 
nii^t  Anbem,  fo  bag  niieber  bie  äirbeit,  roeli^e 
ber  Sage  beS  ftörperS  in  SSejug  auf  bie  6rb< 
obeiflAc^e  entfpric^,  fttr  bie  t)erf({|iebenen 
Stellungen  einen  (ünftanten  SBert  ^at  (un* 
beftimmtee  ©leü^gennt^).  ^Ot  S  auf  MA 
i.  SS.  in  ben  ^ttft  U,  fo  finb  -^'^  oi»"  A"U 
gtö^i:  als  417,  fo  bafe  bie  JBetrfidunßen  auS 
ber  burdi  AU  begeit^neten  SteOung  beS 
ft8i|Kr8  negatiner  Arbeit  oon  [G]  (fid^ereS 
@Ieidisenn($t)  entfprei^en. 

gaOt  S  auf  bie  ajeriflngerung  oon  AM,  j.  SS.  in  ben  Spuntt  0,  fo  finb 
A'O  ober  A"0  deiner  als  AO,  fo  bag  bie  äJerrOdungen  auS  ber  burc^ 
AO  bejrii^eten  Stellung  beS  ÄörperS  pofitioer  SIrbeit  oon  [G]  (imfltl^ered 
®Iei(^gennd|t)  entffnre^en. 

®oII  bei  @i^erpuntt  beg  gangen  AdrpedS  nacfi  M  faden,  fo  mäffen  bie 
ailaffenmomente  oon  ©albhigel  unb  Heget  in  Sejug  auf  bie  Segrenjungßebene 
buni^  M  einanber  gleit^  fein,  b.  f).  mon  ^t  f Üc  I|omogene  Waffen  A*  =  3  r' 
ober  3  =  2r,  b.  f).  ber  Qauptfi^nitt  beS  JtegelS  ift  ein  glei^feitigeS  Simtd. 

dEqlinbrifi^  ober  fcjnif(|e  Äörpert^n  au8  fioflunbermatl,  in  nwt^e  eine 
^olblugelfömtig  begrengte  Öroede  (Spinne)  etngefflfirt  ift,  oeranfdiaulii^en  ft^n= 
lirfie  iBer^flltniffe  (@te^flufmänn(^en,  Süppennönnt^en). 

Sanbelt  eS  fi(^  um  ein  beliebiges  ®qftem  oon  flrSften,  xvtl^  ben  in 
A  befeftigten  JtSrper  angreift,  fo  befianbelt  man  biefeS  fo,  ba^  bie  ctmo  ddi> 
Eianbene  Slefultonte  [B]  burt^  A  ge^t.    2)ie  SieaTtion  Don  A  ift  bann  bie 

ntgotii)  aber  E  <  E,  fein,  b.  E|.  bie  Snetgie  bleibt  unter  ber  <Srenjt  E,  unb  ba6 
®Itii^emi(f|t  ift  fixier.  S&r  unfer  Seifptel  ift  bas  ^otenaial  in  ber  Stu^ilage  be8 
fixeren  eieidiserotdits  ein  Vlintmum,  tn  bei  Sage  beS  unfu^eien  etlei^emit^te  ein 
aita!:imum. 
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©eflenttaft  non  [R].  ©oB  bet  Äftcpet  in  %äji  fein,  fo  mufe  01(0  boS  ehna 
Dor^onbene  SDloment  ber  Rtifit  twif^htben.  gfür  bie  Untcrfdinbung  ber 
SIrttn  beS  ©leii^iot^teS  gilt  aui|  ^,  ba|  bie  Sibett  bet  oot^anbenen 
Jhafte  >)  bei  Sertüdimgen  ottS  bei;  ßoge  beS  unbeftünrnten  ®UvSjg,emä^tS 
ben  äBert  9htll  ffcA,  mäffttab  fie  für  nod|  fo  Beine  enblu^  ESenüdungen  *) 
aus  ben  Sogen  beS  fidieien  ober  unfv^n  ®leK^enri(^eS  bejro.  negatioe 
ober  poftttoe  SSerte  er^It. 

79.  Sie  9!taftiontu  ffit  einen  ftittcn  ft8t)iet.  Dun  btm  jipci 
^Duftc  mit  ber  6tbe  ftact  nctbnnben  finb,  nub  bie  entfvrci^nben  Hitcn 
bcd  6IIet40ekoi4te$.    3ft  ein  ftarrei  Itörpec  in  amei  ^unlten,  ^  unb  £,  in 


[torrer  Sßerbtnbunß  mit  ber  (Srbe,  fo  gilt  bieä  sugleit^  für  bie  Oerobe  AB, 
fo  bo^  man  biefen  %aä.  burt^  A5rper  an  bre^baren  9Id^fen  oeronft^auc 
Ix^m  tarm. 

Sanbelt  eS  f"^  nur  um  boS  @eniid|t  [Cr]  beS  jtörperS,  fo  mug  ber 
©i^nierpunlt  S  mit  ben  fünften  .d  imb  5  in  eine  (Ebene  fallen,  nwl^ 
natürlidti  oertÜal  ift,  ba  [G]  unb  bie  Sieattionen  in  A  unb  £  bei  <3Iei%en)ii$t 
bem  ©age  Don  ben  brei  ftröften  (oergl.  @.  330)  unterliegen,  ©teilt  gig.  297 
biefe  SBertifalebene  bor,  fo  muffen  fi^  bie  Sleoltionen  »on  ^  unb  S  ouf  ber 
Sertilaten  oon  S  [(^neiben.  3ebem  fo(d|en  ©c^nittpuntte  0  ober  0'  ent« 
(prid|t  ein  flrfiftebreieiJ  für  bie  9tea(tiomn  [Rj]  unb  [Äs]  non  A  unb  ß, 
loie  e8  Sig.  297b  für  0  unb  gig.  297o  für  0'  barftettt.  SHe  Stufgabe 
I|at  alfo  unenblu^Eotele  Sbfungen,  t[t  olfo  unbeftimmt 

Sine  nxitere  Unterfut^ung  geigt,  ba^  fid|  biefe  Unfi^^eit  nur  auf  bie 
ftomponenten  oon  [J?^]  unb  [Sb]  erftredt,  md^ie  innei^Ib  ber  ®eraben 

')  Slon  fteOt  fie  bun^  baS  .9)nial'  bai. 
')  «erel.  bie  anmeifung  ouf  ©.  470. 
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AB  liegen,  n)ö^renb  bie  Komponenten  fentrec^  ju  biefer  ®eraben  xodijL  6e« 
ftimmt  finb.  B^'^B^  ^^'^  nftmlid^  bie  Slealttonen  für  irgenb  eine  Soge  oon 
0  nad^  AB  unb  fenfred^t  baju,  xm  eS  gig.  298  geigt,  fo  giebt  ber  3Ro» 
mentenfo^  für  A  a\&  2)re]^punlt 

—  Z  .  Tb  +  a  .  a  =  0,        b.  ^  Tb  =    ^ 


i 


ö. 


unb  für  ^  ofö  2)re^unlt 

+  2  .  Ta  —  b  .  ff  =  0, 


b.  ^.  Ta  =  ^  •  ff. 


3erlegt  man  not^  ff  in  ff«  unb  ffy,  fo  ift 


Yj,+    YB=Qy  = 


l 


ff  =  G  .  cose 


unb 


glg.  299. 


Za  —  Xb  =  ff a;  =  ff  .  s«n  f. 

2)emna(^  finb  bie  ftomponenten  ber  Stealtionen,  fenlred^t  ju  AB,  ooQ« 
ftänbig  Befttmmt,  für  i^re  Komponenten  tnnerl^alb  AB  ift  aber  mn:  bie 
algebraifd^e  Summe  bur(|  ff«  beftimmt,  nid^t  aber  bie  einaelnen  SBerte. 

äHan  fagt  üon  biefen  Komponenten,  fie  feien  ^ftatifd^  unbeftimmt', 
aber  biefe  3lu8bru(l8n)etfe  ift  irreleitenb.  Solange  man  ben  Körper  al8 
ftarr  auffaßt,  im  ©egenfafte  gu  ben 
t^atfäd^Iid^en  SSerl^ältniffen  ber  Stuften« 
melt,  ift  bie  Slufgabe  unbeftimmt,  fte 
nnrb  beftimmt,  mcnn  man  auf  bie  ftetS 
oorl^anbenen  gformönberungen  Stüdft^t 
nimmt.  S)er  Umftanb,  ba^  man  gu 
i^rer  Sdfung  nit^t  mit  ben  einfad^en 
gormein  ber  ©tatil  ftarrer  Körper 
auSlommt,  fonbem  baju  aud^  ber 
Slafticit  Atstel^re  bebarf,  l^at  ju  obiger 
älulSbrucfömeife  geführt,  meil  man  bie 
©tati!  ftinfd^meigenb  auf  bie  ©tatil 
ftarrer  Körper  einf(^rönlte. 

S)ie  Unbeftimmt^ett  ber  Slufgabe 
oerfd^minbet  fofort,  menn  man  für  eine 
ber  Sleaftionen  bie  SRic^ung  f ennt.  S)ie8 
tritt  3.  99.  ein,   memt   man  A  ober 

B  aK  5ßunfte  einer  bclannten  Unter ftüftungSflftc^e  auf f äffen  barf,  beren 
9lormaIe  bie  Stic^tung  ber  SRealtion  befttmmt.  (Sinen  fold^en  fjfall  fteQt 
gig.  299  bar;  ^er  ift  bie  StealtionSrid^tung  für  A  unb  bamtt  ber  ©d^nitt* 
punft  0  mit  [ff]  unb  bamtt  OB  gegeben,  fo  baft  nun  baS  5h:ftftebreied( 
[Ba]  unb  [Bb]  einbeutig  liefert. 

ffintfprec^enbeS  gilt  für  l^orijontal  gelagerte  ©allen,  nrie  fd^on  frül^er 
bel^anbelte  Stufgaben  jeigett 

Über  bie  Slrten  beS  (Sleid^genrid^d  ift  in  biefem  ga0e  baSfelbe  ju 
bemerlen,  mie  im  QfaHe  ber  oorigcn  ^Paragraphen,  g^ftt  man  gfig.  296 
als  9lormaIfd^nttt  eined  $albcglinber8  mit  aufgefegtem  bretfeitigen  ^rtSma 
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auf,  fo  gelten  bie  früheren  Setrad^tungen  meiter,  ebenfo  gelten  fte  für  einen 
an  einer  äld^fe  befinblid^en  Jtörper. 

äSirb  ber  ftdrper,  ber  in  Ä  unb  B  befeftigt  ift,  von  einem  Softem  oon 
jiröften  angegriffen,  fo  bel^anbelt  man  biefeS  ©qftem  fo,  bo^  bie  etma  t)or^ 
l^anbene  Slefultante  [R]  xn  Ä  angreift  unb  AB  eine  ber  SKd^fen,  etma  bie 
Z«3ldöfe,  mirb.  S)ie  Sefeftigung  vm'^  bann  [R]  fomie  [Mx]  unb  [My]  3er- 
ftören,  mäl^enb  für  baS  ©leid^gemic^t  femer  erforberlic^  ift,  bafe  [Mg]  ^  0 
ift.  (Siebt  man  [J8fJ  unb  [My]  ben  9lrm  AB  =  1  mtb  jerlcgt  man  [R] 
nad)  AB  unb  fenlred^t  bagu,  fo  fmb  bie  ftr&fte,  meiere  auf  $unft  A  unb  B 
mirfen,  fenlret^t  in  AB  mieber  einbeutig  beftimmt,  bie  fträfte  bagegen,  meldte 
auf  A  unb  B  inner l^alb  AB  mirlen,  merben  nur  in  il^rer  (Sefomtl^eit  burd^ 
bie  Komponente  oon  [R]  bargefteüt,  meldte  in  bie  ©erabe  AB  föQt. 

S)ie  gefud^ten  Sftealtionen  oon  A  unb  B  finb  bann  bie  (Segenlröfte  ber 
betrad^teten  5trftfte. 

^aben  bie  Jträfte  beS  ©gftemS  leine  ftomponente  in  ber  9tid^tung  AB, 
fo  lommt  natürlid^  aud^  leine  ätealtion  imterl^lb  ber  (Seraben  AB  jur  ®tU 
tung;  in  biefem  %aUt  oerfd^minbet  bie  Unbeftimmtl^t. 

S)ie  Unbeftimmt^eit  oerfd^minbet  femer,  menn  in  einem  ber  ^untte  A 
unb  B  bie  Slid^tung  ber  Slealtion  gegeben  ift,  bo(^  ift  bie  SBa^t  biefer  9tic^« 
tung  ftetS  auf  eine  (Ebene  bef(^r&ntt,  meldte  burd^  bie  ftetS  beftimmbare 
ftomponente,  fenlred^t  ga  AB  unb  burd^  AB  felbft  gegeben  mirb.  Ettit  biefer 
SSetrad^tung  ftimmt  auc^  bie  folgenbe  Überlegung  überein;  ed  ^anbelt  ftd§  um 
bie  Seftimmung  oon  fec^l^  Unbe!annten  (je  brei  Jtomponenten  ber  beiben 
9leaItionen)  burd^  bie  fed^S  SBebingungen  bed  ® leid^gemid^teg ,  oon  benen  eine 
(Mg  =  0)  für  biefen  Smedt  fortfällt,  fo  hoü^  nod^  eine  weitere  Angabe 
(SBinlel  innerl^alb  einer  beftimmten  Sbene)  nötig  ift. 

3n  SSegug  auf  bie  STrten  beS  ®Ieid^gemid^teS  gelten  bie  frül^eren  9e« 
merlungen. 

SSermanbt  mit  ber  be^anbelten  Slufgabe  ift  bie  Sefeftigung  an  einer 
8td^fe,  n)el(f|e  in  il^rer  SHt^tung  gleiten  lann. 

3n  biefem  ^f^He  vsm'ii  für  ®Ieid§genrid§t  nod^  immer  [Mg]  ^  0  fein, 
aufeerbem  aber  mu^  bie  Summe  ber  Rröfte  \n  AB,  beren  aSerteitung  auf 
A  unb  B  unbeftimmt  blieb,  oerfd^minben. 

80.  ^ie  dieaftionen  ffir  einen  ftarren  StlD^tx,  wn  bem  minbeftend 
brei  nic^t  in  einer  @erabeit  Itegenbe  fünfte  mit  ber  (Stbe  ftatt  bet« 
bnnben  finb,  unb  bie  entftirec^enben  ftt)i)iai^fen  (@tabiIität8moment  unb 
@taiiUitätdarbett)«  3ft  ein  ftarrer  Jtörper  in  brei,  nid§t  in  einer  ®eraben 
liegenben  fünften  A,  B,  C  mi  ber  (Srbe  ftarr  oerbunben,  fo  ift  bie  burc^ 
biefe  fünfte  beftimmte  (Sbene  beS  Jtörperg  unb  bamit  ber  ganje  Jtörper  mit 
ber  (Srbe  ftarr  oerbunben. 

S)ie  Sleaftionen  oon  A,  B,  C  finb  ^iemad^  in  ^öl^erem  äfla^e  unbeftimmt 
als  bie  SReaftion  oon  A  unb  B  im  oorigen  gaUe. 

Sericgt  man  bie  SReaftionen  in  -4,  J5,  C  in  ftomponenten,  fenlrec^t  gur 
(Ebene  ABC,  unb  in  Komponenten,  meldte  in  bie  (Ebene  fallen,  fo  erftredtt 
fid^  bie  Unbeftimmt^eit  nur  auf  bie  leftteren.    Sftimmt  man  nömlid^  AB  aK 
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2)re^unggac^fe  für  bie  SStIbung  bcS  ^aftmomenteg,  fo  tritt  oon  ben  9ie« 
oltiünen  in  biefed  nur  bie,  )ur  Sbene  fenlred^te  Komponente  oon  [Rc]  ein, 
njomit  bicfe  beftimmt  ift,  u.  f.  w. 

S)ie  Unbeftimmtl^eit  oerfc^roinbet  l^ier  für  einen  ber  fünfte  A,  B,  C 
gonj,  n)enn  bie  Slid^tung  ber  Steattion  für  biefen  gegeben  ift,  meil  beren 
ftetS  beftimmbare  Komponente,  fenlred§t  jur  ®bene  ABC,  unb  jene  Slid^tung 
pfammen  eine  ooüftdnbige  8eftimmung  ermöglid^en. 

©olc^eS  ift  g.  S.  ber  ^aQ,  menn  man  ben  betreffenben  $unlt  atö  $unlt 

in  einer  Unterftügungflft^  anfeilen  lann,  beren  9lormaIe  bie  SHd^timg  ber 

Slealtion  beftimmt. 

3ft  bie  Unbeftimmtl^eit  für  einen  ber  $mtlte  A,  B,  C  ganj  oerfd^munben, 

fo  bleibt  für  bie  beiben  anberen  fünfte  bie  Unbeftimmtl^eit  beS  im  oorigen 

ißaragrapl^en    bel^anbelten    gfoUeg    übrig.     2)enmad^    ift    bie    Seftimmung 


gfig.  300. 


ber  9leaftionen  bei  brei  feften  Sßunlten  A,  B,  C 
odSig  beftimmt,  menn  man  in  jmeien  x^on  iffazn 
bie  SHd^tmtgen  ber  Slealtionen  lennt,  mobei  bie 
erfte  9lid^tung  üöQig  milltürlic^,  bie  smeite  aber 
mtr  innerl^alb  einer  beftimmten  Sbene  milUürlit^ 
ift.  S)ie  Angabe  biefer  SKc^tungen  entfpric^  brei 
aUeffungen,  fo  ba^  mit  ben  fed^  SBebingungcn  für 
baS  ®Ieid^gemid§t  ^ier  neun  ©leid^ungen  gegeben 
ftnb,  um  bie  neun  Unbelannten  (je  brei  Kompo« 
nenten  ber  brei  Slealtionen)  gu  beftimmen.  s'.i- 

Überfteigt  bie  Slnga^I  ber  fünfte,  in  benen 
ber  ftarre  ftörper  mit  ber  Crbe  ftarr  oerbunben 
ift,  bie  älngal^I  brei,  fo  nimmt  bie  Unbeftimmtl^it 
in  ber  SBerteilung  ber  Siealtionen  entfpred^enb  gu. 

Sc^  im  gaße  oon  brei  folc^en  Sßunitcn  A, 
B,  C  fpielt  ein  @tüd  ber  (Ebene,  meldte  burc^  biefe 
$untte  beftimmt  mirb,  für  bie  Unterfud^ung  bed 
®Ieid§gennd^teS  eine  ^eroorragenbe  9loIIe.  SHeg  tritt  ein,  menn  ba^  ©qftem 
ber  gegebenen  Kräfte  eine  9lefultante  fyii,  fenlred^t  gur  Sbene  ABC,  fo  ba^ 
aud^  bie  3leaItionen  oon  A,  B,  C  fenlred^t  gur  ffibene  ABC  liegen.  3n 
biefem  gaUe  ift  eine  Sefeftigung  in  ben  brei  fünften,  paraM  gur  ffibenc 
ABC,  überflüfftg. 

®inb  bie  Sleattionen  m  A,  B,  C  gleid^gerid^tet,  fo  l^oben  bie  fünfte 
A,  B,  C  aufeerbem  nur  nad^  einer  Seite  ber  Sbene  l^in  SBiberftanb  gu  leiften. 
S)iefen  gall  fteHt  g.  39.  angenähert  ein  beliebig  belüfteter  breibeiniger  2ifc^ 
bar,  ber  auf  einer  ^origontalen  @bene  fte^t,  oorauSgefe^t,  ba^  bie  $ro^ 
ieftion  S'  beS  ©d^merpunlteS  S  be8  Sifd^eS  nebft  feiner  »elaftung 
innerl^alb  ber  an  ben  gu^punlten  gebifbeten  S)reiedt8fläd^e  ABC 
liegt.  9limmt  man  AB  atö  2)re]^ungi^ad^f e ,  fo  mirlt  bai^  ®emid^t  G  beS 
2:ifd§e8  nebft  feiner  SSelaftung  an  einem  SIrme  S'D,  möl^renb  bie  SReaftion 
[JJc]  öm  SIrme  CC  gur  (Seltung  lommt.   S)ie  entfpred^enbe  ©leid^ung  (oergl. 

gig.  300)  

+  a  .  S'D  —  Bc .  CC  =  0 
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jeigt  nun,  bag  Jic  proportional  gu  S'D  tft  unb  bemna<^  abnimmt,  n»nn  bie 
Selaftung  beS  2:if(f|e8  fo  oetfdioben  nriib,  bag  fU^  S'D  oerfleinert.  Siegt 
ber  St^merpunlt  S  befi  XtfdieS  ne&ft  feiner  Sklaftung  geiabe  über  einem 
fünfte  Don  AS,  \o  ip  S'D  =  0  rnib  bemnai^  au^  Rc^  0.  Sftüdt  her 
@c^n)erpuntt  S  Aber  J£  ^nauS,  fo  tfl  bie  ®leid|ung 

—  ti  .  S^  —  Äc .  CC^  =  0. 
nin;  gu  erfüllen,  wenn  JI(r  feine  SK^tung  Anbert,  nxiS  nur  möglii^  ift,  iDenn 
bnS  »ein  beS  %i\ä^  ober  C  tm  gu|6i)ben  oetfe^muBt  ober  fonft  befeftißt 
ift  3ft  baS  nii^  ber  ^,  fo  tippt  ber  £if(^  um  AB  aiS  Aippa^fe,  fuCttUi 
bie  ^rojdtiim  oim  S  bie  ®erabe  AB  oon  innen  nad|  au^en  gu  überfdireitet. 
Sntfpre^enbeS  gilt  fOr  bie  Seroben  ^C  unb  CB. 

3)e8]^{b  nemtt  man  bie  ^ädie  ABC.  innerhalb  nnli^er  bie  fiojeltion 

beS  @c^erpun(tei  jS  liegen  mu^,  bie  Unterftü^ungSfl&i^e  beS  3:ifi^, 

unb  eS  ift  offenbar  für  biefe  Säetroi^iig  ganj  gleitl^ßültiß,  ob  bie  Unterftügung 

nur  in  ben  ^unlten  A.  B,  C  oor^onben  ift  ober  tn  ber  ganjen  glöc^e  ABC. 

SSftren  aroei  Seine  beS  lifcEieS,  entfpredfenb  A  unb  B,  ettsa  burc^ 

hülfen  auf  einer  bre£|baren  9I(^fe  AB  befeftigt,  rofi^renb  baS  britte  S3ein, 

gio.  i)Ol  entfprec^nb  C,  auf  einer  @tü|e  ru^e,  fo  niflrben  beim 

gortfon   biefer   Stüge   für   ben   Slifc^   anxt   ®Ieic^ 

genni^eiagen  mdglidi  fein,  eine  unfli^re,  bei  nwli^ 

S  über  ber  jtippadife  AB  ftel|t,  rnib  eine  ft(^,  bei 

mdäjn  S  unter  ber  ftippoi^fe  AB  liegt    2>ie  Unter- 

ftflgung  in  ^,  B.  C  fteOt  olfo,  foIES  bie  ^rojeltion 

pon  S  in  bie  glAc^  ABC  fftOt,  eine  ft^ere  @leid|> 

geani^loge  für  bie  Sc^e  AB  bor,  bebingt  burc^  bie  UnterftOSmig  in  C. 

tntfpretlienbtö  gilt  für  bie  (Seraben  BC  unb  AC. 

Srtan  nennt  infölgebeffen  bitf  SRoment  +  G  .  S'D,  melc^  ben  ftörper 
für  bie  aii^fe  AB  in  bie,  bur^  bie  Unter^gmig  C  bebingte,  f^ere  (pa&ile) 
@[et(figen:ii(|tSlage  bringt,  boS  StabilitütSmoment  für  AB. 

ginhet  bie  Unterftügung  eineS  firmeren  Oegenftanbes  auf  einer  ©ort* 
jontolebene  in  mef)r  als  brei  fünften  ftatt,  fo  tritt  an  bie  Stelle  beS  be> 
trachteten  SltetedS  ABC  eine  anbere  UnterftügungSfläi^e ,  foHS  nic^t  bie  in 
^rage  tommenben  $untte  oQe  innerhalb  ber  betraditeten  X)reied8flä[^e  liegen. 
Um  bie  UnterftOfiungSflüc^e  für  eine  beliebige  anenge  (aucfi  unenblufi« 
groge)  oon  StÜgpunften  ju  er|a[ten,  jetlegt  man  junfidift  buri^  bie  ajer* 
binbrnigSgerabe  jnieier  @tü|punfle  A  unb  B  bie  $orijDntaIebene  fo,  ba^ 
beren  eine  ©ülfte  feinen  ber  ©tflßpunfte  enthält  Siegt  biefe  $ftlfte  linier 
Qanb,  falls  man  fi<4  auf  ber  Qcbene  ftelienb  unb  in  bie  9Kd|tung  AB  fe^enb 
benft,  fo  ^at  man  nun  femer  AB  am  B  \o  ga  bre^en,  ba^  linier  $anb 
leine  ©tügpunite  ouftreten  unb  jroar  fo  lange,  6iS  bie  ®erabe  roieber  einen 
Stfigpunit  C  trifft.  äSetter  ^t  man  bie  ®erabe  in  berfeOpen  Sßeife  um  C 
ju  breiten,  btS  fte  nrieber  einen  ©tfi^unlt  D  trifft  u.  f.  f.,  bis  man  gu  A 
prüd  gelongt.  ^r  oon  ber  ®eraben  bei  i^rer  Semegung  abgegrenzte  Seil 
ber  (Ebene  ift  bie  UnterftügungSflfic^.  Silben  bie  ©tüftjunite  bie  Eden  eines 
lonoejen  SßieletlS,  fo  ift  beffen  giöi^e  bie  UntcrftfiftungSflürfte;  f«  bleibt  bieS, 
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roenn  im  3nnem  beS  SBttUäS  beliebig  »oiele  ©tflgpunlte  bajii  (ommen,  audi 
nienn  bie  gon^e  ^äc^  mit  |oId|en  rnigefülü  ift. 

^fllleti  bie  @t&4ptmfte  eine  gef dlloffene  Qtnte,  bie  burc^  einen  ®renj< 
(ibergang  auS  einem  tmixsm  Süeled  ^eigefteüt  nieiben  lann,  \o  gilt  SnI' 
fpted^enbeS. 

gfüHen  bie  ®tftepmt!te  ober  j.  9.  bie  in  gig.  301  einfa^  fi^taffierte 
^fic^e.  fo  mäffen  bie  boppelt  fdiraffieiteTi  Seile  ^injugenommen  loerben,  um 
bie  UtiterftflgungSflAdie  gu  bilben. 

3ebe  Sage  bei  oben  betiat^teten  ®eiaben,  buii^  iDcIdie  bie  Unterfttt|migS: 
flAi^  erzeugt  mirb,  lann  gut  Jhppac^fe  toeiben,  fo  ba^  in  Sejug  auf  jebe 
betfetben  ba8  ©tobititätSmoment  beftimnü  »erben  fann. 

gfit  baS  gunäi^ft  betiai^tele  S}ieted  fmb  ^tg.  302  b. 

atfo  nid^t  nur  ÄS,  BC,   CA  JHppo^fen,  ^ 

fonbem  jebe  ©esobe  burdi  A,  S,  C,  meiere  g 

bie   SireiedSfiat^e   nid^t   fc^eibet;    ffli   eine  M 

UnterftüiungSflöc^e,  raelcfie  but(^  eine  fonoeje  '^ 

AuToe  begrenzt  toiib,  ift  jebe  Siongente  biefer 
Shtroe  flippai^fe. 


flippui^fen  Wmicn  unter  fe^r  oerft^iebenen  Umftönben  auftreten.  Siegt 
g.  ©.  ein  SßriSmo,  roie  gig.  302  onbeiitet,  auf  einet  fc^iefen  Sbene,  geftflBt 
burt^  eine  ^oriaontale  Seifte  L  ober  buri^  entfptec^nbe  ©tifte,  fo  f|ängt  bie 
^rage  ber  Stabilität  in  Sejug  auf  bie  bur^  „.    g.» 

L  gegebene  flippadife  »ot  oQem  oon  bem  9(ei=  ^ 

gungSnrinlel  «  ob. 

gfäHt  8  in  bie  SBertifole  oon  L,  fo  tritt 
unfic^ereS  Oteic^enrii^t  ein,  unb  bie  geringfte 
Sergtfl&enmg  oon  a.  fftt|rt  pm  ffippea 

S)o8  ©tabilitfitSmoment  ift  ^ter  +_G.^. 

ober,ba  S!L  =  ]a:L  —  MS  =  ^cosn  —  ^'knix 
ift,  m«i  Q 

+  y(acosa  —  hsina).  k-f-^ 

SS  roirb  SHuH  für  (ja  =  — ,  fo  ba6_ für  f^a  >  -^  flippen  eintritt. 
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2)te  ©taMIttftt  ift  nid|t  immer  aDein  bun^  bag  ®enri(i§t  beS  Jtötperl^  Bebingt. 
SHIIgcmcin  oerftcI|cn  mir  bei  einem  Beliebigen  ©tjftem  von  fträften  unter  bem 
©tabilitfttSmoment  in  Sejug  auf  eine  Äippad^fe  AB  baS  SRoment  ber  fträfte, 
meldte  ba^  Äippen  um  bie  Slt^fe  AB  oerl^inbem. 

2)a  ber  ©c^merpunlt  in  ber  unfic^eren  ®letd^gemi(^tölage ,  xod^t  bem 
jtippen  üorange^,  für  bie  bel^anbelten  S9eifpiele  mdgliti^ft  f^oä)  liegt,  fo  ift  bie 
Arbeit,  meldte  nötig  ift,  um  ben  ftörper  in  biefe  2age  gu  bringen,  oon  ht^ 
fonberer  93ebeutung,  man  nennt  fte  Stabilitötgarbeit  (aud^  Srbeitl^ 
ftabilitftt  ober  bgnamift^e  Stabilität),  fte  Wratte  auc§  Äipparbeit  genannt 
merben. 

gür  einen  S3Iod[,  ber  ein  Slec^tlant  bilbet,  ift  (oergl.  gfig.  303  a.  o.  @.) 

baS  ©tabilitätSmoment  in  Sejug  auf  bie  burd^  L  gel^enbe  flaute  6r  •  -5-- 
S)agegen  entfprid^t  bie  flipparbeit  htm  i^en  beS  @d^erpun{teS  avi^  ber 
SteQung  mit  ber  Qbf)e  -^  m  eine  Stellung  mit  ber  ^dl^e  LS  über  ber  Srb«' 

oberfläd^e,  b.  \).  einer  ©ebung  um  LS  —  -^  =  {  (Va«  -f  b»  —  h).  Sftan 
5at  alfo  '^ 


a 


31  =  Y  (V«^+T2  -  6). 

81.  Sie  Sefeftiguttgett  bei  tec^nifi^en  flonftruttinnett*  2)ie  2:^atfad^e 
ber  fogenannten  ^ftatifd^en  Unbeftimmt^eit'  oon  SefeftigungSreaftionen  jeigt 
an,  bafe  bie  SSorauSfeftung  ftarrer  ftörper  für  bie  Se^anblung  befeftigter 
Äörper,  mie  fie  bie  Xed^nif  oenoenbet,  nid§t  auSreid^t,  ba^  man  melmel^r  auc^ 
auf  bie  gformänberungen  ber  ftörper  ber  Stu^enmelt  Sftüdffit^t  nehmen  mu§. 
Süperbem  ift  au  bemerlen,  ba^  bie  SBefeftigung  in  einjelnen  fünften,  meldte 
bel^anbelt  mürbe,  aud^  nur  ein  SSilb  ift,  meld^eS  auf  bie  t^atfftt^üd^  oor* 
^anbenen  »efeftigungen  nur  angenft^rt  pafet.  ©d^on  bie  SJefeftigung  in 
einem  ^fünfte,  mie  fte  burt^  ein  ftugdgelenl  ocranfd^aulu^t  merben  lann,  ift 
t^atfäd^Iid^  eine  Sefeftigung,  bei  meld^er  jmei  fonaentrifd^e  ftugelflöd^en  auf:* 
einanber  gleiten  lötmen.  Sbenfo  ift  bie  S3efeftigung  in  an)ei  5ßunlten,  mie  fte 
burd^  eine  bre^bare  Sld^fe  neranfd^aulid^t  mirb,  tl^atföd^Iic^  eine  äSefeftigung,  bei 
meld^cr  atüei  loajiale  Eglinberflät^en  (Sapfen  unb  ßager)  aufcinatiber  gleiten 
fönnen.  (Sntfpred^enbeS  gilt  für  bie  ©elenle  ber  ©taugen  bei  S)ad^!onftru{* 
tionen  u.  f.  m.  Stud^  bie  l^oriaontale  Sluflagerung  be8  einfädln  »oHenS  ift 
eine  Sefeftigung  mit  UnterftügungSfläd^cn.  3n  allen  fold^en  gällen  finb, 
ftreng  getiommen,  ftetS  3teaftian8fläd^en  t)or^nben,  für  meldte  einaelne  5ßunlte 
bie  Stelle  uon  b^amifc^en  (Sentren  fpielen.  Über  bie  genaue  Sage  biefer 
Eentren  lö^t  ftc^  tl^eoretifd^  fel^r  mcnig  auSfagen,  mö^renb  bie  Srfal^rung 
(aSeobad^tung  unb  SSerfud^)  aüerbingS  l^ier  oon  Ofall  au  gaK  au  $ülfe  lommt. 

©elbft  bei  fo  einfügen  SSer^öltniffen,  mie  fie  ber  beiberfettS  l^oriaontol 
aufgelagerte  einfädle  Saßen  ol^ne  Selaftung  barfteHt,  ift  aber  bie  Sage  ber 
btjnamifd^en  (Eentren  für  bie  SReaftioncn  burc^  bie  ffirfa^rung  burd^auS  nod^ 
nid^t  genau  fcftgefteDt;  man  fie^t  l^ier  meift  bie  SRitte  ber  rcd^tedEigen  Sluf« 
lagcrflöd^e  afö  Eentrum  an,  obmol^l  e§  ma^rfd^cinlid^er  ift,  ba^  biefcS  Sentrum 
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im  allgemeinen  ntefir  nad|  bet  Qberbedtcn  Öffnung  ju  liegt.  Sntfpcei^enbeS 
gid  Jfit  bie  3(M^en  einer  ffieHe. 

ßegt  mon  ben  Sollen  auf  S<^neiben,  fo  ift  ber  ©pielroum  für  bie 
Sentren  bei  Steoltionen  natOrlti^  |ef|t  Hein,  unb  (SntfpretfienbelS  gilt  für  eine 
Äi^fe,  bie  auf  einer  ©c^neibe  &alonti«t, 

9u(|  bie  Sinfläffe  ber  9)ei6uns  unb  ber  gformfinberung  bei  Rörper,  burt^ 
Selaftung  [omie  bunfi  lEnberung  ber  Xemperatur,  auf  bie  Sage  ber  SHeattiimSE 
centren  pnb  oft  ert|eMi(§,  roeS^b  j.  S.  bei  großen  »rfldenttägem  nur  ein 
Snbe  mOgtiii^ft  ftorr  befeftigt  mtrb,  niAtircnb  man  boS  onberc  bun^  eine  StoQen« 
unterläge  ftfigt. 

Siefc  Unbcfttmtnt^ten  finb  nic^t  oon  Sebeutung,  folange  bie  bamit 
gegebene  @c^iwinlung  im  9Infa^e  einer  Slufgabe  innert)alb  ber  fomiefo  vor» 
^anbenen  gfe^Igrerijen  Hegt.  3n  anberen  gaUen  mu§  man  i^nen  na(^  SJage 
ber  €a(^  ju  begegnen  \\i6)ea.  $anbelt  eS  fidi  j.  99.  um  bie  E9ere(^nung  ber 
Sbmeffung  eines  3°Pfs"S'  \o  ^^^  ttfiti  bie  SleaHton  am  Snbe  beS  Qap^ttS 
tmrlenb  bcnint  unb  hierfür  bie  Slec^nung  bun^ffl^ren,  roeil  bieS  ber  ungfinfligfte 
goß  für  bie  ©eanfpnu^ung  beä  QapfenS  ift.  UnberfeitS  nimmt  man  ge= 
legentlii^  eine  befonbere  Verteilung  bei  Steattionen  auf  bie  @tä|pun(te  vor, 
man  lAfit  g.  S.  bei  ber  in  gig.  229  fttgjierten  SogenbrQde  ober  bei  bem  in 
gig.  231  gqeiiiueten  ftrane  bie  ßaft  nur  burii)  einen  *|äunft  tragen. 

82.  3>ie  ättaltionen  für  ®9ßcme  von  Stixptm,  bie  nnteicinanber 
mA  mit  bet  IStbe  ftact  ntrbunbcn  finb.  ^anbelt  eS  ft(f|  bei  ftatifi^en 
flonftniltionen  nidit  me^r  um  einen  ein^lnen  fflörper,  fonbem  um  ein  ©ijftem 
oon  ^ätpexn,  nric  eS  3.  39.  »(„  304 

bie  ein^nen  @teine  eineS  \,    l 

©emillbeS  ober  bie  eingelnen  ■  ' 

Stangen  etneS  £iägerS  bor^ 
fteOen,  fo  fyd  man  jeben 
ftfltpei  beS  ©9ftem6  für 
fidi  ga  belianbeln,  unter 
SerfidEfic^ttgung  ber  äleat» 
tionen,  lodt^  bie  anberen 
ftörper  auf  i^n  gemA^  bem 
principe  ber  ^anoirtung 
Übertragen.  Sir  erl&utern 
boß  an  einem  SSeifpiete, 
melc^  gig.  304  barfteQt. 
groei  ©teinbIMe  I  unb  n 

mögen  fii^  bei  Ä-i  unb  Af  auf  anbere  SIBife  ftü^en,  bei  B  gegeneinanber. 
Unter  bet  SorauSfegung ,  bag  bie  Unterftü$ungSf(d(f|en  m  Ai,  A3  unb  B 
bqnantifi^e  Eentren  Eiaben,  in  benen  fidi  bie  ju  beftimmenben  ajeaftionen 
lonjentrieren,  fann  mon  eine  ©tüBuitg  in  ben  brei  $unlten  Ai,  At  unb  B 
annehmen.  ®oQ  @Ietd|gen)i(fit  »oriianben  fein,  fo  muffen  ftd|  bie  Steaftionen 
in  Ai  unb  B,  mtMfe  auf  I  mitten,  in  ber  Ükrtitoien  oon  beffen  ©c^iet« 
puntte  S,  f(^neiben,  fo  ba^  Aj,  B.  S,  in  einet  aSertifatebene  liegen.    ®o8« 
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fclbe  gilt  für  -^j,  5,  Sj.  S)a  ferner  nad^  bem  principe  her  ^ßaanoirfung 
bie  9teaItionen  in  B  auf  I  unb  U  (Segenir&fte  finb,  fo  liegen  biefe  beiben 
Stealttonen  auf  einer  ®eraben,  n^eld^e  ]oxDofjH  im  SSertilalebene  für  I  a(g  aud^ 
ber  Sertifalebene  für  n  angel^ören  mufe,  alfo  bercn  ©d^nittgerabe  ift,  falK 
biefe  ebenen  nid^  jufammenfaHen.  ßjiftierte  eine  fold^e  ©d^ittgeroie,  fo 
mäxtn  bie  Stealtionen  oon  B  beibe  oertilal  gerid^et,  bie  eine  nad§  oben,  bie 
anbcre  nad^  unten.  SBäre  3.  89.  bie  3leaftion  pir  n  in  ^  nad^  unten  ge* 
rid^tet,  fo  würbe  biefe  im  JBerein  mit  G^  einer  Siealtion  in  A^  nid^t  baS 
©leid^gemid^t  l^alten  lönnen,  mdl^renb  bie  nac^  oben  gerid^tete  9teaItion  für 

r»^  Q^  r -,  I  in  5  febr  xoobl 

gemid^t  non  I  fü^« 
ren  tonnte,  ßnt« 
fpred^enbeg  gilt  bei 
mngdel^rter  !Sage 
ber  SRealtionen  oon 
B  bejm.  für  I  unb 
II.S)emgem&gIdn^ 
nen  bie  beiben  93er« 
tilalebenen  burd^ 
Si  unb  B  unb 
burd§  Ss  unb  B 
leine  ©d^nitt» 
gerabe  l^aben,  fie 
muffen  oielmel^r 
jufammenf  aßen,  fo 
ba^     bie     gan^e 

Unterfud^ung  mit  einer  Sßertilalcbene  bnxä)  A^,  S„  B,  S^,  A^  ju  red^nen  l^at. 
Stimmt  man  nun  bie  SRid^tung  ber  3leaftion  in  B  milttürlid^  (a)  on 

unb  beftimmt  aud&  i^re  SBerte  B^  =  iJ,  millfürlidö,  fo  liefert  ber  SKomenten* 

fall  für  I,  falB  man  A^,  unb  für  II,  falls  man  A^  aö  S)re]^purttt  mdl^It, 

jmei  ®Ieid§ungen  jur  SBeftimmung  oon  a  unb  JBi  =  JB2. 

ajlan  ]^at  in  gig.  305,  in  ber  bie  SSIödfe  ber  gig.  304  burd§  ©tangen 

erfegt  ftnb,  für  ^1  in  Säejug  auf  I 

+  G^iWi  —  B{i^  =  0 
unb  für  A^  in  SBejug  auf  II 

—  GiW2  +  B2I2  =  0. 
aSenuHt  man  bag  in  gig.  305  gegebene  ftoorbinatenheua  in  B,  f  0  ift,  faHS  man 
bie  äbftftnbe  ber  5ßunfte^i  unb  A^  oon  ber  r^^Sld^fe  bejm.  mit  %  unb  u^  bcjeid^net, 

li  =  hicosu  —  W|  sin a     unb     I2  =  Jhcosa  -{-  u^  sina, 
b.  ^.  man  l^at 

+  ö^i«^!  —  EiQiiCosa  —  UiSina)  =  0 
—  G2W2  +  RiQiiCOsa  +  u^sina)  =  0. 

©cgt  man  Bicosa  =  B^cosa  =  X  unb  BiSina  =  R^sinu  =  Y, 
fo  crgiebt  ftd& 


§  82.]  2)te  Sfleaftionen  für  @9ftetne  von  Stöxptxn  u.  f.  to.  481 

XÄi  —  Ytti  =  ^i«;!  =  M^ 
Xh.2  -\-  Yu^  =  G^jWj  =  JM,, 

äluS  biefen  ©letd^ungen,  wtl^z  man  bei  S^^I^S^^S  ^^^^  [-^i]  ^^^  [-^s] 
na(|  ben  9ld^[en  X  unb  r  unmittelbar  erhalten  Umtte,  ergießt  ft^ 

tga  =  ^     unb      Äi  =  jR,  =  VX>  +  T». 

3erle8t  man  bie  SWeaftiönen  in  A^  unb  Ä^  nac^  ben  SKd^fen,   fo  ift 
Z>,  =  X  unb  Xa,  =  Z,  femer   G^  +  T  =  Ya,  unb   G^^  —  F  =  Fa.. 
SDlan  l^at  alfo: 


ij^,  =  VX2  +  (G,  +  r)2    unb    ÄA.  =  yz«  +  (a^  —  Y)'^ 

Gl  -\-  Y        .                   Grg  —  Y 
tgoi  =  -^-^^ —     unb    tga^  =  -^^ 

©obalb  man  bie  Stid^tung  (a)  oon  [R^]  begm.  [B^]  ^at,  lann  man  bie 
Slufgabe  au^  Imiftrultiü  meiter  bel^anbeln. 

©ie  »ertilale  oon  [G^]  ßiebt  für  ben  Knien  leil  gunäd^ft  Oj  oB  ©d&nitt 
mit  ber  (Seraben  oon  [Bi]  unb  [B^],  unb  bamit  bie  9lea!tionSri(^tung  ÄiO^ 
für  Aj,  Sine  9lebenftgur  liefert  bann  bie  entfpred^enben  äBerte  ber  Jh&fte, 
mie  bei  gig.  297,  298,  299.    2)a8felbe  gut  für  ben  redeten  Seil  ber  gigur. 

äBie  bie  9Iufgabe  gang  auf  bai^  Slei^brett  gu  fibertragen  ift,  geigt  ber 
üritl^metifd^e  S9au  oon  X  unb  Y  an.  2)iefer  99au  bleibt  unoeränbert,  menn 
bie  @tange  AiB  btnrc^  beliebige  Jhöfte  angegriffen  mirb,  nur  f)at  Mi  bann 
nid^  ben  einfad^en  SBert  GiWi.  S)enft  man  bie  Stange  AiB  burd^  flräfte 
angegriffen,  meldte  mit  [6ri]  im  (Sleid^gemid^te  finb,  fo  ift  Mi  =  0.  gür 
bie  fraftfreie  linte  ©tange  erl^ftlt  man  alfo  für  X  unb  Y  bie  befonberen 
SBerte 

X,^^-J^l^L_    unb     Y,=        '^^^^ 


Sbenfo  erl^ält  man  für  bie  Iraft freie  redete  Stange  für  X  unb  Y  bie 

befonberen  SBerte 

_        u^Mi                          _      —  h^Mi 
Xjt  =  -7 ; — 7 —    uno     Jt  22  = j — 7 

3)abei  ift 

X  =  Xl  -h  Xe 

Y=Yl  +  Ye. 

ajlan  fann  alfo  X  unb  Y  erl^alten,  menn  man  bie  8lufgabe  erft  für  bie 
fraftfreie  Knie  ©tange  bei  SJelaftung  ber  redeten  ©eite  unb  bann  für  bie  Iraft«: 
freie  redete  ©tange  bei  Selaftung  ber  Knien  Seite  burd^fü^rt,  unb  bie  ge« 
xoonnenen  SBerte  oereinigt. 

SBetnide,  ailrclanit.    I.  3I 
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9lunme^r  I&^t  ftc^  bie  gange  9Iufgabe  bmftndth)  burd^fü^en,  ba  man 
für  eine  Iraftfreie  ©lange,  bie  ft(^  im  ®Iei(^gemi(i^te  befinbet,  bie  9Kd^tung 
ber  Slealttonen  i^rer  (Snbpunite  lennt;  ba  ^er  nftmlid^  überhaupt  nm:  jmei 
$unlte  als  StngriffSpunIte  oon  Straften  in  gfrage  fommen,  fo  muffen  biefe 
Sflealtionen  ®egenlrdfte  fein,  b.  1^.  alfo  in  ber  ©tangenad^fe  liegen. 


«ig.  306. 


gig.  806  fteEt  biefe  flonftrufc 
tion  bar.  3ft  bie  Knie  ©tange 
Iraftfrei,  fo  ift  JM^  ber  ©d^nitt 
ber  ihftfte;  ift  bie  rechte  ©tangc 
fraftfrei,  fo  ift  M^  ber  ©d^itt 
ber  flräfte.  3n  gig.  306  b  unb  c 
ftnb  unterhalb  bie  jhaftbreiedCe 
beam.  für  M^  unb  Jfi  borgcfteüt 
unb  jmar  begeid^en  bie  ange« 
fd^riebenen  Stummem  bie  gu* 
ge^drigfeit  ber  9teaItionen  gu  Ä^ 
ober  gu  A^.  Um  bie  mit  1 
begei(^neten  Jtrftfte  auS  beiben 
©figgen  in  A^  gu  oereinigen  unb 
um  ebenfo  bie  mit  2  begeid^eten 
Strafte  oud  beiben  ©liggen  in  A^ 
gu  Dereinigen,  lamt  man  fte  in 
bie  ^attptfigur  an  Ai  unb  ^2 
eintragen.  Statt  beffen  lamt 
man  aud^  gfig.  306  b  unterhalb 
gfig.  306  0  geid|nen ,  fo  ba^ 
[G^,]  unb  [G^i]  eine  ®erabe  biU 
ben,  unb  bur^  Parallelogramm* 
lonftrultion  gu  iJ^j  unb  Ra^ 
unb  gu  B  gelangen;  B^  unb  B^ 
ftnb  befottberd  burd^  Pfeile  ht* 
geid^net. 


83.  3)ai»  ^rittciy  ber  tiir^ 
tueOett  Serriitfttttgen  für  citi 
©Aftern  ntiteittanber  i»erbunbtner 
ftorter  mt)ftt  (bei  äiemad^Iöfft« 
gung  ber  Sleibungen).  2)a^  bie 
9[rbeit  einel^,  an  einem  ftarren 
Stör  per  im  ®Ietd^gemid^te  ht^ 
finblid§en  fträftefgftemS  für  jebe  beliebige  (oirtuellc)  SBerrüdung  biefe»  ftörperl^ 
t)erfdönnnbet,  tourbe  bereits  ^eroorgel^oben  (oergl.  ©.  339).  Um  in  biefem 
gaSe  auf  boS  ©leid^getoic^t  gu  fc^Iie^en,  l^at  man  bei  einem  ebenen  Str&fte^ 
fqftem  bie  Arbeit  für  brei  unb  bei  einem  r&umlid^en  ffirdfteftjftem  bie  SKrbeit 
für  fe(^8  aSerrütf ungen ,  bie  ooneinanber  unabhängig  ftnb,  angufe|en  unb  gu 
annullieren. 


§  83.]  S)aS  $rinctp  ber  oirtueaen  SDerrüifungen  u.  f.  to.  483 

2)iefe  SBetrac^tungen  gelten  für  einen  freien  jtdrper  unb  foDen  nun 
3undd^ft  auf  einen  unfreien  ftdrper  unb  bann  auf  ein  Softem  fold^er 
Stör  per  auSgebel^nt  n)erben. 

gfügt  man  Bei  einent  unfreien  ftdrper  ben  urfprünglid^  gegebenen  jhftften 
bie  9leaItionen  ^inju,  fo  önbert  ftd§  an  ber  frül^eren  Setrad^tung  nicf|td, 
folange  man  bie  Siealtionen  an  bem  Körper  l^aftenb  unb  nun  mit  biefem  frei 
bemegUd^  beult,  b.  ^.  folange  man  fein  9lugenmerl  lebiglic^  auf  baS  im 
©leid^gennci^t  fte^enbe  Jhöftefgftem  rid^tet. 

Sd^rftnlt  man  aber  bie  (Sefamtl^it  ber  oirtueUen  SBerrüdungen  auf  foId§e 
ein,  bie  unter  SSerüdfid^tigung  ber  SSefeftigungen  bel^  jtdrperS,  b.  |. 
o^ne  SJtaterialgerftdrung  t|atfdd^lid^  auSfül^rbar  ftnb,  fo  gelangt  man  ju  einer 
nri(^tigen  Srmeiterung.  99ei  fold^en  SSerrüdungen,  meldte  afö  , erlaubte'  ober 
,3uldfftge'  bejei^net  merben,  ift  nämlic^  fe^r  oft  bie  SIrbeit  ber  Slealtionen 
für  [xi)  3lnll,  fo  ba|  bann  aud^  bie  Srbeit  ber  urfprünglid^  gegebenen 
Strafte  für  ftd^  9luU  ift.  3n  fold^en  f^ftllen  lann  man  allein  auS  ber 
Arbeit  ber  urfprünglid^  gegebenen  StrAfte  auf  baS  (Sleid^gemid^t 
fc^Iiegen,  fo  ba^  man  bie  Seftimmung  ber  Slealtionen  ganj  unb 
gar  erfpart. 

3ft  ein  ftörper  in  einem  $unlte  Ä  befeftigt,  fo  ift  jebe  @d^enlung  um 
biefen  ^unlt  eine  erlaubte  SSerrüdCung,  bagegen  mürbe  g.  93.  eine  äSerfd^iebung 
beS  Störperg,  bei  meld^er  man  bie  Stealtion  oon  A  am  ftörper  ^aftenb  beult, 
gmar  eine  oirtueQe  SSerrüdCung  beg  ftörperS  unb  feinet  JtröftefrjftemS  fein, 
aber  leine  erlaubte. 

3ft  ein  flflrper  an  einer  Sld^fe  AB  befeftigt,  fo  ift  jebc  S)re§ung  um 
biefe  9Id^fe  eine  erlaubte  SSerrüdung,  bagegen  mürbe  g.  93.  eine  SSerfc^iebung 
bed  ftörperd,  bei  meldger  man  bie  9lea!tionen  oon  AB  am  ftdrper  l^aftenb 
beult,  gmar  eine  oirtueQe  SSerrüdung  beS  ftdrperS  unb  feinet  jhftfteftjftemd 
fein,  aber  leine  erlaubte. 

@inb  ^utdte  eines  StdrperS  gegmungen,  auf  einer  ßinie  ober  auf  einer 
f^&d|e  gu  bleiben,  fo  ge^dren  alle  oirtueüen  SSerrüdungen,  meldte  bie  $unlte 
oon  biefen  gü^ngen  entfernen,  gu  ber  ®ruppe  ber  unerlaubten  SSerrüdungen« 

SSefonberS  l^eroorge^oben  merben  mag  nod§,  ba^  bie  Sntfemung  oon  ein«» 
feitigen  SBiberftftnben  gem&^  obiger  geftfegung  gu  ben  erlaubten  93errüdhtngen 
gel^drt,  meil  fte  tfjatfftd^Iid^  ausführbar  ift.  @tügt  fu^  ein  itörper  g.  S3.  auf 
eine  Sbene,  fo  ftnb  S3emegungen  I&ngS  ber  (Ebenen  erlaubte  SSerrüdungen, 
ebenfo  aber  aud^  SSemegungen,  bei  meldten  ber  ftdrper  bie  fül^renbe  (Ebene 
oerlfl^,  falK  nur  ein  (Einbringen  in  biefe  auSgefd^Ioffen  ift. 

S3cgeid§nen  mir  bie  8lrbeit  ber  urfprünglid^  gegebenen  5h:Äfte  bei  irgcnb 
einer  oirtueHen  SSerrüdfung  beS  flörperS  burc§  8ljr  unb  bie  entfpred^enbe  3Irbeit 
ber  Sleaftionen  burd^  3tjj,  fo  gilt  nad§  ben  früheren  SJetrad^tungen  im  Solle 
beS  ®Iei(§gemid^teS 

gür  eine  grofee  ftlaffe  oon  erlaubten  SSerfd^iebungen  gerfällt 
nun  biefe  ®Ieid^ung  in  bie  beiben  ®Iei(^ungen 

9li2  =  0  unb  3Iir  =  0, 

81* 


484  2)ritter  9lbf(^nitt    2)nttelS  Stapittl    (Srfte  Slbtetlung.  [§  83. 

unb  iwai  gefd^ie^t  bteS  iebeSmal,  tuenn  bie  ^ngriffSpuntte  ber 
cinscinen  Slealttonen  Bei  ber  SSerrüdEung  entraeber  gar  nid^t  be* 
toegt  toerben  ober  fentredjt  su  il^rer  Sa^n  liegen. 

2)Q  bie  tangentialen  Stealtionen  (Süeibungen)  in  ben  SSerü^rungSfl&d^en 
liegen,  fo  leiftet  eine  fold^e  ftetS  SIrbeit,  menn  ftd^  ber  entfpret^enbe  Jtdrper 
relatio  ga  einer  il^n  berü^renben  ^ä^  (unter  5ßreffung)  gleitenb  ober 
rollenb  ben)egt. 

2)emnad^  tritt  bie  oben  be^eid^nete  Teilung  ber  ®Iei(^ung 

im  allgemeinen  nur  ein,  menn  man  oon  ben  Steibungen  gleitenber  unb 
roüenber  Semegungen  odOig  abfielet. 

Unter  biefer  äSorauSf e|ung ,  bie  l^ier  ein  für  aUemal  gemad^t  mirb,  ift 
eS  nun  jmedCmä^ig,  bie  ®ruppe  ber  erlaubten  93errüd(ungen  no(^  meiter  ein^ 
jufd^rönlen  unb  nur  fold^e  SSerrüdungen  gugulaffen,  bei  meieren  einfeitige 
äBiberftdnbe  atö  boppelfeitige  SBiberft&nbe  angefel^en  merben.  S8ir  mollen  bie 
fo  eingefd^rönlte  ®ruppe  ber  erlaubten  SSerrüdCungen  atö  jmedCmö^ige  93er« 
rüdtungen  beacid^en,  meil  jte  bie  JBerrüdfungen  umfaßt,  meldte  bem  Swede 
ber  ftonftrultion  entfpred^. 

®o  ftnb  alfo  3.  93.  bie  99emegungen  eined  jtörperiS  löngi^  einer  f(^iefen 
ßbene  aufm&rtS  unb  obmörtS  jmedmä^ige  93errüciungen ,  mft^renb  beffen 
(Entfernung  oon  ber  fd^iefen  ßbene  na^  bem  freien  Slaum  ju  gmar  eine 
erlaubte  9Serrütfung,  aber  leine  amedCmö^ige  9SerrüdEung  mdre^  unb  m&l^renb 
beffen  ßntfemung  oon  ber  fd§iefen  Sbenc  bei  einer,  in  baS  3WateriaI  ber 
fd^iefen  (Ebene  l^ineinfül^renben  Semegung  immer  nod^  eine  oirtueDe  9}errüd[ung 
barfteQte,  aber  leine  erlaubte. 

Sflan  !ann  nun  behaupten,  ba^  bie  oben  bejeid^nete  S^eilung 
ber  (3Ieid§ung 

8Ijr  +  STb  =  0 

im  allgemeinen  für  alle  gmedtmöfeigen  9SerrüdCungen  eintritt,  fo 
bafe  für  biefe 

8Ijr  =  0 137) 

roirb,  mäl^renb  für  alle  erlaubten,  aber  unjmedmftfeigen  9Ser» 
rüdungen  im  allgemeinen  bie  ©leid^ung 

3tir  <  0 138) 

eintritt. 

äBaS  ben  erftcn  leil  ber  93e]^auptung  anlangt,  fo  ift  für  beffen  95emei8 
nid^tS  l^inauaufügen,  möl^renb  in  SJejug  auf  ben  ameiten  Xtxl  barauf  ^in^: 
genriefen  merbcn  mag,  baft  3.  IB.  bei  einer  9}en)egung  eineS  ÄörperS  oon  ber 
fd§iefen  Sbene  in  ben  freien  SRaum  ^incin  bie  an  bem  Körper  l^aftenbe  SRe* 
aftion  ber  (Ebene  pofitioe  8lrbeit  leiftet,  fo  ba^  ^k  in  ber  ®Iei(^ung 
8ljf  +  81b  =  0  einen  negatioen  9Bert  crl^ält. 

S)ie  Unbeftimmt^eit,  bie  nod^  immer  in  obiger  99e]^auptung  ßegt,  ift 
unoermeiblidö,  meil  man  bei  ber  gülle  oon  einjelnen  SJefcftigungSarten  einmal 
nid^t  fit^er  ift,  ba^  fie  ftd^  aud^  alle  mirllid^  burd^  SReattionen  barftcHen  laffen. 


§  83.]  2)a8  ^incip  bet  virtuellen  a^errüdungen  u.  f.  xd.  485 

unb  femer  ntd^t  oon  oomi^erein  Beftimmen  laxm,  ba^  aud^  ftetö  für  ivotd^ 
mä^iße  SSerrücfungcn  81jb  =  0  ift. 

äilan  lann  Mefer  UnBefttmmtl^eit  nur  entgelten,  n)enn  man  bte  eingelnen 
aSefeftigungSarten  burd^gel^t  unb  unterfud^t,  ob  für  fie  bei  jnjecfmöfetgen  SSer* 
rüdungen  3Ij2  =  0  ift  ober  nic^t. 

äSir  lommen  l^terauf  fogIei(|  jurüd,  na^bmt  bte  SBetrad^tung  auf  @t)fteme 
miteinanber  oerBunbener  ftarrer  Äörper  auSgebel^nt  ift. 

$anbelt  eS  ftd^  um  ein  ©rjftem  von  ftarren  Jtdrpem,  ba^  unter  bem 
Sinfluffe  non  ftrftften  gegen  bie  ®rbc  in  Stulpe  ift,  fo  fann  man  jeben 
einjelnen  itdrper  beS  @gftemS,  nad^bem  man  bie  Slealtimten  ber  anberen 
itdrper  auf  il^  eingefül^rt  l^at,  für  ftd^  Betrachten. 

f^ür  jjebe  virtuelle  SSerrüdung  eineS  eingelnen  StdrperS  gilt  bann  bie 
(Sletd^ung  3Ijr  +  .31b  =  0. 

(Erteilt  man  alfa  ben  einjelnen  Jtdrpern  beS  ©riftemd  BelieBige  virtuelle 
93errüd(ungen,  bie  entmeber  für  bie  einzelnen  Ädrper  voneinanber 
unaBl^öngig  fein  aber  äud^  von  Störper  3u  itörper  in  einer  qz^ 
roiffen  SlB^öngigleit  ftel^en  lönnen,  fo  gilt  aud|  für  ba^  ganae  ©gftem 

bie  ®Ieid^ng 

Sljr  +  2Ij2  =  0. 

2)iefe  (Sleid^ng  gilt  natürlid^  aud^  unter  @infd^ranlung  auf  bie  er^ 
lauBten  unb  auf  bte  amedCmft^igen  virtuellen  SBerrüdCungett. 

S)ag  Serfallen  ber  ®Ieid^ung  tritt  aud^  ^ter  ein,  menn  81jb  =  0  ift. 

ÜBer  bie  SSebingungen,  unter  benen  bieg  eintritt,  ift  baSfelBe  gu  fagen, 
mie  für  ben  eingelnen  jtdrper. 

SttS  mid^tige  Klaffen  fold^er  Sefeftigungen,  für  meiere  SIb  =  0  ift,  laffen 
fid^  folgenbe  anfül^ren: 

1.  ©ie  atrBeit  ber  SRealtionen  an  fünften,  meldte  mit  ber  ffirbe  ftarr 
verBunben  fttib,  ift  StuII,  meil  ftd^  beren  Singriff Spunlte  üBerl^aupt 
nid^t  Bemegea 

2.  2)ie  9IrBeit  ber  Slealttonen  an  fünften,  bie  auf  Stnien  ober  gl&d^en, 
meldte  mit  ber  Srbe  ftarr  verBunben  finb,  gu  BleiBen  gejtvungen 
ftnb,  ift  SRuH,  meil  Bei  3lu8fd^luft  ber  ^Reibungen  nur  Slormaltviber* 
ftänbe  in  grage  lommen,  beren  Slngrippunfte  ftd^  fenlred^t  jur 
S3a]^n  verfd^eBen. 

3.  S)a8feIBe  ift  cmc!^  nod^  für  ßinien  ober  gifteten  ber  gaU,  meiere  Be^» 
meglii^en  Körpern  angel^ren,  ba  aud^  l^ier  bei  9Iudfd^Iu|  ber  Slei^ 
Bungen  nur  Siormaltviberftönbe  übertragen  tverben. 

4.  SBerben  jmet  fünfte  Ä  uttb  B  verfd^ebener  ftörper  btn:d^  eine  ftarre 
SSerBinbung  (g.  83.  eingelegte  ©tangen)  in  einer  Beftimmten  ®nt* 
fermmg  gehalten,  fo  Bilben  bie  5ßun!te  Ä  unb  B  ber  flörper  imb 
bie  aSerBtnbung  ein  ftarreS  ®t)ftem,  beffen  innere  fträfte  ftc^  auf^ 
l^eBen,  fo  ba^  t^re  9IrBeit  nid^t  BerücCfid^tigt  gu  merben  Brandet. 
J)a8feIBe  ift  aud^  nod^  ber  gaH  Bei  einer  SSerBinbung  von  Ä  unb  B 
burd^  ein  gefpannteg  ©eilftüd  (flette  ober  gaben),  vorauSgefefet,  ba^ 
eS  gefpannt  BleiBt  unb  feinen  anberen  gormönbcrungen  unterliegt, 
als  ber  93iegung. 
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5.  aBenn  btc  SScrKnbung  jtocier  ftörpet  bcrart  ift,  baft  ber  eine  ben 
anbeten  Bei  feiner  Semegung  mit6en)egt  unb  nienn  babei  an  ber 
SSerü^rungSfteQe  bie  Slngrtppunlte  ber  (Segenirdfte,  xod^t  ber 
Übertragung  bienen,  biefelben  SSege  jurüdlegen,  fo  t)erfdgn)inbet  bie 
9Irbeit  ber  Übertragung.  2)iei^  tritt  3.  S9.  ein  bei  3^^nräbem,  aber 
aud^  bei  9Kemfd^eiben  unb  SleibungSr Abem ,  ba  bei  legten  beiben 
gleitenbe  ober  roDenbe  JBemegungen  im  Setriebe  auSgefci^Ioffen  n^erben. 

äB&l^renb  man  fftr  ein  fträftefgftem,  baS  an  einem  ftarren  Jtdrper  im 
(Sleid^gemid^te  ift^  ber  S9ered^nung  ber  9Irbeit  oirtueOe  SSerrüdungen  oon  enb^ 
lid^er  ®rd^e  au  ®runbe  legen  lann,  mu^  man  bie  erlaubten  unb  im  ie^ 
fonberen  bie  gmedmö^igen  äSerrüdungen  oon  unfreien  ftdrpern  unb 
Stdrperfqftemen  im  allgemeinen  unenblid^^^IIein  anfegen,  oorauSgefegt, 
ba^  man  babei  bie  SIrbeit  ber  Sleattionen  au^er  ad^t  loffen  miO. 

fjfül^rt  man  bie  9teaItionen  für  bie  Stellung  beS  (Sleid^genrid^teS  ein  unb 
beult  fie  on  ben  flörpem  ^aftenb,  fo  unterliegen  bie  SBerrüdungen  natürlich 
leiner  9Bef(^r&nIung;  tl^ut  man  ba&  aber  nid^t,  fo  bleiben  bie  SSebingungen 
beS  erften  SInfageS  bei  einer  enblid^en  SSerrüdung  meift  nic^  erfüllt,  gan^ 
abgefel^en  baoon,  ba^  bie  entfpred^enbe  Arbeit  bamt  aud§  meift  auS  (Elementar« 
arbeiten  gufammengefegt  merben  mu^. 

S)a  bie  ftd^re  begm.  unftd^e  (Sleid^emid^tl^Iage  baburd§  gelennjeidgnet 
ift,  bai  bie  Slrbeit  ber  oorl^anbenen  Jtrftfte  für  nod^  fo  Keine  enbßd^  Ser^^: 
rüdungen  ^)  auS  i^r  negatio  bejm.  pofitio  ift,  mftl^renb  fte  für  bie  unBeftimmte 
®Ietd^gemi(|tl$lage  ben  Skrt  9hdl  l^at  (oergl.  @.  470),  fo  oerfd^minbet  biefe 
Slrbeit  nur  für  legtere  aud|  bei  enblid^en  äSerrüdhmgen. 

Site  $rincip  ber  oirtuellen  SSerrüdungen  pflegt  man  bie  Um^ 
lel^rung  beS  im  oorftel^enben  entmidelten  ®Q%e&  ju  begeid^nen,  melc^em  man 
folgenbe  fjform  geben  lann:  Sin  @r)ftem  miteinanber  oerbunbener 
ftarrer  jtörper  ift  im  ®Ieid^gemid§te,  menn  bie  Slrbeit  ber  an^ 
greifenben  ftrftfte  (auSfd^lie^Iid^  ber  Slealtionen)  für  alle  gmed^ 
madigen  SSerrüdungen  oerf(|minbet,  oorauSgefegt,  bajs  bie  9tei« 
bungen  gleitenber  unb  rollenber  S9emegungen  oernad^I&ffigt  merben 
bürfen. 

2)e^nt  man  bie  ®ruppe  ber  SSerrüdungen  auf  aQe  erlaubten  SSerrüdungen 
aus,  fo  ift  jene  8lrbeit  entmeber  SluII  ober  fie  nimmt  einen  negatioen  SBert  an. 

2)a  man  bei  ber  gfüHe  ber  ä3efeftigungSarten  ntd§t  bemeifen  tarnt,  ba^ 
für  alle  gmedhn&^igen  SSerrüdungen  im  gaUe  beS  ®Ieid^gennd^teS  S^  =  0 
ift,  fo  lann  man  aud^  obige  Umtel^rung  nic^t  ftreng  bemeifen,  unb  barum 
bejeid^net  man  fie  nii^t  ate  Se^rfag,  fonbem  afö  5ßrtncip,  gumal  man 
aud^  in  einem  Beftimmten  galle  nid^t  immer  alle  gmcdmö^igen  SSerrüdungen 
üBerfe^en  fann. 

SBürbe  man  ben  @ag  unb  bie  Umlel^rung  oon  oornl^erein  auf  bie  S3er« 
rüdungen  einf d^rftnf en ,  für  meldte  81b  =  0  ift,  fö  gelangte  man  natürlid^ 
fofort  gu  ftrengen  Semeifen.    S)enlt  man  nftmlid^  aUe  3leaItionen  beS  ©qftemS 


^)  2)ied  gilt  aa^  fd^on  für  unenblidg^Ieine  Ji&errüdungen,  faQS  man  bie  Slrbeit 
in  groetter  Annäherung  bered^nct.    SBergl.  bie  SInmerfung  1  auf  @.  470. 
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eingefül^,  fo  giefit  bie  (SÜ^nnq  Sj?  =  0,  ba  fie  unter  ber  SSorouSfe^ung 
8Ib  =  0  mit  ber  Oleic^ung  Sir  +  äs  =  0  übereinftimmt,  unmittelbar  ben 
@a6  unb  feine  Umlel^rung,  gemft^  ben  S9etrad^tungen  auf  @.  483. 


Sflg.  307. 


gür  bie  SSermenbung  beS  $rincipe§  gilt  als 
Siegel,  bag  man  bie  Slrbeit  für  fo  rnele  SSerrüdungen 
anfegt,  ai&  aur  Seftinmtung  ber  Unbelannten  eri« 
forberlid^  unb  l^inrei^enb  ftnb;  babei  ift  bie  Studmal^I 
ber  SBerrücfungen  möglid^ft  günftig  ju  treffen,  b.  |. 
fo,  ba^  jebe  SSerrüdung  eine  ftraft  ober  aud^  mel^rere 
jträfte  fenlred^t  fc^neibet 

3itr  (SrIAuterung  ber  ganjen  SSetrad^tung  geben 
mir  einige  SSeifpiele. 

Bunödgft  mag  ein  jtdrper  unterfud^t  merben,  ber 
um  eine  l^orijontale  Std^fe  (Ä)  brel^bar  ift,  fein 
©d^merpunlt  S  ^abe  oon  biefer  ben  Slbftanb  s,  äBir 
betrachten  ben  Jtörper  in  irgenb  einer  Stellung,  bei 
meld§er  bog  Sot  SÄ  oom  ©d^merpunlte  auf  bie  9Id^fe 
gegen  bie  SBertilale  um  a  abmetd^t  (oergL  gfig.  307). 
38ir  oerrüdten  ben  jtörper  fo,  ba^  bie  Slbmeid^ng 
auf  a  4-  /3  mäd^ft  unb  bered^nen  bie  9[rbeit  X,  meld^ 
ber aSerrüdfung  entfprid^t;  fte  ift  für  ein ©ennd^l  [O]  gegeben  oK 81  =  —  G.h, 
mobei  h  =  8[co8a  —  eos(a  +  ß)]  ift 

S)a  cosa  —  cos^a  +  /J)  =  cosa(l  —  cosß)  +  sina  sinß  ift,  fo  ift 

—  für  Heine  äßerte  oon  ß  barfteObar,  f aOd  man  arc  ß  burd§  h  beaeid^net,  afö 


cos 


«(X-iT  +  -)  +  ^"«(^~M  +  -) 


3n  erfter  Slnnö^erung  ift  alfo 

81  =  —  G  .  s  ,  sina  .  h. 

S)er  8tnfat;  81  =  0  forbert  «na  =  0,  b.  1^.  a  ==  0  ober  a  =  ISO», 
folange  s  nid^t  9htII  ift. 

Damit  erl^ftlt  man  nrieber  bie  fidlere  (a  =  0)  unb  bie  unfid^ere 
(a  =  1800)  (Sleid^gemid^tl^Iage  bej^  betrachteten  ftdrperS. 

gür  «  =  0  ift  in  jmeiter  8lnnä^erung 

81  =  —  a  .  slcosO^  .  ^  +  stnOo  .  bl  =  —  J  ^  .  s  .  5«. 

gür  a  =  ISOo  ift  in  ameiter  8lnnä^erung 

=  —  a  .  sTcos  1800  '^  +  sin  180«  .  bl  =  +  |  ^  .  s  .  5«. 

fflemnad^  ift  baS  ©leid^genrid^t  für  a  =  0  ftc^er  unb  für  a  =  180» 
unftd^er.  2)iefelbe  S^araheriftif  bel^  ®Ieid^genri(^te8  finbet  man  bei  Setrad^^ 
tung  enblid^er  SSerrüdtungen  auS  ben  ®Ieid|genn(^tSIagen. 
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UnbcftimmfcS  Oleid^gciüit^t  forbcrt  81  =  0  für  jebe  Snnöl^cnmfl, 
b.  ^.  8  =  0. 

2)ie  93errü(tung,  bie  mx  betrad^teten ,  toar  eine  tl^atföc^Iidl  ouSfül^rbare, 
alfo  eine  erlaubte,  unb  im  befonberen,  ba  feine  einf eiligen  SBibecft&nbe  in 
grage  lommen^  eine  jmedmft^ige.  ®oQ  aud§  bie  Slealtion  [R]  in  Ä  beftimmt 
roerben,  fo  muffen  mir  eine  oirtueQe  äSerrüdung  mft^len,  bie  nid^t  erlaubt  ift. 
SBir  beulen  baju  [R]  am  ftörper  ^aftenb  unb  rüden  i^n  fentrec^t  nad§  oben 
um  bie  ©trede  jp.  SHe  Slrbeit  oon  [Q]  ift  bemnad^  —  €r  -  p,  mö^renb  bie 
SIrbeit  oon  [jB]  bcn  SBert  +  R  .p  l^at,  fo  ba^  ^x^  R  =  G  ergiebt. 

Slfö  gmeitelS  Seifpiel  mälzen  mir  bie  Unterftü^ung  eined  StörperS  burd^ 
eine  fd^iefe  8bene  bei  einer  flroft  [K],  mie  eS  gig.  308  jeigt. 

Sfig.  308. 


• .  ^ 


Saffen  mir  ben  jtdrper  Idng^  ber  fd^iefen  Sbene  gleiten,  entfpred^enb  ber 
in  gig.  308  beaeid^neten  SBerrüdung  [si],  fo  bilben  [ä:],^[6^]  unb  [R]  mit 
biefer  SBerrüdung  Uiw.  bie  SBinlel  /J  —  a,  90«  +  a  unb  90o.  2)ie  Strbeit 
für  biefe  SSerrüdung  ift  olfo 

91  =  Ks^cosiß  —  a)  +  G3iC08(ßO^  +  a)  +  R  .  SiCOsdO^. 

gür  31  =  0  ergiebt  ftd^  K  =  ^^^^f*^  al8  »ebingung  für  bog 
®Ieid^gemi(^t,  ma^  aud^  eine  einfädle  jhaftgerlegung  beftfttigt. 


Sig.  309. 


®er  3Inf afi  ber  Slrbeit 
für  biefe  eine  gmed^ 
müßige  SSerrüdung  fü^rt 
alfo  l^ier  fd^n  gam  QxtU, 
mobei  [R]  oon  ooml^erein 
unberüdfid^ttgt  bleiben 
tonnte. 

äBill  man  aud^  [R] 
beftimmen,  fo  mu^  man 
[R]  am  jtörper  ^aftenb 
beulen  unb   3.  83.  eine 
ber  in  ber  f^igur  gleic^faQS  begeid^neten  Serfd^eBung  [s^]  ober  [53]  benu|en. 
aHan  l^at  für  [sg] 
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^  =  R  .  S2cos(90o  —  oo)  +  K  .  s,cos(180o  —  ß)  +  G  .  Sacos90«. 
gür  81  =  0  crgtcbt  ftc§ 

^C08  ß  G  ,  cosß 

M  =  K  — 7-5 r* 

stna        cosyp  —  a) 

SagfelBe  Srgebnte  liefert  bie  aSerrüdung  um  [83],  lüobei  ebenfo  roie  in 
le^terem  gaUe  bie  arbeit  oon  [6r]  oon  ooml^erein  unberücfftdöttgt  bleiben 
fann.  S)ie  SSerfd^iebung  [s^]  ift  erlaubt,  rocil  fte  tl^atfftd^Iid^  augfül^rbar  ift, 
aber  nid^t  jnjedmä^tg,  roeil  fie  ben  ^xotdtn  ber  ftonftrultion  nic^t  entfprid^t, 
bie  SJerfd^iebung  [sg]  ift  unaulöfftg,  weil  fie  nid^t  ol^ne  3^Wrung  beS  SOlate* 
riatö  ber  fd^iefen  ßbene  vorgenommen  merben  Idnnte. 

ffiaS  ®Ieid^gen)i(^t  ift  unbeftimmt,  weil  bie  3Irbeit  für  SSerfd^iebungen 
au8  ber  ®Ieid§gennd^t8lage  SRuII  ift;  infolgebeffen  lönnen  bie  ©tredfen  s^  s^ 
s.  aud^  oon  enblid^er  ®rd^e  angenommen  merben. 

Sttfö  brüteg  »ei*  gtg.  310. 

f piel  md^Ien  mir  einen  A 

gall  (oergl.  gig.  309), 
in  melc^em  hc&  l^ier 
oermenbete^rincip  afö 
aWet^obe  ber  flroft:» 
jerlegung  entfd^ieben 
überlegen  ift.  Sine 
bei  F  geführte  ©tüfie, 
xoA6)t  unter  bem  Sin* 
fluffe  oon  Jhftften  ben 
2)rucf  [Q]  ausübt, 
ru^t  auf  einem  jteile, 
ben  eine  ftraft  [K] 
antreibt.   Unter  SBer«* 

nac^Iöffigung  ber  Sleibung  finb  alle  SHeaftionen  normal  3u  ben  bemeglid^en 
glöc^en,  liefern  alfo  leine  8lrbeit. 

®iebt  man  bem  Reife  bie  ^orijontafe  SSerfd^iebung  [s],  mit  ber  [K\  ben 
äSinlel  ß  bittet,  fo  rüdft  ber  SIngriffgpunIt  oon  [Q]  um  [s']  aufwärts,  unb 

jroar  if t  s'  =  s  •  -tttt.*    3Wan  ^at  alfo 


p  8iiL(a 


;  q  sin  a 


stny 


=  Ks  .  cosß  —  Qs 


sinn 
sin  y 


b.  \  für  31  =  0  ergiebt  fid^  atö  Säebingung  beS  ©leid^gemid^teS 


K=  Q 


sma 


cos  ß  .  siny 

,     3)ie  ©feid^gemid^tSlage  ift  mieber  unbeftimmt  unb  bzm  entfprid^t,  ba^ 
s  eine  enblid^e  SSerfd^iebung  fein  barf. 

3118  nä^fteS  SBeifpiel  betrad^ten  mir  ben  belafteten  ©ebel,  ben  gig.  310 
barfteHt.    ®e^t  man  oon  einer  beliebigen  ©tettung  (a)  au8,  fo  entfprid^t 
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etnei  SkeEiutig  um  ^  bie  Se&ung  beS  ©emü^teS  Q  um  3  [sin  (k  +  ß)  —  sin  k] 
unb  bie  ©enlunß  beS  ®cn)i(i|te8  P  imt  j)  [sin  (a  +  /J)  —  stn «].  SRon  ^t  alfo 

91  =  —  ^g[stn(a  +  j3)  —  sina]  +  Pp[sin(a  +  (3)  —  stna]. 

gfic  ^  =  0  ergtebt  r"4  ftii^  oQ'  SSnte  oun  «  unb  ß  uIS  Sebingung 
beS  @(eii^getmc$teS 

«3  =  Pp. 

SEJiK  mon  aud|  S  beftimmen,  fo  mufe  man  B  am  $eBeI  ^ftenb  beulen 
unb  etnw  bie  (uuerlaubte)  SQerft^icbung  [s]  in  SKc^tung  oon  [P]  uub  [Q]  de» 
ttad^ten.    SRan  I|at  bann 

i*.s  +  ö.8  —  B.s  =  0, 
b.  ^  B  =  i'  +  ^  gilt  für  boS  ffllei^eroi^t. 

9IIS  nemridelterefi  Seiffiiel  betia^len  roii  not^  eine  ^ebeloerbinbung, 

nK[(|e  eine  9i:t  bei  gebrQuc^i^  Srüifenniagen  baifteSt  (oeigl.  gtg.  311). 

S)re^t  fu^  ber  $e6el  ^BtB,  um  0  um  einen  (teineu  SBinlet  e  fo,  bafe  fi^ 

-4  fenlt,  fo  Efeben  fii^  J?i  unb  B,  bejm.  um  biorce  unb  b^iarct,  unb  eben(o 

Sifl.  Sil. 


bie  Snbpunhe  C,  unb  Ci  ber  bei  £1  unb  B,  eingelenHen  Stangen,  non 
benen  B^Ct  bie  Patte  CjD,  mit  Spielraum  burc^bridit.  3)ie  Hebung  oon 
C)  brel|t  bie  in  <7,  unb  in  Jf  eingelenite  Stonge  C^M  vm  einen  S3Hnfe!  Ä, 

für  beffen  aSeftimmung  bjorce  =  Itorcö  gilt,  fo  bofe  arctf  =  -'  arct  ift. 
3nfoIgebeffen   ^t   fti^    Dg    unb   bomit    2>,    um   ?,orcÄ  ^  -j^  ■  6,  .  arc«. 

©oQen  ftc^  bie  $untte  G,  unb  D,  gleidEjm&gig '^efien,  fo  bog  CiDi  babei 
fjorijontol  bleibt,  rnenn  e$  einmal  ^orijontal  ift,  fo  mu^ 

b,arcs  =  j-  ■  b^arce 

fein,  b.  ^. 

ft,  :  bi  =  ?,  :  /j. 
3ft  bie  ftonftruftion  fo  ouSgeffl^rt,  ba^  b,  :  6^  =  ?,  :  Z,  ifi,  fo  ifl  bie 
a^bingung  beS  ®Ieii|gemii$tS  leii^t  ju  beftimmen,  ba  alle  Steaftbnen  (in  ben 
SWenlen)  bei  Bemoi^täffigung  ber  JReibung  [entreiß  flehen  gu  ben  Sahnen 
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i^rer  Slngrippunfte.  S8  ^anbclt  ftd&  bann  nur  irni  bie  SlrBctt  bcr  Straft  [P], 
beren  SBeg  aarca  unb  mn  bie  9tr6ett  ber  Jhaft  [Q],  beren  SBeg  biorca  ift. 
man  l^at  alfo 

4-  jPa  arc  «  —  Qh^  arcs  =  0,     b.  f^:  P  .  a  =  Q  .  b^ 

n\&  SSebtngtmg  bel^  ©letd^enitd^teS. 

gür  a  :  bi  =  10  :  1  erl^ält  man  eine  jogen,  Sejimolnjage  (P  =  ^  Q), 
für  a  :  bi  =  100  :  1  eine  fogen.  Kentefimatoage  (P  =  yi^  ^). 

9(fö  nAd^fteg  SSeifpiel  betrad^ten  n^ir  nod§  eine  fentred^t  fte^enbe  @d^raube, 
bttrd^  oeld^e  eine  an  ber  @pinbel  befeftigte  Saft  Q  gehoben  nierben  foS,  unb 
iwax  burd^  eine  jtraft  K,  tüü^  an  ber  9[d§fe  ber  @pinbel  in  einer,  ju 
biefer  fenlred^en  Sbene  atn  9Irme  h  nnrit.  99ei  Semad^dfftgung  ber  8leibung 
ftnb  bie  9tealtianen  jnnfd^  ®pinbel  unb  3Rutter  fenlrec^t  gu  i^en  SSal^en, 
fo  bag  fie  oemad^Iftfftgt  n^erben  Idnnen.  Sktf^t  man  bie  ®pinbel  einmal 
xm,  fo  l^ebt  fte  ftd^  um  bie  fogenannte  (Sangl^d^e  h,  mobei  bie  Slrbeit 
—  (Q  +  0)h  geleiftet  mirb,  menn  man  ba8  ®en)i(^t  ber  ©pinbel  mit 
<}  beaeid^net.  S)er  SBeg  ber  ftraft  K  ift  babei  2kn,  fo  ba^  bie  3(rbett 
+  K  .2kn  \^t    gjlan  ^at  alfo 

81  =  — (C  +  G^)Ä  +  JS:.2Ä;:r. 
gür  31  =  0  erhält  man 

2kx 

afö  SSebingung  beS  ®Ieid^gennd^teS,  bem  Slul^e  ober  eine  (mö^ige)  gleic^^ 
fjSrmige  SBemegung  ber  @pinbe{  entfprid^t. 

gü^rt  man  ba9  äRoment  Mo  =  Kk  ein,  fo  lögt  fid^  obige  ®Ieid^ung 
aud^  fd^reiben 

@(^Iie^id^  betrad^ten  mir  bie  entfpred^enben  SBer^dltniffe  für  ein  ga^ 
fammengefe^ted  Xriebmerl,  bei  mel(^em  fömtlidge  9teaftionen  bei  ^tma^^ 
I&fftgung  ber  9teibung  bie  3(rbeit  3luSi  leiften. 

3A^  gQt  3.  S9.  für  eine  S9od(minbe. 

Sntfprid^t  einem  ooQen  Umgange  ber  fturbel  eine  ^ung  ber  Saft  Q 
um  A,  fo  gilt  mieber  für  bie  Slrbeit  mft^enb  einel^  Umganges  bei  ®Ieid^« 
gemid^t 

K  .2kn  =  Q  .h. 

^üfyct  man  bie  Qtit  T  ein,  meld|e  für  einen  Umgang  ber  jturbel  er«: 

forberlidl  ift,  fo  gilt  au(^ 

2kn  h 

2  kx 
Sabei  begei(^net  --=-  bie  mittlere  ober  aud§  bie  lonftante  ©efc^minbig«; 

leit  Ci  beg  JturbelenbeS,  m&l^renb  -^  bie  mittlere  ober  aud^  bie  lonftante 
(Sefc^minbigleit  c,  eines  fünftes  ber  Saft  barfteQt.    S>emnac^  gilt  l^ier  auc^ 
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iC.  ci  =  ^  .  Ca     ober    iC  =  ^  •  §. 

©obei  ift  w  =  Ci  :  Ca  boS  Umfeftunggoerl^ältnig  (oergL  ©.  204)  ber 
äRafc^ne,  gered^net  oon  Jhaft  ju  Saft. 

2)en  Snfag  iC .  c^  =  Q  .  Cj  tatm  man  aud^  unmittelbar  erhalten, 
menn  mon  bie  9Irbeitl^ft&r(e  (oergL  ®.  256)  für  K  unb  Q  anfegt 

2)ad  ^rincip  ber  virtuellen  SSerrüdungen  leiftet  für  einen  erften 
Überfd^Iag  ftetlS  gute  2)ienfte,  faQd  man  ftd^  oorBel^ält,  bie  Q^gebniffe  burd^ 
nad^träglid^e  (Sinfül^rung  ber  Sleibungen  nad^  äSebürfniS  txm  gaU  ju 
fjall  ju  oerbeffem, 

®efd^d§tlid^  ift  ju  bemerlen,  ba^  man  urfprünglidg  bie  ®efd^minbigfeiten 
betrad^tete,  meldte  virtuellen  SSerrüdungen  entfpred^en,  unb  ba^  man  baS  in 
9tebe  ftel^enbe  ^ßrincip  beSl^alb  frül^r  ba^  ^rincip  ber  virtuellen  (3e« 
fd^minbigleiten  nannte." 


^nmtnhM^tn  ier  $e^re  nm  itn  $^ftßt9ung$reaktt0nen. 


1*    Sad  {if^ete  ©leif^gemic^t  bet  ffiiyiie.    Sin  priSmotifd^er  Stdrper 
xnfft,  toie  gfig.  312  cmbeutet,  auf  einem  S^linber  im  ©leid^gemidgte.    Um 


/^s 


V,  gig.  312. 


beffen  SIrt  ju  beftimmen,  Betrad^ten  mir 
bie  @d^e  S  beS  @(^merpuntteg  in  ber 
9lebenlage,  meldte  bur(^  älbroQen  t)on  SB^ 
Quf  BJBi  ju  ftanbe  gelommen  ift  Über 
ber  ^orisontolen  burd^  B^  \fiX,  ba 
B'Bx  =  BB^  =  r.arcd  x%  B*  bie $ö^e 
r  .  arc8  .  sin  d,  mä^renb  ff  über  ber  $ori* 
aontalen  burd^  JB'  bie  $ö^e  h .  sin  (90«  —  8) 
f)at 

2)emnac^  ^at  S'  über  ber  ^origon»: 
talen  burd^  Bi  bie  $a^e 

r  .  arc8  .  sind  '\-  h cos d, 

mö^renb  S  über  il^r  bie  QSfjt 

h  +  BC  =  h  +  MB  —  MC  =  h  +  r  —  rcosö 

^at.    S)aS  ©leid^gemid^t  ift  ftd^er,  menn  S'C  >  iSC  für  ZtmÄ  =  0. 

gür  S'C  =  SC  er^Ält  man,  faHS  man  biefe  ©röfeen  in  samttt  äln^ 
nöl^ermtg  barfteUt 


b.  ^. 


r  .  arc^S  +  h(l  —  larc^ö)  =  h  +  r  —  r(l  —  \arc^d), 

h  =  r. 

©id^ereS  ®Iei(^gemid§t  ift  alfo  oorl^anben,  fallS  ä  <  r  ift. 
2)ie  99etrad^tung  gilt  aud^  für  eine  5htgel  afö  Unterlage. 


2.  Sad  {td^ere  @Ietd§gettitf^t  ber  (i^ic^noibenttiiege.  Sin  cglinbrifc^er 
Körper  rul^t,  mie  gig.  313  (a.  f.  ®.)  anbeutet,  auf  einem  Kglinber  vom 
9labiul^  R  im  (Sleid^gemic^te.  Um  beffen  9Irt  ju  beftimmen,  betrad^ten  mir 
bie  Qbfft  beS  ©d^merpunfteg  S'  in  ber  Sßdbenlage,  meldEie  burd^  3lbroIIen  oon 
B'Bi  auf  BBi  ju  ftanbe  gebmmen  ift.  Über  ber  horizontalen  burd^  Bi  ^at 
M'  bie  Qbf^t  y^=rcoss    unb  ff  bie  Qbfft  y^  =  B'BiSinB*B^C.     ®a 

B'B^  ==  2rs«n|.unb2iJB'5xO=rl80o  — ^900  — I)  — (900  —  £)  =  £  +  | 
ift,  fö  ift  y%  =  2rsin^  sin(s  +2)" 
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2)ntter  «bft^nitt.    2)titte0  ^apittl    (Srfte  Abteilung. 


[3. 


3ft  BS  =  ffS'  =  h,  \o  tft  S'Jtf'  =  r  —  h,  fo  ba^  S'  bic  ©trcdc 
^'Jf '  im  JBerl^ältntffe  ä  :  (r  —  Ä)  teilt,  ©emnad^  ift  bic  $ö]§e  y,  oon  S' 
über  ber  ^origontalen  burc^  Bi  gegeben  als 

•  sini  F.    4- 


hrcosB  +  (r  —  h)2rsin^  •  stn( «  +  -x-j 


_  ^yi  +  (^  —  fe)yi  _  

S)agegen  ift  bie  $d§e  SC  oon  S  über  ber  ^origontalen  burd^  B^  %t^ 
geben  atö 

Ä  +  BC  =  h  +  BM  —  MC=h  +  B  —  Bcosb. 

5)08  ®Ieic^gennd^t  ift  fid^r,  wenn  S'O  SC  ift  für  limd  =  0. 
gfür  S'C  =  SC  erhält  man,  falls  man  biefe  ®röfeen  in  gmeitcr  ^n^ 
nä^erung  barfteQt 

Ä(l  —  \arcU)  +  2(r  —  h)(}arcd  .  arcs  +  ^arc^d) 

=  Ä  +  JB  —  jB(l  —  larc^s). 

S5a  megen  ber  Slbmidfelung  beim  SRoHen  Bares  =  rarcS  \\i,  fo  ift 
=  —  unb  man  Bat  baber,  bei  S)it)ifton  burd&  ard^  s 


Sifl.  313. 


(r-f^){k^  +  \^)  =  l 


B 


ober 


h(r  +  By  _  B(r  +  B) 


b.  ^. 


h  = 


rB 


r  +  B 

@id^ereS  (Sleid^gemic^t  ift  alfo  oor^ 

rB 


l^anbcn,  faQS  h  < 


ift. 


r  +  B 

SHefetbe  ^Betrachtung  gilt  aiw^  für 
amei  Stugeln. 

gl0.  314. 


3*  Set  $ebel  unb  feine  Sermeubung.  Sin  jtarper  (oergl.  gig.  314) 
fei  bei  Ä  um  eine,  fenlrcd^t  gur  ®6cne  ber  Seid^nung  liegenbc  STd^fe  brel^bar 
unb  merbe  oon  fträf ten  .angegriffen,  meldte  f ämtlid^  in  ber  ®bene  ber  3eid^nung 
liegen,  unb  iwax  mag  ftd^  unter  ben  angrcifcnbcn  fträften  oud^  baS  ®enw|t 


3.] 


Sttitoenbungen  ber  fiepte  oon  ben  iBefefttgtsnglSrealtionen. 
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6r  beS  flörpcrS  in  bcffen  ©d^toerpunlte  S  Befinben.  Soll  fi(§  bcr  ftörper  im 
®(ei(^gen)i(^te  befinben,  fo  mu^  baS  äRoment  ber  angreif enben  ftrftfte  in 
Sejug  auf  A  als  2)re]^unlt  oerfd^nnnben,  b.  1^.  man  ^at  für  f^ig.  314 

3ft  biefe  ®Iei(i^ung  erfüllt,  fo  oerfd^iebt  man,  um  bie  Slealtion  in  A  ju 
beftimmen,  alle  Strafte  nad^  A  unb  biQ>et  il^r  $oIt)gon;  bie  (Segeniraft  ber 
entftel^enben  Slefultante  ift  bie  gefuc^te  SlealtiDn.  SHe  ftrftf tepaare ,  meldte 
ber  JBerfd^ieBung  ber  ftröfte  nati^  A  entfpred^en  (oergl.  ©.  328),  jerftflren 
ftc^  oon  felbft,  menn  bie  oben  aufgefteüte  ©leid^ung  erfüllt  ift. 

2)ie  einfad^en  gformen  beg  ^befö  ftnb  aul^  \ytc(i  erften  Sel^rgange  ber 
5ß5#f  belannt. 

3Bir  betrachten  ^ier  junäd^ft  nod^  bie  gleicharmige  igebelmage  etmad 
genauer.  @ie  jeigt  eine  Slnmenbung  bel^  um  einen  ^untt  brel^boren  fidrperS, 
ber  ftd^  im  ftabilen  ©leid^gemid^t  beftnbet,  bei  bem  alfo  ber  @d^merpunlt  S 
fenlre(5t  xmter  bem  ©rel^unlte  G  Regt  (gig.  315). 


gig.  315. 


P  +  Q 


es  fei  AB  ber  SSageboIIen 
oon  ber  Sftnge  2a,  Gr  \^oSl^ 
©emid^t  beSfelben,  Q  'toA  ®e^ 
nrid^  einer  Schale  mit  3^ 
be^dr,  0  ber  2)re^punlt  beS 
SäoItenS,  S  ber  Sd^merpuntt 
ber  SBage  unb  D  ber  Siurc^^ 
fd^ittSpunh  ber  Sinie  AB  mit 
ber  Sinie  CSE.  ^  merbe  an 
einer  Seite  ein  Übergemid^t  P 
angebrad^t,  moburd^  ber  ä3allen 
aus  feiner  horizontalen  ©leid^^" 
gemid^SIage  in  eine  geneigte  übergel^t,  bie  burd§  ben  SBinfel  a  beftimmt  merben 
lann,  meldten  bie  neue  Sage  oon  ABxvcd  ber  Sorijontolen  bilbet.  ES  ift  ber 
SBinlel  a  au  beftimmen,  mobei  GS  =  }>  yxcib  GB  =z  ^  c  ift,  ba  ftd§  S  unb 
D  ju  oerfd^iebenen  ©eiten  bcS  2)re§punIteS  G  befinben.    SRan  l^at 

(P  +  (^{aco^a  —  cstna)  —  Q(acosa  +  csma)  —  Ghsina  =  0 
b.  \      cosalPa  +  Qa—  Qd)  —  stna(Pc  +  Qc  +  Qc  +  Gh)  =  0. 

hieraus  folgt: 

Pfl 
^^^9C^  =  ^2Q  +  P)c+  Gh' 

aHon  mitt  bei  einem  Keinen  Übergemid^t  P  einen  großen  8luSfd§Iag* 
minfel  a  ^aben.  3n  bem  oorliegenben  8luSbrud(  foll  alfo  tanga  red^t  gro| 
merben.  SS  lö^t  ftd^  baS  erreid^en,  menn  man  a,  ben  2Irm  beS  SBoIIenS, 
red^t  lang  mad^t,  baS  ©emid^t  G  beSfelben  möglid^ft  rebujiert  unb  bie  dnU 
femung  c  rec^t  Hein  annimmt. 

3n  ber  praltifd^en  «uSfül^rung,  befonberS  für  feine,  jum  d^emifd^en  ®e* 
braud^e  geeignete  SBagen  ift  c  gemö^nlid^  gleii^  StuII,  b.  ^.  ber  S)re]&punlt 
beS  SSallenS  liegt  mit  ben  «uf^ftngepunlten  ber  Schalen  in  berfelben  geraben 
Sinie.    ©ierfür  gilt: 
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S)ritter  abfd^nüt.    2)ritte9  5!apitel.    (Erfte  Slbteilung. 


[3. 


tüfigu  = 


a6 


SBeiter  oerminbert  man,  um  bei  ber  SBage  eine  ted^t  gro^e  ßmpftnblid^« 
teit  3U  erreid^en,  b  \o  vitl  oIS  mdglid^,  b.  1^.  man  bringt  ben  ©d^merpuntt  S 
menig  tiefer  aU  ben  Sluf^öngepunlt. 

2)a  bie  äBageboIfen,  meiere  jmar  gleiche  Söngen  ^aben  foQen,  tl^atföd^Iid^ 
nid^t  genau  gleich  ftnb,  fo  ^Ift  man  ftd§  biefem  Öbelftanbe  gegenüber  burd^ 
eine  boppelte  SB&gung.  äBirb  ein  Stdrper  oom  Semid^te  W  in  ber  ©d^ale, 
meld^  bem  SIrme  aj  entfprid^,  burd^  baj^  ®emid^t  Q,  im  ®Ieid^gemid^te  ge^ 
galten,  bagegen  in  ber  ©d^ale,  meldte  b^m  SIrme  o,  entfprid^t,  burd^  baS 
®tmä)i  Qi,  fo  gilt 

W  •  Ol  =  Qi  .  <i2     unb     TF .  Oa  =  Ca  •  «1- 
2)urd^  äßultiplilation  beiber  ©leic^ungen  erl^ftlt  man 

2)ur(^  2)ioiftan  beiber  ®(eid|ungen  erl^ftlt  man 

gür  ben  SöH  ber  gfig.  316,  bei  meld^er  V  bie  SBelaftung  bejcidönet,  meiere 
ben  unbelafteten  $ebel  nom  (Semid^te  6ri  im  ©leid^gemic^te  erl^ftlt,  gilt  junöc^ft 


gig.  316. 


gig.  317. 


SBirb  in  Ä  eine  Saft  Q  angel^öngt 
unb  auf  BC  ba8  ®twiä)t  G  auf gef droben, 
fo  gilt  femer  bei  ©leid^gennd^t 

Gx  =  Qh, 
b.  ^.  jc  =  §  •  -7-,  fo  ba^  X  proportional 

Cr 


ift  3«  «. 

S)ie    praftifd^e    9luSfü^rung    biefeS 

äipparated  mirb  alS  äBiegeoorri(^ttmg  be^ 

nu|t  unb  l^ei^t  römifd^e  ®d§nellmage 

(gig.  317).  Sei  berf elben  ift  ber  lange  $ebel* 

arm,  gur  Slufnal^me  beSfonftanten  ©egcns» 

Q 

gemic^teS  G,  ber  Oletd^ung  x  =  ÄC  -  j;- 

gem&^,  in  gleid^e  5£ei(e  ju  teilen,  unb  gmar 

oon  0  auß,  fattS  G^  in  0  bei  unbclafteter 

SBage  (Sleid^gemid^t  l^erfteUt. 

geigcrmagen  finb  SBiegcoorrid^tungen,  bei  meldten  bie  Orö^e  einer  abju* 

miegenbcn  ßaft  burd^  ein  lonftanteS  ©eroit^t,  meld^eS  mit  ber  SBage  unoer* 

önberlid^  oerbunben  ift,  beftimmt  merben  lann,  unb  bei  benen  bad  ©emid^t 

ber  Saft  oon  einem  Qciger  auj  beftimmter  ©fala  angegeben  mirb. 

3n  gig.  318  ift  eine  ©amfortiermage  abgebilbet,  roie  biefelbe  3.  S3.  gur 
ajeftimmung  ber  geinl^eitSnummer  baummoHener  gcmeifter  ®ame  benu^t  mirb. 
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See  SBagebalten  AB  tft  ein  uttQleiäianntgei  ^el,  bet  bei  C  feinen 
S>rel|pun!t  ^at,  bei  B  mit  einem  §aten  jur  SHufna^me  bti  ©amftrfi^ne  »et» 
jc^en  ift  unb  bei  Ä  ein  @egengeroi(^t  oon  folt^t  <&x^e  ti&gt,  ha^  bei 
©t^qjunlt  bes  »alfenS  in  ben  ffitefipunft  C  fäüt.  Stei^roinlelig  ju  ^5, 
im  $unlte  G,  ift  mit  bem  Saßen  ber  SSrm  CD  feft  oerbunben,  bei  an  feinem 
@nbe  baS  (onftante  ®ta\ijt  trägt  unb  unmittelbar  baifiber  mit  einem  buri^< 
brtx^nen  Stammen  verfemen  ift,  um  baburc^  bie  Qa^lm  auf  bem  Siabbogen 
EG  crtennen  ju  tonnen.  2)aS  Seroic^t  beS  ätrmeS  CD  mit  bem  tonflanten 
©emit^t  am  Snbe  fei  W  imb  bagfelbe  roirfe  im  ©i^rpuntt  S.  ©ie  SBpfle 
ift  ^ietnoc^  fo  eingeric^et,  bö^  im  unbetofteten  ^uftanbe  ber  Salfen  AB 
eine  ^arijontale  unb  ber  9Irm  CD  eine  oertilale  ISoge  ^at.  SS  fei  CB  =  a, 
CS  =  b  unb  baS  ju  beftimmenbe  ®eroiif|t  in  B  fei  gfew^  Q.  barni  I|aben 
mir,  roenn  ber  äirm  CD  bei  biefer  Selaftung  mit  ber  Sertitalen  ben  äÖintel 
a  bilbet,  als  ®Iet%en>ii^Sbebingung 

Qacosu  —  Wbainu  =  0. 

hieraus  etgiebt  flc^ 


tanga  = 


Wb' 


b.  ^.  bie  trigonometrift^n  Tangenten  ber  9IuSf(f|Iagniinte(  ftnb  ben  @en)id^ten 

ber  ®amftrö^ne  proportional.    §ietnai^  ift  eine  m  E  iu  CE  errit^tete  Slot^ 

mole  in  ßleit^  Seite  ^^^  318 

ju  teilen,  unb  bie  SBer=  A       a 

binbungglinien  biefet 

Sieilpuntte     mit     G 

roerben  auf  bem  <Srabs 

bogen  bie  entfpiei^ene 

ben    leilfttidie    an« 

geben ,    meiere    alfo 

unter     fi(^     ungleii^ 

finb.  SBei  ben  ©amen 

mtrb  anftatt  beS  &e' 

mii^teS  bie  gfein^eitfii 

nummet     angegeben,  n  w 

b.  i  bieienige  Qaifl, 

mit  ber  baS  @eioid^t 

von  840  ^arbS  ©am« 

längep  muttipit  jieven 

ift,  um  1  Sßfb.  engl. 

JU  ermatten.    SBaum» 

rooae  3lr.  50  bebeutet  alfo:  840  gatbS  biefer  «aumrooHe  wiegen   ^  Sßfb. 

3n  ber  gigur  finb  auf  bem  ©rabbogen,  biefer  Seaeittinung  cntfprec^enb, 
bie  eiiijelnen  leilftric^e  mit  biefen  3iummem  oerfeljen,  roonaii  bie  SBage  non 
®om  9h;.  100  big  ©am  9ir.  5  benugt  roeiben  tann. 

4.  StonBenoetiiMbnufleit.  Sie  »eftimmung,  roelcfie  ©.  479  u.  f.  fßt 
jmei  fi(^  gegenteilig  ftQgenbe  SIScCe  bur%efü^rt  rourbe,  gilt  jugleic^  für  groei 

ScTnlctc.  ailei^anlt.    L  32 
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S)tUter  SCbfc^nitt.    S)rittc8  ftapUel.    Chrfte  Slbtcilung. 


[4. 


©tätigen,  bie  in  Äi,  B,  A^  burd^  Oelcnfc  ocrbunben  finb.  SKan  lann  in  A^ 
unb  -4,  ftatt  beS  feftcn  3Infd^Iuffeg  roicbcrum  cingdcnftc  Stangen  ein* 
führen  u.  f.  f.,  fo  baft  man  3U  einem  ©tangenpolggon  ober  ©tangened  ge* 
langt,  ©ie  auf  @.  479  u.  f.  burd^gefü^rten  Setrad^tungen  gelten  haxv^  für 
je  jmei  benad^barte  ©tangen  beS  5|ioIt|gong.  3lamentlic§  bleibt  aud§  bie 
8fteget  über  bie  Sftealtion  einer  Iraftfreien  Stange  babei  in  Oeltung,  monac^ 
biefe  ftetS  imterl^alb  ber  8li|fe  ber  ©tange  liegt. 

giüdtt  [G^i]  nat§  ^i  ober  nad^  B,  mä^renb  BA^  fraftfrei  ift,  fo  rüdft 
Ol  in  gleid^em  ©inne  weiter.  Sei  einer  Selaftung  oon  -4,  ift  [jBaJ  fen!rcd^t 
nad§  oben  gerichtet,  mä^renb  [UJ  oerft^minbet;  bei  einer  Selaftung  oon  B 
fäHt  [Ra^  in  bie  8ld^fe  ber  ©tange  A^B,  mä^renb  [R^]  in  bie  3lc^fe  ber 


Sig.  319. 


a. 


©tange  BA.^  föttt,  b.  1^. 
,40'2  bei  Shtotenbelaftung  oon 

|\  fonft  fraftfreien  ©tangen 

i  \  liegen  bie  Sfteaftionen  in 

j   \  ben  8td)fen  ber  ©tangen 

1    \  (oergl.  gig.  150). 

äBir  bel^anbeln  gus^ 
nöd^ft  bie  3lufgabe,  meiere 
©.  479  u.  f.  burd^gefü^rt 
rourbe,  burd^  ©infü^rung 
oon  Änotenbelaftungen. 
®ie  Äraft  1  \  in  S^  ift 
in  bie  parallelen  Rräfte 
\  in  A^  unb  1  in  J? 
gerlegt,  cbenfo  bie  Rraft 
3  in  Sa  in  bie  parallelen 
Äräftc  2  in  A^  unb  1 
in  B.  ®ie  ftraft  2  in 
B  gertegt  fid^  nad^  ben 
©tangen  in  BCi  unb  in 
BC2\  biefe  Äomponcnten 
geben,  nac^  ^i  bcgro.  A^ 
oerft^oben,  bort  im  SScr» 
ein  mit  ben  aufterbcm 
oorl^anbenen  flröften, 
begm.  bie  3lefultanten  A^D^  unb  AJ)^,  meldten  bcsm.  bie  SReaftionen  [Ra^  unb 
[jBaJ  entfpred^en.  ©d^neibet  man  bie  Äonftrultion  in  B  burd^  MN,  fo  geben 
bie  in  gig.  319  b  unb  c  bargeftellten  ffraftbreiedfe  bie  9lcaftionen  [R^]  unb  [R^. 
3ur  ftontroHe  bient  nod^  gig.  319  d. 

aSeim  aWanfarbenbad^,  meines  gig.  320  a  barftettt,  liefert  bie  SBanb  AB, 
ftatt  beren  aud^  ein  ameiteS,  fgmmetrifd^  gelegenes  ^ai)  auftreten  fann, 
eine  ^orijontale  9leaItion  [R],  meldte  mit  bem  ©emid^te  ber  erften  ©tange 
(©parren)  unb  ber  SReaftion  [Ri]  oon  [A^  im  ©leic^geroic^te  fte^t.  gür  bie 
gmeite  ©tange  fpielt  bie  ®egen!raft  \R{\  oon  [R^  biefelbe  SioIIe,  roie  [R] 
für  bie  erfte  ©tange  u.  f.  f. 
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4.]  Slnroenbungen  ber  ßel^rc  oon  btn  JöefeftigunöSrcaftionen., 

3n  gig.  320  b  ftnb  bte  einaclnen  SDretcdc,  rocld^c  3ur  aScftimmung  bcr 
aicalttoncn  bienen,  für  gleiche  ©parrcngeroid^tc  ancinanbcr  gefügt;  babct  ift 

gig.  320. 


1  0  =  22i  unb  01  =  1?,,  2  0  =  iJa   unb  02  =  R^  u.  f.  lo.    3Kan  be:= 
jeu^nct  22  alS  ©ortgontolfd^ub  (H). 

32* 
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3n  äSejug  auf  bie  äBinlet,  toeld^e  bte  Stangen  mit  ber  ^orijontalen 
bilben,  erfjölt  man  Säegiel^ungen,  menn  man  bie  einzelnen  Stangen  in  ben 
©elenfcn  bur^  Schnitte  ooneinanber  trennt  unb  auf  fie  bie  ©Icic^ungcn  beö 
®Iei(^gemic^te8  anmenbet.  ^ixx  bie  erfte  Stange  (cergl.  gig.  320  c  a.  v.  S.) 
giebt  ber  SJtomentenfa^  in  Segug  auf  Äi  bie  ©leid^ung 

b.  f), 

tg^i  =  2f* 

3tu6erbem  ift  H,  =  B  =  H  unb  F^  =  G^, 

3n  SSejug  auf  bie  jmeite  Stange  (oergl.  gig.  320  d  a.  o.  S.)  giebt  ber 
aßomentenfag  in  SSeaug  auf  Ä^  bie  ®teid^ung 

b.  ^.  _ 

Slufeerbem  ift  H2  =  Hi  =  R  mb  V^  =  a^  +  Vl  =  G^  +  G^. 
Sbenfo  ergiebt  ftd^ 

«(/«s  =  ^'  "*"  ^j^"^  '^^  -ffj  =  i2  unb  F,  =  (^1  +  G,  +  ^8  u.  f.  m. 

gür   6ri  =  G^a  =  .  .  .  (t,  b.  1^.  für  unter  fid^  gleichartige  Stangen 

gilt  alfo 

G       ^  SG     ^  bG 

3ft  ofti  gegeben,  f 0  aeigt  gig.  320  a  bie  ffionftrultion  für  «i,  a^  a^  u.  f.  f. 

Sinb  bie  Stangen  nid^t  gleid^artig,  fo  ift  bie  ftonftruftiön  auc^  burd^s 
fül^rbar,  menn  aud^  in  Derroidtelterer  SBeife. 

$at  man  bie  Sparren  eingefeftt,  fo  bcftimmt  ft(^  aud§  baS  Sgftem  ber 
SReaftionen  einbcutig.  ©iefe  SSeftimmung  mufe  übereinftimmen  mit  ber  in 
gig.  320  b. 

Silbet  bie  nte  Stonge  mit  ber  ©orijontalen  ben  SBinlel  a„,  möl^renb 
bie  bereits  beftimmte  Steaftion  [Itn-i]  tnit  ber  ©oriaontalen  ben  SBinlel 
Bn-i  bilbet,  fo  aeigt  ^Jig.  320  e  bie  Säeftimmung  ber  SReaftion  [Bn]r  bie  mit 
ber  ^oriaontalen  ben  SBinlel  Sn  bitbet.    3Jlan  ^at 

In  ?n 

fgsn-i  =  X  :  g-  cos  ein    unb     t9Sn  =  y  :  -^  cos  a„, 

igSn-i  +  tgBn  =  (a;  +  S/)  :  i^cosa^  =  InSinUn  :  -^cosct,^  =  2tgan. 
^a  tg£n  =  n^  ift  (nat^  gig.  320b),  fo  ift 

2tgar,  =  {2n—  1)-|-. 
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9(nn)enbungen  ber  Seigre  oon  ben  iBefeftigungl^reaÜiDnen. 
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gjlan  §at  alfo 


unb 


^^f  61  :  <^  «2  •  ^^  ^s  •  •  •  *  =  1  •  2  :  3  :  •  •  • 
<^  «1  :  <()r  ttj  :  <^  063  :  •  •  •  =  1  :  3  :  5  :  •  •  • 

W  Cr  ^  W 

S)aBci  ift  tgoi  =  —  nad^  fjig.  320a  unb  tge^  =  —  =  —  =  2«^«! 

na^  gig.  320  b,  b.  l).  H  =  J  G  co<  «i. 

©anbclt  c8  ftd^  aHgetneitt  barum  (ocrgl.  gig.  321  a),  in  einer  ©tanoen* 
oerbinbung  ÄMN  eine  ©tange  l  von  Bcfttmmter  SScIaftimg  P  in  einem  be* 
ftimmten  5ßunlte  N  eingufügen, 
beffen  3lealtion  [B]  bereitg  be*  Stg.  3^1. 

lonnt  ift,  fo  lann  man  junöd^ft 
aus  [B]  unb  [P]  bie  3lealtion 
[JB']  plr  baS  anbete  ffinbe  ber  ein* 
julenlenben  Stangen  beftimmen 
(gig.  321  b)  unb  bem  entfpreci^en* 
ben  ©reiede  bie  SBinfel  «i  unb 
«g  entnel^men,  meldte  über  ben 
beiben  ©tüdten  li  unb  I2  ber 
©tange  l  fte^en.  S)ie  ftreiSbogen 
für  «1  unb  a,  geben  (oergl. 
gig.  321  c)  ben  5ßunlt  K  unb  ben 
SBinlel  s,  fo  bä^  bie  ©tange  nun 
in  rid^tiger  Sage  in  bie  Hauptfigur 
321  a  eingejeic^net  mcrben  lann. 

gür  Jhu)tenbeanfpru(^ungen, 
meldte  unmittelbar  afö  folc^e  ge* 
geben  fmb,  finbet  8zxkQ\xx\Q  mä) 
ben  Sld^f  en  ber  ©tangen  ftatt,  f  0  ba^ 
bie  ©tangenoerbinbung  bann  genau 
einem  ©eilpolggon  entfprid^t,  ab^ 
gefe^en  baoon,  ba^  in  ©eilftüdEen 
nur  3ug,  in  ©tangen  aber  aud^ 
S)rudt  auftreten  fann. 

3n  gig.  322  ift  ein  fold^er 
gaQ  bel^anbelt,  mobei  0  0  bie  SRe« 
aftion  von  -M"  unb  2  0  bie  SRe^» 
af tion  t)on  N  barfteHt. 

©tangenpolqgone    oon    un* 
enblid^  SS  Meinen  Seiten  gelten  in  m 
©tongenluroen  über,  meldte  aUe 
ffiigenf  d§af  ten  ber  ©eilluroen  ^aben. 
aSergl.  ©.  352. 

5.  ©ttt^Itnten  unb  »e« 
laftunflöKttien»  3n  gig.  323 
(a.  f.  ©.)   ift  bie  ©älfte  eineS 


c. 


Sig*  322. 
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2)ritter  Stbfc^nitt.    S)TitteS  Jlapitcl.    (Srfte  Abteilung. 


[5. 


geroöl^nHi^cn  ©cioöIbcS  (Sonncnßcnjölbc  mit  l^orijontalcr  äd^fe)  bargcfteflt, 
tuäl^renb  bcffen  anbere  ©älftc  burd^  bie  toageret^tc  flraft  [JJ]  crfeftt  tft,  mit 
toclt^er  biefe  gegen  bie  erfte  brüdft.  S)ie  3tuffd^üttung  ober  Übermauerung  über 
ben  eingelnen  ©emölbeftcinen  ift,  biefen  entfprec^enb,  jerlegt,  fo  ba^  bie  ein^ 
gegeid^neten  ©c^merpunltc  Si,  S^, ...  immer  ben  ©d^merpunlt  je  eineS  (Scmölbe* 
ftüdfeS  unb  ber  juge^örigen  Selaftung  beaeid^nen,  S)omit  ber  erftc  ©tein  mit 
feiner  Seloftung,  b.  |.  AB  CD  im  Olcid^gcmit^te  ift,  mufe  ein  $unlt  ber  gWdfie 
DD'  eine  SRealtion  [UJ  liefern,  bie  mit  [H]  unb  mit  bem  ©emid^te  [Gi],  melc^eS 
ftd^  in  Si  nerbid^tet,  im  Oleii^genrid^te  ift;  fie  ift  in  ber  9lebenfigur  bcftimmt. 
®ie  (Segenfraft  [IQ  biefer  Sfleaftion  brödEt  auf  ben  jmeiten  ©tein  DG  FE, 

fo  bafe  für  beffen  ®Icic§gemid^t  fRi]  mit  [G^]  unb  ber  SReaftion  oon  [E^ 
oon  EE!  im  ©leid^gemic^te  fein  mu^;  aud^  [R^  ift  in  ber  SRebcnfigur  beftimmt. 

Sig.  323. 


5?ü5rt  man  biefe  Setrad^tung  oon 
©tein  3u  ©tein  meiter,  fo  bittet  fit^  in  bem 
®emölbe  baS  ©eilcdf  T^K^T^K^T^K^ . . ., 
meld^eS  S)rudlinie  ober  ^Jtid^tungS^ 
linie  beS  S)rudCeg  genannt  mirb. 

aSerbinbet  man  bie  SttngriffSpunIte 
Ti,  To.  . . .  ber  3fleaftiünen  [II\  [R^\  . . . 
burd^  ©tredten,  fo  erhält  man  ben 
©tredfenaug  T^T^1\  ...,  metd^er  ©tüt;=' 
linie  genannt  mirb.  SSergl.  bamit  aud^ 
gig.  320  a. 

gcrlegt  man  ha^  ©emölbe  famt  feiner  Sciaftung  nid^t  nad§  ben  natür* 
lid^en  Sfugen,  fonbem  burd^  ©c^nitte,  parallel  in  AB,  unb  beftimmt  man 
für  bie  babei  entftelienben  leißörpcr  bie  Srudlinie  unb  bie  ©tüglinic,  fo 
ge^en  beibe  Sinien  ineinanber  über,  faüS  man  bie  ©c^nitte  cinanber  uncnblic^ 

na^e  legt. 

3n  bicfem  gfalle  lann  man  bie  Sigenfd^aften,  meldte  bie  ©rud* 
linie  alg  ©eilpolqgon  ^at,  auf  bie  ©tüglinic  übertragen. 

3ft  für  ben  Äörper  AiA^AiAi  ber  gig.  824  in  biefer  SBeife  bie  ßinie 


5.] 


Slntoenbungen  ber  Seigre  Don  ben  )Befeftigttng6teaItionen. 
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TT'  bcftimmt,  toeldöc  augleidg  ©rudlinie  unb  jugictdg  ©tüftlinie  ift,  fo  latm 
man  biefe  Stnie  afö  ben  Siräger  ber  ganjen  SSelafttmg  anfe^en,  inbem  man 
für  jebe  unenbltc^«bünne  ©dgtd^t  MN:=  M'N'  madgt;  bei  bcm  Oemölbe,  oon 
bem  mir  ausgingen,  fönnte  man  bie  glöd^e  ÄB'B  in  gfig.  323  entbelgren, 
fattg  nur  T^  fcft  bleibt,  ebenfo  bie  gläc^e  DD'G,  fattS  nur  T^  feft  bleibt  u.  f.  f., 
ba  bie  Sleaftionen  lebiglic^  bie 

5ßunftc  Ti,  Tj  . . .  afö  fefte  ^^^  ^'^' 

SlngriffSpunlte  erforbem. 

aRan  gelangt  fo  ju  einer 
ßinie  BJff,  meldje  bie  jur 
©tüftlinie  TT'  gcl)örige  fbe^ 
laftungSIinic  genannt  rohcb. 

3n  gig.  324  ift  bie  »e* 
laftung  aud^  nod^  Igorijontal 
abgeglichen  bargefteQt,  inbem 
fcnfred^t  gu  ber  ädgfe  X'Z 
überall  itf"iV"  =  Jf^  gemad^t 
ift;  fo  entftelit  DCCP. 

2)re]gt  man  gfig.  324  um 
A^A'i  um  1800,  |o  lö^t  ftdg 
TT'  als  ein  ©eil  auf f äffen,  au 
melc^em  BB'  bie  auge^drige 
Selaftung  beftimmt. 

3n  gig.  325  ift  bieg  für  bie  beiben  ©ftlften  bcS  ÄörperS,  oon  benen 
gig.  324  bie  eine  barftettt,  burdggcfül^rt;  aufeerbem  ift  au^  mieber  bie  JBc* 
laftung  auf  einer  ©orijontalen  OX  graplgifd^  bargeftettt,  fo  ba&  überall 
MN=  M'N',  alfo  im  befonbem  T"-B"  =  G"D"  unb  TB  =  CO  ift. 


^x 


Sfg.  325. 


3ft  bie  ©leidgung 
ber  ©eilluroe  T'T''  in 
aSejugaufbieSld^fenZr 
bargefteQt  burt^  y  =f{x), 
fo  mirb  tgq>  für  einen 
beliebigen  ^unlt  P  burd^ 
bie  Slbleitung  f{x)  bar* 
gefteüt,  fo  hoü;^ 
Y 

ift. 

S)a  H  eine  flon* 
ftantc  ift  unb  ha  V  mit 
ber  SSelaftung  für  ben 
Sogen  TP  übereinftimmt ,  faHS  bie  Sangente  in  T  Igoriaontal  ift  (oergl. 
©.  353  u.  f.),  fo  ift  f(x)  proportional  au  ber  gflöd^e  oon  TP  ober  au  ber 
gflöc^e  CQ'QO. 

Oelingt  eS,  biefe  giftete  att  gunitton  qf(x)  oon  x  baraufteQen,  fo  ba^ 
man  für  OQ  =  x  bie  awfl^^örige  glädge  OQQ'C  beredgnen  lann,  fo  gift  alfo 


^x 
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SJilbet  man  aud  beiben  Seiten  bte  9I6(ettungen,  n^obei  bte  SIblettung 
von  f(x),  bte  fogcnannte  jroette  Slbleitung  oon  /(a;),  burd§  f'(x)  bt^ 
jeid^net  metben  mag,  fo  gilt  aud^ 

2)er  (Srllftrung  nad§  (oergl.  ®.  68)  l^at  man 

©ier  bebeutet  q)(x  '+  |)  bie  giöc^e  OBB'C  unb  9(2;)  bie  gläd&e 
OÖÖ'C,  alfo  9(ir  4-  Ö  —  9(^)  We  gi&d^e  ^ÄE'Ö'/  welche  ftd^  an  ber 
©renje  alS  j? .  |  barfteUen  lA^t,  falU^  ^  bie  ©trede  QQ',  meiere  ber  Säelaftmig 
in  F  gleid^  ift  bejeid^net.    S)emnod^  ift  9'  (a:)  =  z,  unb  eS  gilt 

/'(.)  =  i. 

Qai  man  g.  S.  gleid^mft^ige  Selaftung  ber  ^origontafen  (uergl.  ®.  354), 
fo  ift  C'GC"  eine  «ßarottele  in  OX  nx\b  s  ^at  einen  fonftonten  SBert  h, 
fo  bafe 

/"(-)  =  ! 

unb  alfo  /(x)  =  —  fl?  +  C  ift,   faM  C   eine   flonftante   bejeid^net;   ba 
tg(p  =f(x)  =  0  ift  für  a;  ==  0,  fo  ift  0=0.    ©emnad^  gilt 

falB  C  eine  Jlonftante  begeid^nct.    3ft  y  =  f(x)  =  a  für  x  =  0,  fo  ift 
C'  =  a,  b.  1^.  man  l^at  alS  ©leid^ung  ber  ©etlfuroe 


y=/(x)  =  J— x«  +  a. 


H 


gelangt  olfo  gurüd  gu  ber  frül^er  beftimmten  $arabel  (oergl.  @.  355),  fallS 
man  h  =  y  fegt  unb  baS  ftreug  fo  oerfc^iebt,  ba^  a  =  0  ift. 

gür  bcftimmte  Slnmenbungen  ift  eS  gmedfmaftig,  ben  ftrümmungSrabiug  q 
ber  ©eilfuroe  eingufül^ren.    Unter  ben  äuSbrüden  für  q  ift  in  biefcm  gfalle 


Q  = 


am  geeignetften. 


cos^  (p ,  /"  {x) 


S)a/'(ir)  =  -^^  fo  ift  bemnac^ 


z  .  cos^  (p 


5.] 


Slntoenbungen  ber  2efyct  von  ben  SBefeftigungSreaftionen. 
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q>  = 


9lennt  man  bie  äBerte  t)on   q   unb  ^  für  ben  ©d^nitt,  für   toeld^en 
0  ift  be^n).  (>o  ^^^^  ^o^  f^  if^  i^  &fonberen  im  Scheitel 


^0 


2)urd^  S>totfton  ber  ®Ietd§ungen  für  q  unb  ^o  er^^t  man  nod^ 


z  .  cös'y 


3ft  für  einen  Jtreidbogen  t)om  9labiuS  r,  ber  afö  @tüglinte  gegeben  ift, 
bie  8i*0cl|örige  SJelaftungSIinie  gefud^t,  fo  ift  bie  eben  entmidcite  ©leit^ung 
oon  befonberem  SRnften,  ba  l^ier  p  =  r  ift. 

SS  ift  bann,  ba  (xni^  ^o  =  »"  ift  §iw 


^0 


cos  9 


Semnad^  lann  b  für  jebe  ®teQe  leidet  burc^  eine  breifac^e  $rpje!tion  auS 
x^  gemonnen  merben,  mie  gig.  326  jeigt.    f^ür  biefe  gilt 

AC  ,  cosq)  =  Zq 
AD  .  cosq)  =  AC 
AE  .  cos(p  =  AD. 

S)urd§  äRuItiplilation  biefer  brei  ®Ieid^ungen  erl^ölt  man 

^0 


AE  = 


cos^(p 


z. 


Um  biefe  Äonftrultion  (pergl.  gig.  327)  für  beliebig  ^  oiele  5ßunlte  beS 
aK  ©tüftlinie  gegebenen  ÄreiSbogenS  burd^aufül^ren ,  oerfä^rt  man  folgenbcr«: 

gig.  326.  gig.  327. 

A 


mafeen.  S)ie 'langcnte  in  P  bilbet  mit  ber  ©origontalen  ben  SBinfel  (p, 
meieren  aud^  bie  Sertilale  FV  mit  bem  SRabiuS  MP  liefert.  5Erögt  man 
alfo  gig.  326  in  gig.  327  ein,  fo  ba^  A  au^  P  nvb  AE  in  bie  Sftit^tung 
PV  föQt,  fo  ift  -E  ber  an  P  gehörige  5ßunlt  ber  gefüllten  SelaftungSturoe. 
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2)ritter  Slbfd^nitt.    2)ritteS  Stap\ttl.    drfte  ^Ibteilung. 


[6. 


©(^Wflt  man  mit  r  -{-  zo  einen  ftrctö  um  ilf,  fo  liefert  biefer  auf  jebem 
SlabiuS  MP  ben  5|iunft  j5,  von  bem'  auS  5ßunlt  JK  auf  ber  juge^örigen  SScr* 
tilalen  FV  gcfunben  mcrbcn  lann. 

Sine  meitere  äSetraci^tung  aeigt,    ba^  ber  ßrümmungSrabiuS  ber  ä9e« 

laftungShirüe  im  Scheitel  ben  SBcrt  = annimmt,  f o  ba^  für  r  =  3  jTo 

öZq  — r 

eine  SSelaftungSIuroe  entfielt,  meiere  in  ber  9töl|e  be§  @d^eiteIS  angenäl|ert 

fiorijontal  oerläuft. 

2)ie  Selaflungi^tinie  ift,  oon  oben  gefe^en,  in  ber  Stolpe  beS  ©d^eitelS 
f ür  r  <  3  £q  l^ol^I,  f ür  r  >  3  zq  erl^aben. 

©treibt  man  als  SelaftungSlinie  eine  ®erabe  oor,  fo  finbet  man  afö 
juge^örige  ©tüftlinie  eine  ©emölbelinie  (oergL  ©.  355). 

6.  pl^ntngi^bal^n  eitted  Stlapptn%miiiM.  Sine  jtlappe  AB  (gig.  328) 
mirb  in  l^orijontaler  ßage  burd^  ein  Oemid^t  P  im  ®Ieid|genji(^t  erl^alten,  ba8 

©emid^t  ift  mittels  eindS  ©eiled  über  eine 

fefte  SRoHc  gefül^rt  unb  l^ängt  oertifal  l^erab. 

äßirb  bie  Stlappz  gehoben,  fo  ^ört 

aud^  baS  (Sleid^gemi^t  auf,  fo  bog  eine 

Semegung  entfielt  burd^  meldte  bie  5tlappe 

mit  ^eftigleit  gegen  bie  oertilale  SBanb 

gefc^lagen  mirb.    Um  baS  legtere  ju  oer* 

meiben,  lögt  man  baS  ©ernid^t  P  nid^t 

oertifal,  fonbem  auf  einer  Irummcn  SJal^n 

^craBfmlen,  fo  ba^  P  mit  ber  ftlappe  in 

jeber  Qage  im  ®lei(^gemid^te  ift.    SS  ift 

biefe  !rumme  SSa^n  au  lonftruieren. 

S)a8  ®emi^t  ber  Älappe  fei  G,  i^re  ßönge  a,  baS  ©eil  -BC  f^abt  bie 

Sänge  l  unb  für  bie  horizontale  Sage  befinbe  ftd^  baS  ®emid^t  P  angenähert 

in  bem  $ßunfte  C. 

gür  bie  ^origontale  ßage  ift  (für  AB  =  AC  =  a) 


a 
2 


G^  —  Pa  .1 


V2  =  0, 


b.  f). 


P=lG)f2. 

SBir  jerlegen  G  in  amei  parallele  Sh&fte,  bie  an  ben  Snben  ber  Jttappe 
mirffam  fmb,  oon  benen  -^  in  -4  für  bie  Semegung  ol^ne  Sinflug  ift.    S)ie 

beiben  Äräfte,  bie  meiter  in  SJetrad^t  ju  gießen,  finb  alfo  -^  /  in  J5  mirffam, 

unb  P. 

G 

S)er  ©d^merpunlt  ber  beiben  ®emid§te  P  unb  -5-  fei  für  bie  l^orijontale 

Sage  um  k  oon  ber  burd§  C  gezogenen  ^origontalen  entfernt 
2)ie  jur  99eftimmung  oon  k  bienenbe  ®leid^ung  ift: 
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^(p+y)  =  ^'0  +  '2^^ 


A  =  — 5 — pro. 

^    2 

S)aS  ®lcid^0cn)id^t,  tücIt^eS  für  jebc  beliebige  ßage  ber  Älappe  unb  beS 
Oeroid^teS  P  beftel^en  foH,  ift  ein  neutrales,  ba  jebe  no^  fo  Heine  SSer* 
me^rung  auf  einer  ©eite  eine  Seroegung  jur  fjolge  l^aben  foff,  bie  nad^  SBeg« 
nal^me  beS  Übergennc^teS  fogleid^  roiebcr  ocrnic^tet  werben  foH  S)er  ©(^roer* 
punit  bcS  ©t)ftem§  lann  ba^er  bei  ber  Säeroegung  meber  gel^oben  nod&  gefentt 
votthtn,  b.  |.  ber  ©d^roerpunlt  beS  ©gftemS  ift  t)on  ber  bur($  C  gelegten 
©orijontalcn  immer  um  X  entfernt. 

88  f teile  AB  eine  beliebige  Sage  ber  ftlappe  oor,  für  bie  P  nad^  F  ge» 
lommen  ift. 

m  fei 

DJ5;  =  y^,    FH  =  ^2  unb  CF  =  z. 
Smifd^en  z  unb  x^  erhalten  mir  auf  folgenbe  SBeife  eine  SBe^ie^ung.  S8  ift 

e  ::=  l  —  y2  axi, 
unb  megen  beS  neutralen  Sleiii^geniid^teS 

10«,+^«,  =  ^^^+  -|.V 
b.  ^. 

2  "^ 

ober,  fang  man  ben  oben  entmidtelten  SBert  oon  k  fubftituiert. 


laG  —  Pa?s 


SBir  erl^alten  l^iernad^ 


\G 


=  l-f^ 


—   P^2       o 

Z  =  l  —  1/ t-t: '  2  a. 


a 

SBirb  hierin  P  gleid^  J  G^  V2  gefeftt,  fo  entfte^t 

z  =  1  —  \2a(a  —  X2 V 2)    ober 

g  =  1—^1(1  —  2x2). 

$ierau8  lä^t  ftd^  ju  jebem  SBerte  oon  x^  baS  juge^örige  z  berechnen; 
bie  frumme  ^a^n,  meiere  bem  Ocroit^te  P  jur  Unterlage  bienen  mufe,  ift 
alfo  auf  leidste  SBeife  ju  lonftruieren. 

?•  SHcafttottöbeftimmttngett  in  befoiiberen  ^Mtn.  L  Sine  gerabe 
gemid^tSlofe  ©tange  rul^t  mit  il^ren  Snben  auf  gmei  ooHIommen  glatten  ge* 
neigten  ebenen,  für  bie  eine  burt^  bie  8ld^fe  ber  ©tange  gelegte  SSertüalebene 
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dritter  m\^xntt.    S)ritte8  Äapitel.    (Srfte  Stttetlung. 


[7. 


red^tnjtnfelig  auSfaDcn  mag.  3(n  einem  beliebigen  5Punlte  ber  ©tange  wirb 
ein  2)rud  P  in  einer  jur  ^origontalebene  normalen  Slic^tung  au^eübt.  SS 
ift  bie  ©leid^gemid^tölage  ber  Stange  5U  beftimmen. 

ffirfte  aiuflöfung.  S)ie  in  bem  oorliegenben  gaUe  entftel^enben  SRe* 
aftiDnen  ^1  unb  ^2  (S^O-  329)  finb  in  bcn  (Snbpuniten  beg  ©tabeS  normal 
3U  ben  geneigten  Sbenen  angunel^men,  unb  liegen  mit  F  in  ber  burd§  bie 
Sld^fe  beS  ©tabeS  gelegten  SSertilalebene.    SBenn  bie  8fleaftionen  bie  SBirfung 

gtg.  329.  gig.  330. 


yP 


VP 


beS  (Semic^teS  P  oemid^ten  foUcn,  fo  muffen  ftd^  bie  3tid^tungen  oon  ^1,  N^ 
unb  P  in  einem  5ßunfte  E  fd^neiben.  Qa  bem  Snbe  ift  AE  ober  BE,  ober 
ber  SBinfel  y  btm  ®Iei(^gemi(^t8juftanbe  gemäft  ju  beftimmen,  ba  bie  Sänge 
ber  ©tange  gleich  a  +  h  befannt  ift.    ®g  ift  BD  z=hcosy  =  BEsina,  b.  §. 


BE=b 


cosy 
sina 


b.  ^. 


SBeiter  ift  a\x^  bem  S)reietl  ÄEB 

BE:(a  +  h)  =  siniB  —  ß  —  y)  :  sin(2B  —  cc  —  ß) 

=  cos(y  +  ß)  :  $in{ß  -\-  a) 


BE  =  ia  -{-  h) 


cos(y  +  ß) 


sin{ß  +  a) 
S)urd^  ©leid^fegung  ber  beiben  für  5JE7  gefunbencn  SBerte  erl^alten  mir 


cosy 


(a  +  b) 


cos(y  +  /3) 


stna        ^  '  sin(ß  -\-  a) 

J)sin(ß  -]-  a)  =  (a  -\-  h)  sin  a  (cos  ß  ■ 


sin  ß  lang  y) 


—  hsin{ß  -{-  a)  -\-  {a  -\-  h)  sinoc  cosß 

(a  -{-  h)  sina  sinß 

acotqß  —  hcotga 
iangy  = ^^    ,    , ^—  • 

Smeite  8luflöfung.  SBir  nehmen  A  als  ftoorbinatenanfongSpunft 
(gig.  330)  unb  jerlegen  bie  Slealtionen  N^  unb  N^  nad^  ber  ftraftric^tung 
oon  P  unb  normal  baju,  fo  finb  bie  ®Icid§geroidE|t8bebingungen 


7.] 


S(ntx)enbungen  ber  Qtf^xt  oon  ben  IBefeftigttngSreaÜionen. 
P  —  N2  cos  a  —  Nicosß  =  0 
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Qxtxau!^  folgt 


^1  sin  ß  —  N^  sin  a  =  0 
Pm  —  JVjn  =  0. 


P  —  N^    .    ^  cos  )3  —  JVg  cos  a  =  0 


sin  /3 
N^  =  P 


sinß 


sin{ß  -\-  a) 
m  =  acosy\  w  =  (a  +  Z>)  cos  (y  —  a) 

aPcosy  =  P(a  +  b)  — 7   .^    , r-^ 

^  '^      stn(p  +  a) 

asin(ß  -\-  a)  =  (a  -\-  h)  sinß  (cosa  -\-  sinntangy) 

asin(ß  +  a)  —  («  +  h)sinß  cosoc 

tangy  = p — ; — -r— : — 5 — : 

{a  -\-  o)stnß  stna 

acotgß  —  hcotga 
tangy  = ^-^-^ 

II.  (Sin  ®taB  o!^ne  ©etPtc^t  t)on  ber  Sänge  l  ftü^t  ft(^  mit  bem  einen 
Snbe  A  gegen  eine  glatte  ^orijontale,  mit  bem  anbeten  gegen  eine  glatte 
oertifale  &bmt  unb  ift  in  ber  Sntfemung  a  oon  fjig.  331. 

bzm  Snbe  A  buxi)  ein  ©emid^t  P  belaftet,  baS 
nad^  einer  jur  ^origontalebene  normalen  9fiid^tung 
mirlt.  S)ajS  ausgleiten  belS  ©tabelS  mirb  burc^ 
bie  S3efeftigung  beSfelben  mittels  eineS  gemid^tlofen 
SeileS  an  einem  fünfte  C  ber  S)urd)f(^nitt8Iinie 
ber  beiben  betreffenben  Ebenen  oerl^inbert.  SS  ift 
bie  Spannung  S  biefeS  ©eileS  sa  beftimmen,  menn 
bie  Jßunfte  A,  B,  C  in  einer  ga  beiben  ebenen 
normalen  Sbene  liegen^  unb  ber  9leigungSn)inIeI 
beS  @tabeS  gegen  bie  ^orijontalebene  gleid^  a,  ber 
beS  ©eilcS  gleid^  ß  gegeben  ift. 

SBir  nefjmen  bie  in  ben  ^uulten  A  unb  B  entftcl^enben  SRealtionen  JVi 
unb  N2  (f5fig.  381)  normal  ju  ben  ffibenen  gu  ©ülfc,  jerlegen  bie  5haft  S 
nac^  SHd^tung  oon  AC  unb  BC,  unb  mahlen  0  als  JtoorbinatenanfangSpunIt, 
fo  fmb  bie  ®lei(^gemi(^tS6ebingungen 

JVi  —  P—  Ssinß  =  0 
N2  —  Scosß  =  0 
Nil  cos  a  —  Nilsina  —  P{1  —  a)coscc  =  0. 

©ierauS  folgt 

(P  +  Ssinß)lcosa  —  Slcosß  sina  =  P(l  —  a)cösa 
Sl{sinß  cosa  —  cos ß  sina)  =  —  Pacosa 
4  Slsin(a  —  ß)  =  Pacosa 

a  cosa 


S  =  P 


l      sin  (a  —  ß) 
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2)rttter  SlBfdgnitt.    Shriüeg  Stapittl,    drfte  Slbteilmtg. 


[7. 


gür  a  =  ß,  wo  [S],  [Ni]  unb  [^2]  burd^  einen  5ßunft  gelten,  rotrb 
5  ==  00 ;  f ür  /3  >  a  roitb  S  negatio  (S)ru(I) ,  f 0  ha^  boS  ©eil  burd^  eine 
Stange  erfegt  roerben  mufe.  Sine  ©tange  l^at  für  /5  <;  a  gug  auSjul^alten, 
für  /3  >  a  S)ru(I,  für  a  =  /3  ift  fte  unbrouc^bdr. 


Sig.  332. 


gig.  333. 


ni.  ein  aSalfen  (gig.  332)  oon  ber  Sänge  l  unb  bem  ®tmx^tt  G  ift  mit 
feinen  beiben  Snben  jroifd^en  ^xoA  geneigten  Sbenen  befeftigt,  babei  aber  nid^t 

in  ber  ®Iei(^gen)id^tS>s 
läge,  n)elc§e  in  9lr.  I 
beftimmt  rourbe.  S8 
' — ►"  ftnb  bie  Jhäfte  3U  be^ 
ftimmen,  bie  ben  SoI* 
len  in  biefer  i3age  er« 
galten,  ober  bie  SBir« 
fungen,  bie  gegen  bie 
aSefcftigunggpunItc  au8 
geübt  njcrben. 

2)te  geneigten  W^tnza 
bilben  mit  ber  $orijon» 
taten  bie  SBinlel  a  imb  ß,  unb  ber  Salfen  bilbe  mit  berfelben  Sbene  ben 
SBinlel  y. 

SBir  Derfd^eben  G  parallel  feiner  Stid^tung  nad^  B\  balS  entfte^enbe  $aar 

G-^cosy  bringen  mir  auf  eine  fold^e  ©reite,  ho^  bie  ftröfte  nad^  bem  SSer* 

ft^ieben  burd^  A  unb  B  gelten  unb  normal  ju  AC  mirffam  finb.    SHennen 
mir  bie  ftraft  P,  fo  ift 

G—  cosy  =  PI  cos  (a  —  y), 

b.  f).     . 


6 


G 


1)    P=l 


cosy 


G. 


^  cos(a  —  y) 

S)ie  ftraft  P  in  bem  ^JJunfte  B  aerlegen  mir  nad^  l^orijontaler  unb  ocr« 
tilaler  SRic^tung  in  bie  Äomponenten  H  unb  Q.    88  ift 

H  =  Psina 
Q  =  Pcosoc, 

2)    ^  —  1  J}!^_cosy_  ^ 
^  cos  (a  —  y) 

S)er  lotred^tc  ©rudE  V  im  5ßunfte  B  ift  gleich  G  --  Q,  b.  f).  eS  ift 

\  ^  cos(a  —  y)) 

S)icfe  allgemeinen  Formeln  finben  i^re  Stnroenbung,  menn  Snifen  unter:» 
einanber  in  geneigter  ßage  oerbunben  mcrbcn. 

Sin  »cifpiel  bafür  fteHt  gig.  333  bar. 


7.] 


SlntDenbungen  ber  Seigre  tion  ben  SBefeftigungSreaftionen. 

1)  P  =  \acotgy, 

2)  H={acotgy  =  P, 

3)   v=  a. 

Sin  irettereg  Scifpicl  fteCt  gig.  334  bar. 

1)    P  =  lGcosy, 
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Sig.  384. 


2)  H=  \Gsin2y, 

3)  Fi  =  J(l  +  siny^)G. 

glg.  335. 


^.     .3;\ 


Vi 


G 


Y 

G 


ISBenfo  folgt  ffit  gftg.  335 


*       cos(aa  —  ya) 

gür  bcn  gaQ  bcg  ©Icid^ö^n'ici^teg  mu^  Pi  =  P^  fein, 
bann  yi  unb  y,  gegeben,  njö^rcnb  aj  beftimmt  roerbcn  mufe. 


®en:)d]^nti(^  ift 
9Jtan  ^at: 


unb 


tangui  = 


2)    H:  =  I 


öl  +  G» 


Gti  fang  y^  —  G^  tang  y-i 

Gx     +    (^2 


tangyi  +  iangy^ 


=  H, 


20 


3) 


^  *        *       tangyi  +  *angyi 


F,  =  ö,  + 


,  Gitangyt  —  G^ tang y^ 


7^ -Vi 


^       tangy^  +  tang  y  2 

r,  +  v,  =  G,  +  G, 

G^tangy^  —  Gi  tangyi 
tangyi  +  tangy^ 

S)a8  3^^^^  ^^^  legten  SluSbrudcS  läftt  crtennen,  roeld^cr  ber  bcibcn 
S)rude  Fi  ober  Fj  ber  größere  tft.  3ft  in  bem  legten  gaUe  y^  =  y^/  I)cxben 
bic  geneigten  ©öljer  alfo  gleid^e  ßönge,  fo  ift 

p^  =  p^z=  Hi  =  H^  =  l  Gcotgy 


unb 


Fl  =  Fa  =  G. 
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2)ritter  Sbfd^nitt.    2)ritted  StapütL    Q^te  Slbteilung. 


(7. 


IV.  gtn  priSmatifd^er  (Siai  OB  oon  bcr  ßangc  l  ift  an  bcm  einen 
Snbc  0  in  einem  ®elenle  befeftigt,  roö^rcnb  baS  anbete  ®nbe  burd^  ein  ©eil 
gehalten  roirb,  roeld^eS  über  eine  fefte  atoOe  läuft  (tiergL  gig.  336).  ffig  ftnb 
bie  aieaftionen  in  0  ju  beftimmen^  foroie  bie  ©eilfpannung,  fattS  ber  ©tab 
nur  burci§  fein  (Seroic^t  G  belaftet  ift. 

Wtan  f)Qt 

1)  Scos(ß  —  a)  =  H  für  bie  ©orijontalfräfte, 

2)  V  +  S  .  sin  (ß  —  oc)=a  für  bie  SBertif alfröfte, 

3)  G -^  '  cosa  =  Sl sin ß  al^  SRoment  für  0  aK  S)re^unlt. 

3tu8  8lr.  3  folgt 

^ G^  cosa 

2    sin  ß 

S)er  SSJert  für  S  liefert  femer  im 
B  äJerein  mit  Sftr.  1  unb  Str.  2 

G_  cosa  .  cos(ß  —  a) 

_        ^         G  cosa  sin(ß  —  a) 
2  smp 

Sabei  ift  /)  für  ein  beftimmteS  a 
gegeben  burc^ 

esina  -\-  hcosa 


lang  ß  = 


l  +  ßcosa  —  hsina 


Ttan  f)at  nümlid^ 


xxnb 
b.  ^. 


l  :  OA'  =  cos{ß  —  a)  :  sinß 
OÄ'  =  h  —  etang{ß  —  a). 


hcos{ß  —  a)  —  esin(ß  —  a)  =  Isinß. 

S)arau8  folgt  fang  ß  bmä)  Sntroicf elung  oon  cos  (ß  —  a)  unb  sin  {ß  —  a). 
S)iefe  Setrad^tung  liegt  ber  Il^corie  ber  einfachen  3wsöi^ödte  ju  ®runbe. 

V.  3n  einer  SJertifalcbene  ftügt  fic^  ein  priSmatifd^er  ©tab  AB  oon 
ber  ßänge  l  gegen  eine  ebene  SBanb  ST,  roä^renb  er  aufeerbem  noc§  im 
5ßun!te  P  burc^  einen  runben  Solaen  untcrftüftt  mirb.  SBelt^eS  ift  bie  Se«: 
bingung  bcS  Oleid^gemic^teg?    aSergl.  gig.  337  a. 

S)er  ©d^roerpunft  beS  ©tabeS  befd^rcibt  bei  aßen  möglid^en  ßagen  eine 
Äond^otbc  (ocrgl.  3lufg.  Str.  173  a.  ©.  224).  S)ie  ^orijontalen  S:angenten 
biefer  ßinie,  meldte  bcr  l^öi^ften  unb  ber  tiefften  ßage  beS  ©d^merpunlteS  ent* 
fpredjen,  bcftimmcn  je  eine  Sage  beS  fieberen  unb  bc8  unfi^cren  ©leic^gemid^teS. 

8ur  SScftimmung  bcr  3lcaf tionen  [N]  f enlrcd^t  au  S  T  unb  [N']  f enlred§t 
AB  I|at  man,  gcmäft  gig.  337  a 

1)  G  —  N'cosß  —  Ncosa  =  0  für  bie  Sertilalfröfte, 

2)  N'  sin  ß  —  Nsin  a  =  0  für  bie  ©orijontallröfte, 


7.1 


Stntoettbungen  bet  Seigre  von  ben  S^efeftigungSreaftiDitcn. 


513 


3)    G 


l 


cosß  —  ÄP  .  N'  =  0  aK  SKotnent  für  Ä  afö  S)rc^punft. 


S2n(a  +  P) 
3IuS  1)  unb  2)  folßt 

stw(a  +  p)  stn(a  +  p) 


6r  .  sin  a 


©ieS  jeigt  aud^  unmittcIBar  ber  Saft  oon  bcn  bret  Äröftcn,  foHS  mau 
gig.  337  b  entwirft. 

Siß.  337  a. 


v«+^^"N 


180»-a 


©cftt  man  bcn  SBcrt  tjon  -^^'  ein  in  Sir.  3),  fo  \fiX  man 

2esina  =  Icosß  sin^  (a  +  /J) 

als  Olctd^ung  jur  SBcfttmmung  von  ß;  bie  (Sntroidfclung  oon  sm(a  +  ß) 
fül^rt  ju  einer  ®Iei(^ung  fed^ften  ©rabeS  für  m/J  ober  für  cosß. 

VI.   Ein  priSmatifdö^^  ®taB  ^5  gig.  338.     ^v. 

oon  ber  Sänge  l  ift  in  einem  5ßuntte  '^     " 

0  an  stDZX  f$äben  oon  ben  Sängen  Z^ 
unb  li  aufgefangen.  (SS  finb  beren 
Spannungen  für  bie  ©leid^gemid^tSIage 
ju  Beftimmen.    SSergl.  gig.  338. 

3n  0  tritt  eine  SReaftion  [jB]  tjom 
SBerte  G  auf,  fo  baft  [B]  unb  [G^] 
©egeniräfte  merben.  gerfcgt  man  [jB] 
nat^  ben  SHc^tungen  ber  gäben,  fo  ift 


Si  = 


unb 


stn(£i  +  fa) 


R  .  stn  Si 

02  =  — : — 7 ; r* 

Stn  {61   +  £a) 

flBetnide,  fßttäianit   l. 
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KU  S}rUtK  «bfc^nitt.    S)cittefl  flopitel.    ttrflt  «UeUiuig.  [7. 

5ür  0Jtf=(  =  iy2I,'  +  2Z*  — CgiÜ 

i        .  ...  '        .    o 

SM»  «1  =  5-  ■  «n  a    uno     si«  e,  =  g-  ■  stn  p. 

s  —  K    L         "»«       —  n    iL 
*~        2(    «n(c,  +  «0~        2( 

«   _  B    J_  «"g         _  „     iL 

'~2(  ■««(«!  +  «,)"         2t' 

SHefcIben  ÜBeite  n^  man,  toenn  man  junAdift  [G]  in  [\  &]  in  A 
unh  [i  G]  in  S  awteflt  unb  fem«  in  Ä  unb  B  tri*  roeiteten  QKUsimgtn 
bei  gig.  338  bilbet. 

S)abei  etgübt  flt^  au(^  nod| 

S=lG-^  =  la-l-    imb    s=äCf-^'  =  iG-i-. 
*         s*»M        '        2f  "         sinp        *         2  t 

yn.  3n  einei  SSertttoIebene  ftü^t  ftc^  eine  bünne  platte  oon  bei  gönn 
eines  rd^tnnnltßg'flleic^fiiienldigen  SJieieifß  auf  jroei  Sßflflcfe  P,  unb  P,  in 
glei(^  @6^  Skli^tS  finb  bie  9tea!lionen  für  bie  Sage  beS  iSIeit^emii^tcS? 
JBeigL  gfifl-  339». 

gtB.339a. 


SDtan  E|at 

1)  JT,  cos  (46»  +  0  =  Jf,  cos  (45»  —  *)  ffit  bie  ^oriiontaCtrflft^ 

2)  jr,wnC45'»  +  e)  +  J^,  sin  (46»  —  s)  =  ff  für  bie  aSertitoIftäfte. 

S)arauS  folgt 

Ni=  G  .cosiib"  -f  t) 
AT,  =  G  .  cos  (45«  —  e). 
S}iefeS  ffirge^ntS  folgt  au<^  unmillelbai  butdi  ben  &a|  bei  biei  ftififte, 
gemäfe  gig.  339  b. 

3ft  e  ber  9ISftanb  von  P,  unb  P,,  fo  giebt  bei  SRomentenfa^  f Or  S  als 
X>rel^fiunft 

3)    JV,2,  —  NtXt  =  0. 


7.] 


Slntoenbungen  bet  Seilte  oon  ben  SBefeftioung8tea!tt<men. 
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S)abet  ift  Xi  =  m  —  e.sin(45o  -f  «)  unb  rcj  =.w  —  e.8t»(45o —  a), 
fo  ba§  Str.  3  liefert 

e  .  61^[stn(45o  +  «)  .  cos  (45«  —  a)  —  cos  (45»  +  a)  stn(45o  —  «)] 
—  w&[cos(45o  —  «)  —  cos(45o  +  a)]  =  0, 

b.  1^.  c  .  stn2B  =  2m  .  sin^b^  .  sine.    3)a  OS  =  s  =  — ^  ift,  fo  ift 

cos  450     '       '       ' 

c  .  sin 2 fi  =  2  .  s  .  cos 45*^  .  sin 45<>  .  sine  =  s  .  sin  s. 
S)a  stn  2  €  =  2  sin  s  .  cosb  ift,  f 0  ift  f d^Iie^Iic^ 

2  c  .  stn  £  .  cos  fi  =  s  .  sin  s, 

b.  1^.  man  ^at  bie  Beiben  SBurjeln  sin  5  =  0  ober  £  =  0  unb  cos «  =  ^  - 

2c 

vni.   Sin  priSmatifd^er  ©toB  AB  oon  ber  Sänge  l  ftüftt  ftd&  in  einer 
oertilalen  (Ebene  gegen  eine  ebene  SBonb  BT  unb  gegen  eine  ©ol^Iflöd^e  üW 


gig.  340  a. 


gig.  341  a. 


^^x 


^T 


b. 


b. 


A, 


(oergl.  gig.  340  a).  SBie  mufe 
UW  befti^affen  fein,  bamit  ber 
Stab  für  jeben  auf  UW  gelege« 
nen  @tü^punlt  P  im  (SIeid^ge:s 
mid^te  ift? 

2)a  ber  ©d^merpunlt  8  fid^  nid^t  ^eben  ober  fenfen  barf,  fo  bemegt  er 
fid^  bei  SBermenbung  ber  ©tügpuntte  P  auf  einer  ^origontalen  (Seraben,, 
mö^renb  babei  Ä  auf  einer  oertitalen  (Seraben  gleitet. 

Stimmt  man  bie  ^origontale  burd^  ben  ©(^merpunlt  S  ai&  X^Sd^fe,  fo 
befd^reibt  $untt  B,  ber  augenblidCIid^  mit  P  3ufammenföat,  eine  SOipfe  (oergL 

@.  194),  beren  l^orijontale  ^albad^fe  l  unb  beren  oertifale  ^albad^fe  -^  ift,. 
fo  ba^  fte  für  bie  bur(^  S  oerlegte  X^9Id^fe  bie  ®leid^ung 


l^ot. 
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516  2>ntter  Sbfd^nitt    2)rttte6  5tapttet    ^te  SCMeiUtng.  [7. 

»efttmmt  man  in  P  für  bie  Ktttpfc  UW  X^ingente  imb  3lormaIc,  fö  ift 
bamit  bie  Sttd^tung  oon  [^']  gegeben,  fo  ha^  baS  ßraftbreied  ber  §ig.  340  b 
(a.  0.  ®.)  gejetd^net  loerben  laxta.  SRan  l^ot,  fattS  [j^'J  mit  ber  Sertilalen 
ben  äBinlel  s  bilbet 

N'  == unb    N  =  N'  sine  =  Gtanga. 

C08€ 

IX.  Sin  ptidmatifd^r  ©tab  AB  oon  ber  jQünge  l  le^nt  ftd^  gegen  eine 
%\ftx  mit  oertitaler  Sld^fe  unb  gegen  ben  f^u^oben,  fo  ba^  er  beim  £)ffnen 
ber  Il^ür  biefe  bur(^  fein  Oeroic^t  micber  fc^lie^t  (i^ürfc^Iiefeer).  S)ie  ge» 
nauercn  Sejie^ungen  jeigt  gfig.  341a  (a.  o.  ©.)  für  bie  gef^Ioffene  .i^ör, 
für  meldte  OZ  Skel^ungSac^fe  ift;  bie  Sfü^ungSbal^n  ST  für  ba^  ©tabenbe 
B  ift  im  äbftanbe  e  ju  OZ  paxaUd,  roö^renb  ba8  ®nbe  Ä  auf  ber  r^^Äc^fc 
im  SIbftanbe  —  e  auf  bcm  gfu^boben  brc^bar  Befeftigt  ift. 

Sei  einer  Öffnung  ber  St^ür  um  ben  äßinfel  (p  ift  bie  ^orijontal« 

projeltion  V  beS  ©tabeS  gegeben  al^  V  =  2ecos^,  f o  ba^  bie  Steigung  a 

bt%  ©tabcS  gegen  ben  ©orijont  burd^  cos «  =  —  beftimmt  ift.    Sejeid^net 

man  ben  S)rudf  beS  ©tabeS  gegen  bie  Il^ür  burd^  \p\  fo  ift  D  .  sins  beff en 

fenlrcd^te  flomponente  unb  biefe  mufe  gleid^  bcm  ©eroid^tc  G  beS  ©tabeS  fein. 

gjlan  ^at  alfo 

r.         G^  .  2e  (p 

B  =  — —     unb     cos  £  =  -r-  •  cos  ^ 

jur  aSeftimmung  oon  B  gegebett. 

S)a  sinB  =  yi  —  cos^ e  =  |-  I//2  —  4:C«cos«^  ift,  fo  ift 

a .  / 


B  = 


f- 


SHe  flomponente  [N]  oon  [B  .  cose],  meldte  a^J^  X^ürflftd^e  f enfred^t 
ftel^t  W  i>««  Säert 

i^  =  (Dcosa)  .  cos^QOo  —  ^\  =  B  .  coss  .  stn^-- 

S)cmgemö^  ift  ba§  Slloment,  rocld^eg  gur  Dffenl^altung  ber  S:^ür  nötig  ift, 

nr         -KT  T^  -9  Ge^sinw 

Mo  ^=  N ,  e  =  B  .  e  .  cosB  .  stn  Je  ^=  —  —^  • 

®ic  Qö^e  z  oon  JB  über  ber  ©origontalen  ift  7sm  £  =  I/72  _  4^2^05«-^, 
roobci  fid^  für  g?  =  0  ergiebt  z  =^h  =  y/2  —  4  ^2. 

Umgcle^rt  ift  cos  ^  =  -^ — ^ 


2 


7.] 


SlntDenbungen  bet  Seigre  oon  ben  IBefeftigungdrealtionen. 
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X.  3n  einer  l^o^Ien  ^alBIugel  befinbet  ftd^  eine  fd^were  breiedige  flotte 
ABC,  beten  SHde  oernad^Iöffigt  werben  fann,  im  ©leic^ßeroid^te.  SBie  be» 
ftimmt  ftc^  biefe»?    SSergl.  gig.  342. 

SÄe  SReaftionen  oon  Ä,  B,  C  fte^en  fenlred^t  gur  Shtgeloberflftd^e,  jd^neiben 
ft(^  alfo  in  beren  9RitteIpun!te  Jf;  i^re  Slefultante,  xod^t  gleid^faQS  burd^ 
M  gel^t,  ift  bie  ©egenfraft  bcS  ©eroid^teS  [6r]  ber  ^ßlatte,  roeld^cS  in  beren 


gig.  342. 


©d^roerpunlte  S  njirlt.   SSerfd^iebt  man  bie  brei  ^taU 

tbnen  nac§  M,  fo  ba|  fte  ht^to.  brnt^  [MNi],  [MN2], 

[MNs]  bargefteHt  njerbcn,  fo  geljt  beren  Sftefultante 

[MD]  burd^  ben  ©d^merpunft  N  beg  S)retedf8  N^N^N^, 

»übet  man  nftmlic^  junäd^ft  auS  [MN^]  mb  [MN^] 

bie   SRefuItante   [ME]   unb   bann    aug    [MjB]   unb 

[MN^]  bie  SRefuItante  [ilfD],  fo  ge^t  [ilf^]  burc^  bie 

SKitte  ber  ©tredfe  iVaJV;^  unb  bemnad^  gel^t  bie  Ebene 

beS  5ßaraIIetogramm§  MEDN,  b.  1^.  (Sbcne  MN^D 

burd^  ben  ©c^merpunft  JV'  bcS  ©reiedS  NiN^Ns^  mU 

fpre^cnbeS  gilt  für  bie  (Ebene  MDN2  unb  MBN^, 

\o  boü^  auc^  ber  ffiurd^fd^nitt  MD  ber  brei  ßbenen 

burd^  N  gel^t.    S)a  bie  ®erabe  oon  [MD]  aud^  burc^ 

S  ge^t,  fo  liegen  bie  S)rciedfe  N^N^Nn^  unb  uijBC   a' 

perfpeftioifd^  in  Sejug  auf  M,  unb  ba  üf ^i  =  MB 

=  ilfC  aK  Äugelrabien  ftnb,  fo  ift  auc^  MN^  =  MN^  =  MN^,  b.  l^.  bie 

brei  aiealtionen  finb  einanber  glcid(|.    ®a  i^re  SRcfuItante  3  [MN]  ben  SBert 

6r  ^at,  fo  fmb  fie  in  einer,  3ur  ^gramibc  M{ABG)  äl|nlic|en  5ßgramibe 

MiN-^N^N^)  aK  bie,  ben  Äanten  MA,  MB,  MC  entfpred^enben  flauten  ge* 

geben;  babei  ift  MN  =  \  G. 

SBiH  man  nod^  MS,  melt^eS  MN  entfprid^t,  beftimmcn,  fo  l^at  man 
etma  einen  ©c^nitt  burd^  bie  fünfte  M,  C,  S  iu  legen.    (£r  ift  bann  f&r 

S»  =  MS^  +   Ul  —  Uc  .  MS  .  C036 


r^  =  MS"  +  -J  tl  —  \tc.MS.  cos  (I8O0  —  s). 
SThtltipIigiert  man  bie  erfte  ©leid^ung  mit  2,  fo  ergiebt  ftd^  bei  9Ibbttion 


b.  ^. 


2  s«  +  ra  =  SMS'  +  U?, 


MS=  V J  (2  s2  +  r-^  —  2  tl), 
gü^rt  man  bie  ©eiten  a,}),  c  b^  ffireiedfg  ^J5C  ein,  fo  gilt  iVca^M^^i 

Qi   _L   52  q2 

S)a  femer  /?  =  — ^ -j  ift,  fo  ergiebt  ftd^ 


Jlf  S  =  l  V9  ra  —  (o3  +  b«  +  c^). 
2)emnad^  ift 

JlfJV :  MS  =  -R  :  r  =  J  G^  :  iVer«  —  (a«  +  &*  +  c«). 


618  2)ritter  «bfd^ttt.    2)ntted  ftopttel.    drfte  Srbteilung.  [7. 

äRan  l^at  alfo 

V9r«  —  (a>  +  5«  +  c«) 

SHe  Soge  beS  2)reiedd  ift  alfo  boburc^  Beftimmt,  ha%  man  S  fenhed^t 
unter  M  in  bem  befttmmten  Sbftanbe  MS  anbringt  unb  baS  2)reie(f  um  S 
fd^menlt,  fo  ba^  Ä,  B,  C  in  ber  Äugclfläc^e  rul^en. 

ßegt  man  brci  ftugcin  oon  ben  Slobten  ri ,  r^  unb  r,  in  bic  ©ol^IIugel 
oom  SftabiuS  r,  \o  bilben  beren  SKittelpunlte  Gi,  C^,  C^  ein  ©reicd  mit  ben 
©eiten  ra  +  r,,  r^  +  ri,  r^  +  r^,  in  beffen  (Sdzn  bejm.  bie  ®enn(|te  Gi, 
G2,  Gz  ber  brei  ftugcin  nrirfen.  SHe  Sfteaftionen  ber  ftugelfläd^e  gelten  bvx^ 
Ol,  C2,  Cg  unb  fd^neiben  fi(^  in  M,  fo  bafe  ber  ©d§merpunft  S  ber  5higet 
gruppe  mieber  unter  M  liegen  mu^. 

gür  bie  weitere  8lu8fü]|rung  ift  gu  bead^ten,  bafe  l^ier  Ciilf  =  r  —  r^, 
CjJf  =  r  —  r^  CtM  =  r  —  r^  ift. 


^msm  }nx  |el|»  nm  htn  §tft^xim$9xtaktwvtn. 


1«  SSeld^  S9ebingung  fotbert  ba%  fiebere  ®Iet(^getot(|t,  falfö  in  gig.  296 
ber  ftegel  burd^  einen  Sglinber  von  ber  $d]^e  h  erfe|t  n)h:b? 

r 

2«  SBelc^e  Sebingung  forbert  ba^  ©leid^gemid^t,  nienn  ^  ein  Jhtgel« 
oBfd^itt  auf  einer  l^orijontalen  Sbene  n)tegt? 

3)08  ®Ieid§gen>id^t  ift  ftetö  ftd^. 

3*  SBeld^  »ebingung  forbert  ba^  ftd^  (Sleid^genrid^t  faul»  in  gfig.  313 
ber  Stjlinber  vom  StobiulS  12  burd§  einen  ^ol^Icglinber  erfe|t  xxAxb  ($9pos» 
ci)IIoibennnege)? 

4«  $öngt  man  eine  fein  geglieberte  Stette  auf^  fo  f teilt  tl^re  ältittet« 
Knie  in  großer  Slnnft^erung  eine  Slettenlinie  bar  (oergl.  ®.  355  u.  f.).  S)a  bie 
itette  in  i^re  alte  Sage  jurüdlel^rt,  xottta  fie  auS  biefer  burd^  Seine  SBer« 
rüdungen  entfernt  n^irb,  fo  finbet  für  jene  Soge  ©tabilttdt  ftatt.  2)emgemä^ 
mvt^  ber  ®d^n)erpunlt  für  bie  ®Iei(^gen?id§tlS(age  möglid^ft  tief  liegen  (oergL 
S.  470)  unb  g.  99.  ftetgen,  toznn  bie  Aette  burc^  einen  na^  unten  gerid^teten 
oertilolen  3^0  tn  ber  äRitte  möglid^ft  gerabe  gefponnt  nnrb.  2)ieS  ift  nad^K 
3un)eifen  mit  StüdCftd^t  auf  bie  fünfte  Slnnienbung  ber  Seigre  oom  ©c^merpunlte. 

6*  S)er  ipebel  eineS  ©id^erl^eit^oentilS  oon  0,5  m  S&nge  fei  can  Snbe 
mit  6  kg  Belaftet.  3n  ber  (Entfernung  oon  0,025  m  oom  2)re]^pun{te  befinbet 
ftd^  ber  ©tügpunit  bed  SSentitö,  rotU^^  oermdge  bed  inneren  S)ampfbruded 
oufm&rtS  gegen  ben  $ebel  gebrüdFt  mirb.  SBie  gro^  ift  biefer  S)ampfbrud 
unter  SSoraui^fegung  beS  ®Ieid^genrid^teS? 

120  kg. 

6«  9(n  einem  einarmigen  ^ebel  oon  0,8  m  Sönge  ift  ein  2)rud  oon 
30  kg  in  ber  (Entfernung  0,2  m  oom  ©tügpunite  mirifam.  SBie  gro^  ift  bie 
gur  igerfteOung  b^  ®Iei($gen)id^teg  nötige  ftraft  am  Snbe  beS  Qthd&f 

7,5  kg. 

7*  9In  einem  jmeiarmigen  $eBeI  oon  2  m  Sönge  mirlt  an  bmt  einen 
Snbe,  bod  oon  bem  S)re^punlt  1,75  m  entfernt  ift,  eine  itraft  oon  5kg. 


520  2>rUter  «bfc^nitt    2)rUte8  ftopUel.    (Srfte  Abteilung.  [8.  - 12. 

SSHe  gro^  tft  bie  sur  ^erfteSung  bt^  ®Ieid§getot(i^teS  nottx)enbtge  Shaft  am 

anbeten  ®nbe? 

35  kg. 

8*    9ln  einem  äBmlel^ebel ,  beffen  91rmlängen  0,6  unb  2  m  Betragen, 

mtrit  an  bem  ffinbe  beS  0,6  m  langen  9trme8  eine  Jhaf t,  meldte  einen  SEBinW 

oon  60^  mit  bemfelben  Bilbet.    SOSie  grofe  ift  bicfelBe,  menn  i^r  burc§  eine 

red^minlelig  ju  bem  2  m  langen  Sinne  mirlenbe  Straft  t)on  80  kg  ba%  ®Ieid^« 

gemidlt  gel^alten  mitb? 

307,9  kg. 

9.  äRittelS  einer  ©c^raubenpreffe,  bei  ber  bie  Sdjraubengangl^ai^e  12  mm 
betrögt,  miQ  man  einen  2)rud  oon  1000kg  ausüben.  äBelci^e  Straft  mix^ 
an  bem  0,2  m  langen  Hebelarme  mirifam  fein? 

9,5  kg. 

10.  8lm  8Irm  berfelben  5ßreffe  I&fet  man  eine  Äraft  oon  20  kg  mirfen 
unb  fragt  nad^  bem  2)rud,  ber  in  biefem  f^alle  aul^geübt  merben  lann. 

2094,4  kg. 

IL  Sin  ®tab  non  ber  Sönge  l  (f^ig.  343)  fei  um  ben  SBinlel  a  gegen 
ben  t^u^Boben  geneigt,  inbem  er  ftc^  mit  feinem  oberen  Snbe  gegen  eine 


Sig.  343. 


gig.  344. 


♦D   tP 


oerttlale  SBanb  le^t. 
3n  ber  (Entfernung  a 
oon  bem  unteren  Snbe 
mirlt  ein  ©emid^t  P  in 
einer  jum  gu^Boben  nor«: 
malen  Stid^tung,  mdl^renb 
ber  ®taB  felBft  o^ne  @t^ 
mic^t  oorauSgefegt  mirb. 
Sßie  grog  ift  ber 
normale  2)ru({  D   unb 

ber  @(i§uB  8  can  unteren  (Enbe  beS  ®taBed,  memt  bie  burd^  bie  Sd§fe  b^ 

felBen  gelegte  SertifaleBene  aur  SBanb  normal  ift? 

D  =  P 

a 
S  =  P  y  cotg  oc. 

Sig.  345.  12.    SBie  önbern  fid§  bie  er:« 

^^^v>^^p;^rv^-^s^^;^^^  ^aüenen  3iefultate,  menn  unter  ben 

obigen  SSoraugfegungen  ber  Stab 
(gfig.  344)  ftd^  gegen  eine  SKauer* 
lante  legt,  bie  ber  S)urd^f(^nittSIime 
jmifd^en  SSanb  unb  f^u^boben  par«' 
attel  läuft? 

l  —  acosa* 


D  =  P 


l 


a 


13.  — 16.]  Übungen  jur  fieCjic  oon  ben  SSefefligungSreoHioncn.  521 

13.    ES  finb  bie  ©eilfpannungen  Si,  S»,  Sa  für  gig.  345  au  beftimoien, 
mobex  bie  @d)nittpunlte  je  jtoetei  Seile,  rote  j.  SS.  i>,,  ffit  ^nroenbutifl  beS 
SDlDinenlenfageS  als  Sie^punfte  biencn  tonnen,    gfir  D^  gilt  j.  99. 
S,(o  +  i>  +  -ic)  =  P((>+  Ic). 

©inb  bie  Stteicn  a,  b,  c  arü>  h  oöHig  roiHtürlit^? 

Untei  niel(f)en  UmftAnben  tmib  bie  älufgabe  ftatijdi  unbe[ttmmt? 

SBie  löft  man  bie  3Jufgabe  lonftrultio? 

14  bis  16.  <SS  ift  baS  Stabilitätsmoment  Jfo  für  normale  ^liSmen 
ju  beteiinen,  bie  mit  einer  ©eitenftäc^e  auf  einer  ^oiigontalebene  liegen  unb 
um  eine  ber  Seitentanten  getippt  roeiben  foDen. 

gig.  346.  giß.  347.  gig.  348. 


Sie  notmalen  Oueift^nitte  finb  nat^fte^enb  angegeben,  hie  2änge  Iber 
fflörpet  (et  l,  baS  ®enrirf|t  eineS  ÄubitbectmelerS  fei  y  Sitogtamm.  lluSere 
Ärflfte  mögen  nidit  Dort)anben  \tm. 

es  fei  (gig.  346)  AB  =  h  BC  —  h  unb  ED  =  nk,  b.  f|.  bie  ÜJlouer 
erhalte  bei  1  m  ^bijt  eine  SluSIabung  nun  n  9Jletem.    3Jtan  fjot 

a)  für  bie  buri)  E  ge^enbe  Seitenlante 

^,    2K°ft^  +  3b(b  +  2»ft) 
Mo  =  hJy g-i '-, 

b)  für  bie  burt^  C  ge^enbe  Seitenlante 

®*  Tei  (gig.  347)  bie  TOauer  na^  beiben  Seiten  ouf  gleidfe  SBeife  gea 
böfifit,  fo  tft  föt  biefelben  SBeaeirfinungen 

„„^„/t  +  '^C^  +  ^-'O. 

ES  feien  (gig.  348)  B  C  unb  EF  beam.  h,  unb  h,,  unb  AB  unb  CF 
bejro.  b,  unb  b,,  fo  ift 

a)  fflt  bie  burdi  F  get)enbe  Seitentante 

Mo  =  ly  (b.-M'ft.  +  &.ft.(2b, -6.)^ 

b)  für  bie  burdi  C  ge^nbe  Seitenlanle 


522  Xttittei  Sbl^nttt.   Siittet  JlapUel.    «cfU  «»eilung.  [17.  — 22. 

17  bis  19.    Seftimmung  btx  ©tabilitatSoibett  für  9h;.  14  eis  16. 

30.  Sin  ffugetobfc^nitt  oon  ber  Qöfft  k  unb  ju  einer  flugel  oom  Qo£b* 
meffei:  r  ge^öng,  liegt  mit  fetner  ®runbfldtf)e  auf  einei  ^orijontolebene.  Sine 
im  ©(^roetpunlte  beSfelben  angreifcnbe  Broft  P  roirfe  unter  einem  SÜHirfel  « 
gegen  ben  ^oiijont  auf  Ummerfen.  SS  ift  bie  fSrd^e  ber  ftraft  P  ju  befttmmen, 
fo  ba^  bei  AtScpei  fi(^  auf  ber  ©ren^e  beS  @Ieic^genricf|tee  gegen  SippRi  be» 
finbet.  Oleomen  luit  bo8  ©eroii^t  G  befi  flflrpErS  alS  eine  im  ©i£|n)er|iunäe 
beSfelben  lotrecht  niiitfame  ftraft  on,  fo  erfolgt  boS  Bippen  um  biejenige 
3:an8ente  beS  ©ninbfreife«,  bie  ouf  bet  bur^  bie  SHic^tungen  Don  P  unb  G 
gelegten  Sbene  normal  fteE|t. 

ffle^eit^nen  roir  bie  3)i(§tig!eit  beS  ÄörperS  mit  y,  fo  ip 

(I  AH3r  -  Ä)  r  -  Psina^\h(2r-h)-Fcosu  ■  J^^^  =  0 
unb  


h{ir  —  A)  cos«  +  4(3r  —  AJ  sin a Vfc (2 r  —  Ä) 
3ur  numerifc^n  9ered)tmng  fei 

f  =  2dm;  h  =  3dm;  a  =  15»;  y  =  0,7kg. 

i>  =  J-Ä  .  9  .  0,7 ^-L^ =  =  20,7  kg. 

25cosa  +  12«MaV3 

21.  auf  einer  jum  fiorijont  geneigten  (Sbene  (gig.  349)  liegt  ein 
Äörper  oom  ®enri(f|t  G.    ®aS  abgleiten  beS  fförperS  fei  unmöglii^  gema«^ 

gig.  349.  ^  ift  ber  SJitdel  ber  geneigten  Ebene 

B  F       3u  beftimmen,  fo  i)a%  fn^  ber  Äörpec  auf 

ber  @renje  beS  @Iei(^enn(^teS  gegen  flippen 
befinbe. 

(SS  ge^e  bie  flippotftfe  bun|  ben  ißunit 
D  unb  es  fei  DG  =  a,  SC  =  6,  bann  ift 
Mo  ^  Gacoaa  —  Gbsina. 

gür  ben  (SrenafoH  ift  Mo  =  0,  b.  ^.  ton^a  =  |^  ■ 
SS  fei  ber  SSintel  gu  berechnen: 

a)  fßr  eine  ^alblugel  nom  ©albmeffer  r,  ' 

b)  für  einen  normalen  Aegel  mit  freisförmiger  Saftfi,  menn  bie  ^^  h 
gleich  bem  boppetten  gottimeffer  beS  ©runbtreifeS  ift. 

o)  für  ein  bteifeitiges  ^ßtiSma,  beffen  Scitenlanten  paraHet  ber  Snrd^ 
fdinittSIinie  jroifc^en  ber  geneigten  Sbene  unb  bem  ^orijonte  ftnb,  unb  beffen 
normaler  Querfc^nitt  ein  gleit^feitigeS  3)reied  ift. 

a=  69t'26'38", 

«  =  63»  26' 6", 

«  =  60«. 

22.  Sin  fefter  flörper  R  (gig.  350)  fiüfet  [t(^  mit  einem  fünfte  A 
auf  eine  unoerrüJbare  Sfiene  V  W,  bie  gegen  ben  ^orijont  unter  bem  SBinfcl 


23.  —  27.]  Übungen  aur  Beirre  non  ben  )Bef eftigungj^tealtionen. 
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^  geneigt  t[t,  mdl^renb  bte  %äf\it  AB  beS  AdrperS  mit  bem  gorijont  ben 
äBinlel  /3  Bilbet.  3m  Snbpmilte  B  beS  JtdrperS  ift  eine  {traft  P  angebracht, 
bie  mit  ber  ätd^fe  ^^  ben  äBinfel  y  einfc^Iie^t,  unb  in  einem  fünfte  S  ber 
Sld^fe  mirlt  jentred^t  abmdrtlS  eine  ftraft  Q.  (Sd  finb  bie  (SAtvi^^txoviß^ 
bebingungen  beS  AdrperlS  unter  ber  SSoraudfegung  gu  entmideln,  ba^  bie 
fdmtlit^en  Jhäfte  ftd^  in  ber  burd^  VW  unb  uiJ5  gelegten  SSertifalebene  be* 
finben  unb  bie  Sleaftion  in  A  normal  jur  geneigten  (Ebene  N  ift.  gür 
AB  =  a,  AS  =  h  gilt: 

&      cos/3 


P=Q 


a 


siny 


gig.  350. 

N 


JV^=  — ?—  V(6cos/3)»  +  (asinyy  —  2  ah  sin  ß  cos  y  sin  (ß  —  y) 

asinyeosß —  hcosßstny 
SBirft  P  l^orijontal,  fo  ift  y  =  /3  unb 

P=e^co<p/S 
-y=  — ?-3  VCbcosß)^  +  (asm/3)a 

(a  —  o)sinß  cos  ß 

23.  (£inananfarbenbad^(t)gl.@.499) 
fon  aus  gmei  gleid^  langen  Sparren  Ion« 
ftruiert  merben.  Qn  bem  ®nbe  ift  gegeben: 

a)  bie  £iefe  bed  ©eböubeS  unb  bie  S)ad§^ö^e  gleid^  ber  l^alben  £iefe 

«1  =  30« 
«a  =  600; 

b)  bie  Xiefe  bed  ©ebftubeS  gleid^  2  a  unb  bie  QMjt  gleidg  h. 

Sie  ftoorbinaten  z  unb  y  beS  erften  @parrenenbeS,  menn  2  a  unb  h  als 
Aoorbinatenad^fen  genommen  merben,  fmb 

a?  =  ^  (2  a«  +  /lä»  —  V»*  +  ^H«^  +  Ä^)) 

24.  CS  ftnb  bie  Slealtionen  gu  beftimmen  für  bie  in  gig.  351  (a.  f.  ©.) 
gegeic^nete  9tuflagerung  eines  Spaltend. 

25*    ©eSgl.  für  bie  in  gig.  352  (a.  f.  ®.)  gegeid^nete  aiuflagerung. 

26.    S)eSgI.  für  bie  in  gig.  172  gegeid^nete  8Iuf§dngung,  Bei  »erüdf« 
ftd^tigung  ber  @tüge. 

27-    S)eSgI.  für  bie  in  gig.  353  a  (a.  f.  ©.)  unb  in  gig.  353  b  (a.  f.  6.) 
gegeid^nete  9(ufl|öngung  Bei  SSemac^IAfftgung  beS  ©tangengemid^ted. 


624  Sttttei  nbfdinitt.    t^tÜitS  aapütL    Srfte  Kbttilung.  [28.-32. 

28.  S)eSeI.  ffir  bit  in  gig.  364  bargeftellte  flonftntition. 

29.  SieSflI.  für  bie  in  gfifl.  355  borgefteDle  ftonftruttimi,  in  her  ÄC 
imb  BC  gleii^e  priSmatifi^  Saiten  mm  ®eanä}it  G  barfteOen,  meldte  in 
A  unb  S  ftei  aufgelagert  [mb,  mobei  baS  ®enni|t  bei  SerbinbungS^onge 
A'B'  rpenrodilfifftgt  nwibm  fann. 

S  =  H=  —  Gcot«    unb     F=  G. 

30.  ffieSflI.  fftt  bie  in  gig.  356  botgefteQte  Bonftraltipn,  in  bet  ^C 
unb  A'C  priSmatijcfie  ©langen  bejro.  oon  ben  ©eniii^ten  ff  unb  G'  bor« 
fteOen. 

,  Gtga  —  G'tgaf 


H-. 


tga  +  tgu' 
Sig.  353  a. 


'.  +  tga! 


31.  Seggl.  fflt  bie  in  gig.  357  barflefteflte  flonftruftion,  in  bet  AB 
unb  A'B  priSmatifc^e  Stangen  Bearo.  oon  ben  (Seroii^ten  G  unb  G'  bat« 
fteOen,  n)A(|renb  baS  ©emic^  bei  @tange  AA'  oemadiläffigt  nKiben  fann. 
Glsina  +  G'l'sina'  __  ^     G  +  G' 


S=-i 


5  =  S'. 


etga  .tga!  '^  tga,  -\-  tgu'  ' 

32.    X)eSgI.  fOi  eine  JTugtl,  bie,  wie  gig.  358  geigt,  jnnft^  jnwi 
f^fen  (£6enen  ru^t 


33.] 


Übungen  ^r  Bellte  oon  ben  IBefeftigung8rea!tionen. 
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=  Ni    unb 


=  N,. 


33»    S)egfll.  für  gioci  flugein,  bie,  wie  gig.  359  jeigt,  jroifd^en  jroet 

fc^efen  (Ebenen  ru^en. 

Gl  cot  0^  —  G^co^^ 
tge  = 


gig.  355. 


^1  +  ^, 


glg.  356. 


^9T 


«ig.  357. 


gifl.  359. 


gig-  360. 


gig.  858. 


gig.  361  a. 


626  StritttT  SCbf^nitt.    ZiritteS  ßapitel.    ffirfte  Abteilung.  [34—37. 

34.    S)eSg[.  fQi:  emtn  priSmatifditn  ®ta6  JB  oon  ber  Sänge  l,  bei 
in  einer  falben  $of|IfugeI  vom  StobiuS  r  fte^t  unb  ftc^  gegen  ben  (nmb  unt' 
aefiogenen)  Sftonb  le^nt  (oetgL  giß.  360  o.  o.  ©.)? 
cos2<p l 


N,  =  Gtg^    unb    i^» 


Gcos2<p 


S)a  2t  OKI  =  90*  ift,  (o  Regt  0  auf  bem  ftreife  um  M,  befjen  fent 
rei^  $toidtion  M'  bie  aJHtte  oon  jlS  =  J I  ift.    S)a  2[  UMM'  =  SO" 
unb  ba  2i  UÄF  =  90»  ift,  fo  ift  UMMA  ein  ©etinenoietea,  b.  if.  man  Iiot 
FJtf'  .  VA  =  VM  .  7Ü  =  r  .  2r  =  2rK 

gflr  FJlf'  =  a;  gilt  alfo  ar^a:  +  ^)  =  2rä. 

S)entgemag  tft  bte  Sage  van  V  auf  AB  !etd|t  fonftntttio  ju  beftimmett. 

36.  X)eSgl.  füt  einen  i)nSmati{i|en  Stab  ^£  oon  ber  Sänge  l,  ber 
fu^  mit  bem  Snbe  A  gegen  eine  fefte  fentret^te  äBanb  ftfl|t,  mä^renb  baS 
Stibe  B  bun^  einen  gaben  mit  einem  fünfte  P  ber  SBanb  oerbunben  ift. 
aJetgL  gig.  361  (o.  n.  ©.). 

SBie  gig.  361  b  geigt,  ift  nad|  bem  @a|e  bet  biei  ftcäfte 


;  A  als  2>re^nft  ergiebt  fi^ 


si'nV 


gar  BP  =  (  ift  A'B  = 


■n  (^  —  V)  =  sirt  il»  cos  <p. 
:  tsin^),  fo  ba^  Qu^ibem  ift 
tsin>p  ^  l  sin  M'- 
3n  einer  Sertitolebene  lefint  ft(|  ein 
gifl.  362.  gtg,  363. 


jleü^ft^nfeligeS  S)reie<t  oon 
ber  SartS  Ii  unb  bei  $dE|e 
h  ouf  jioei,  unter  90»  ju« 
fammentreffenbe  SCwnen, 
nrie  es  gig.  362  geigt. 

gar  ®(ei(iigenii(^  ift 
bie  meigung  ber  99afiS  6 
ju  Beftimmen. 

bcos2a 

37.    9Iuf  einem  SijlinberftQd  MQjQ^  vom  SBiidet  a  ruEien  jraei,  bun^ 
eine  ©t^nur  oerbunbene  ©enric^te  P,  unb  F^,  mie  gig.  363  geigt 


38.  — 40.]  Übungen  aut  ße^te  t)on  ben  »cfeftigungSrealtumen.  627 

Sßelc^eS  ift  bie  »ebtngung  bed  ®Ieid^gen)t(^teS? 

tniLlLl  —  -Pi  "  -Pa  /^  « 


+  9^  =  «• 

38*  Sei  einer  Sd^raube  ol^ne  Snbe,  mit  ber  bie  Saft  Q  gel^oben  wttben 
foQ,  fei  bie  Jtraft  P  am  5tur6elarm  B  mirlf am,  h  bie  ©angl^öl^e  ber  Sd^raube, 
/  ber  $albmeffer  beS  eingreifenben  SHabeß  unb  r  ber  §albmeffer  ber  mit  i^m 
oerbunbenen  SaftmeQe. 

2)ie  99ebingung  belS  ®Ieid^gen)id§teg  ift  nad^  bem  principe  ber  oirtueOen 
äkrrüdungen  feftgufteQen. 

P.  2B7C  =  Qh  .  -^. 

r 

gür  P  =  20  kg,  JR  =  39  cm,  Ä  =  1,3  cm,  W  =  36,4  cm,  r  =  7,8  om 
ift  Q  n^  17  690  kg. 

S)er  S)rud  jmifd^en  3lab  unb  ®d§raube  x\t  Q-^  ^  3769 kg. 

39*  Sei  einer  2)ifferentialfdE)rau6e,  für  meldte  hi  unb  h^  bie  ®ang^ö^en 
finb,  ift  burd^  baS  ^rincip  ber  oirtueHen  SSerrüdCungen  bie  SBebinnung  beS 
©leid^gennd^teS  f eftjufleHen ,  falls  bie  5h:aft  P  am  3lrme  B  mirlt  unb  Q  bie 
gu  l^ebenbe  Saft  begm.  ben  entfprec^enben  Sßiberftanb  begeid^net. 

P.  2B7C=  Q(h^  —  Äa). 

gfür  Äj  =  25  mm,  h^  =  21  mm  unb  i2  =  70  cm  ergiebt  ficf| 

F:  Q  ^  l:  1100. 

40*  Sei  einer  Sd^raubenminbe  begm.  ©d^raubenpreffe  mirlt  bie  Äraft 
P  am  Strme  B  unb  überträgt  bie  Semegung  gun&t^ft  auf  ein  fonifd^eS  3ö^n* 
tob  (r)  mit  ^origontaler  SKd^fe;  biefeS  fte^t  im  Singriff  mit  einem  lonifd^en 
Sol^rabe  (/)  mit  oertilaler  Sld^fe,  mit  meld^em  bie  SKutter  ber  beweglichen 
Qäjitaubt  oon  ber  ©ang^dl^e  h  feft  oerbunben  ift. 

©urd^  bag  Sßrincip  ber  oirtueHen  Serrüdtungen  ift  bie  SSebingung  be8 
(Sleid^gemic^teS  feftgufteQen. 

P  .2Bx=  Qh  '  -r 

r 

®tnb  bie  gä^nega^Ien  för  bie  3lÄber  begm.  z  unb  z\  fo  ift  aud§  -j  =  — . 

gür  P  =  30  kg,  i?  =  39  cm,  ^  :  £?'  =  1  :  4,  Ä  =  2,6  cm  ift 

Q  ^  11310  kg. 


Qwüte  9(6teUung. 


84.    3)ad  Xuftretett  iion  9ietittttgeit  itnb  bie  S(tl6eit  btt  Steibuugen« 

S8  ift  eine  alte  Srfal^rung,  bafe  in  bcr  Scrül^rungSfl&c^c  gcgencinanbcr  gc* 
brüdtcr  ftörpcr  Äröftc  auftreten,  tpenn  fxäj  bie  Äörper  entocber  gegeneinanber 
beiDegen  ober  iDenn  berarttge  Seroegungeu  ben  angretfenben  jtr&ften  entfprec^en 
n)ürben;  in  legtcrem  gaQe  ftnb  e§  gerabe  bie  jtröfte  in  ber  S9erü^ntngSf[&(^, 
njetd^c  bie  erwarteten  Seroegungen  unterbrüdfen. 

SDiefe  tangentialen  SReaftionen  werben  ^Reibungen  genannt. 

änan  l^at  cor  aQem  bie  Sleibungen  bei  gleitenben  Bewegungen 
von  ben  Sleibungen  bei  rollenben  SBewegungen  gu  unterfd^eiben. 

Sin  Seifpiel  für  erftere  bieten  bie  Äröfte  in  ben  »erüf^rungSfläd^en 
jroifd^en  ben  flufen  ber  ©d^Iitten  ober  ber  Schleifen  unb  beren  fjfaljrba^nen, 
ein  Seifpiel  für  lefetere  bie  Strafte  in  ben  SSerü^rungSflöd^en  awif d^en  ben 
9t&bem  ber  gewö^nlid^en  f^ul^rwerle  ober  ber  Sifenba^nwagen  unb  beren 
gal^rbal^nen;  Bremft  man  in  festerem  ^Ut  bie  SRöber  fo  ftarl,  ba^  bie 
roüenbe  Scroegung  aufhört,  fo  gelangt  man  jum  erften  gaUe  jurüdf. 

3n  beiben  gäHen  forbert  bie  ©rl^altung  ber  gleid^förmigen  SSe* 
megung  bie  äinwenbung  oon  Shöften,  welche  mit  ben  Steibungen  im  ©leid^ 
gemid^te  ftel^en. 

S)ie  ^Reibungen  treten  ftetS  aK  ®egen!räfte  auf  unb  jmar  fo,  ba^ 
bie  eine  biefer  ©egenfräfte  an  bem  einen,  bie  anbere  an  bem  anberen  bcr 
fid^  berü^renben  Stdrper  ^aftet  unb  babei  jebeSmal  ber  mirllic^en  angeftrebten 
SJerocgung  beS  flörperS,  an  bem  fte  l^aftet,  entgegenmirft,  fomeit  biefe  SBe* 
megung  rclatio  aur  Serüi^rungSflöd^e  beiber  flörper  erfolgt  ober  erfolgen  foDte. 

^an  bezeichnete  beS^alb  früher  jebe  äieibung  alS  einen  Sßiberftanb 
unb  pflegte  auc^  mol^I  ju  fagen,  ba^  Steibungen  nur  bemegung§^inbemb, 
aber  niemals  bemegungSförbernb  mären. 

@o  richtig  biefe  9Iudfage  in  äSejug  auf  bie  SSemegung  bed  StörperS  ift, 
an  bem  bie  eine  ber  beiben  jugleid^  auftretcnben  Sfteibungen  ^aftet,  fo  irre« 
leitenb  ift  fie  bod^  im  allgemeinen.  Sie  SBellen,  meldte  ber  SBinb,  wenn  er 
^orijontal  über  bie  Oberfläche  eineS  SBafferfpiegeK  ftreii)t,  fjeroorruft,  werben 
burcf)  bie  an  ber  SBafferfIacf)e  ^aftenbe  SReibung  eingeleitet,  wä^renb  beren 
©cgcnfraft  oDerbingS  oeraögernb  auf  bie  unteren  Seife  beS  ßuftftromeg 
wirlt 


g  84.]        £aB  auftreten  von  Steibutigen  unb  bie  Slibeit  bei  Stetbungen.  63S 

Sieflt  ein  flörper  I  oom  ©eioii^te  Gi  auf  einer  beroegli^  Unterloße  II, 
wie  e8  giß.  364  oiibeuteti),  (o  roirtt  bie  Seibunfl  [B]  an  I  ber  Ätnft  [P] 
unb  ber  oon  i^  angeftrebten  Seniegung  ooa  I  entgegen,  niäl|renb  bie  ^ei° 
feung  [ä]  non  11  im  ©inne  Don  [JP\  auf  11  berocgenb  roirtt,  fo  bafe  er« 


fa^rungSma^ig  eine  Semegung  ocn  n  im  Sinne  oon  [S\  gu  ftanbe  tontmen 

fann.    Aommt  biefe  SBeroegung  ju  ftanbe,  fo  f5nnen  aw^  bie  unterftügenben 

SlSoIjen  burc^  Sleibung  in  Seniegung  tammen,  a^g  3^^ 

fie  lönnen  gleiten  über  roQen  aber  au^  beibeS  , 

t^un.    SJeim  9luftreten  aQer  f|ier  möglit^n  ; 

Reibungen  roirlen  [BJ  unb  [R,]  begro.  in  Äj 

unb  At  Der^gemb  auf  bie  lÖeroegung  oon 

n,  twS^renh  beren  ©egenlröfte  [W,]  unb  ffli] 

bie  Seioegung  ber  SBalgen  einleiten.     S)tefe 

roirb  oer^gert,  fotoett  eS  fic^  um  ©leiten 

(|anbelt,  burtfi  bie  Sleibungen  [E',]  unb  [Bi], 

meli^  in  ©erüf|rung  mit  ber  feflen  Unterlage 

I/j  u,  bejm.  in  B,  unb  B^  auftreten,  rofi^renb  . 

auf  bie  Unterloge  felbft  bie  iSeibungen  fRi]  i 

unb  [rI]  loirlen.    9Iu^rbem  treten  no^  bie  ' 

ajlomente  ber  fogenannten  roDenben  9teibung 

auf  für  At,  Ät  imb  B,,  Bj  ats  ®re§pun(tc, 

fie  Tinb  in  gig.  364  burdi  [jtf,],  [M^  u.  f.  ro. 

begeii^et. 

ein  Qap^en,  ber  fi(^  in  einem  ou8ge» 
laufenen  ßoger  (mit  großem  Spielraum)  bre^t. 


')  3n  ben  giguren  r'nb  b^*  ©tretfen,  nieli^e  bte  Steitningen  borfteHen,  an  intern 

Urfprunge  in  ben  JtSrper  ^ineingeboBen  gegeic^nel,  an  roeldiem  bie  entfpre^nbe 
neibung  haftet. 

Srinldr,  SD)t4anl[.    l.  34 
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fletteit,  feintr  ajeroeguns  entgegen,  burc^  bie  an  i|m  Iiaftenbe  91ei6ung  empor, 
ei  ^at  al\o  ntc^t  bie  Qage  bei  gig.  365  a  (a.  o.  @.),  fonbem  bie  Sage  bei 
gig.  365  b  (a.  D.  ©.)■ 

3Me  9teIaHD6en)egung  bed  Qettemben  Sopf^nS  (ann  man  an  ausgelaufenen 
Sui^fen  eines  SßagenS  tüglit^  beobachten,  mie  eS  gtg.  366  jeigt. 

Setoegt  fid|  ein  ftörper  I,  mie  gig.  367  anbeutet,  glcitenb  auf  einem 
ni^nben  Aörper  11  untei  9)ei6ung,  fo  ift  bie  SIrbeil  bei  dleibung  [R]  für 
eine  9}erfd|ie6ung  s,  anjufegen  alS  — Rsj.  ^eroegt  fii^  auc^  ber  ftüiper  II, 
gia.  366.  gifl.  367. 


onftatt  SU  ru^n,  bei  biefem  Sßoigange  burrfi  bie  iReifiung  [B]  um  eine 
Strtde  sj,  fo  ift  bie  Arbeit  DonjÄ]  anjufefien  qI8  +■  Bsj.  ffla  B  =  B,  fo  ^at 
bie  ®efamtoi6eit  non  R  unb  E  faen  SSJert  —  ü(s,  —  s,),  ift  alfo  91uQ  ffii 
»,  ^  5„  b.  ^.  für  ben  t!r(ill>  bog  bie  Jtöriiei  buic^  iReibung  aufeinanber  f)aften. 
SBeiben  bie  Rßiper  I  unb  II  (netgl.  ^ig.  368)  buri^  ftififte  Pi  unb  P,  gegen» 


finnig  benegt  begni.  um  5,  unb  s-i  gegen  bie  uifpiünglidK  Shi^elage,  fo  ift 
bie  @efamtaibeit  ber  JReibungen  R  unb  B  bejiti.  —  Rsx  —  Rs^  =  —  B  (s,  +  sj). 
3n  ben  betrai^telen  ganen  ift  alfo  bie  aeibungSorbeit  ftetS  baS  ^tobult 
nuSbem  aSeite  ber  SReibung  unb  bei  lelottoen  Sßerfi^iebunfl  ber 
fi(f|  beiü^ienben  ftörper. 

Siefe  Seliat^tung  ^at  atigemeine  Sebeutung,  menn  man  fte  junäcfift 
auf  glflc^enelemente  einfc^rönft  unb  oon  biefen  auS  ju  enbUc^en  Radien* 
ftiiden  übeigefit. 

^taiQtm&i  oerfdimtnbet  bie  @efamtarbeit  ber  Stetbung  nie< 
malS  bei  lelottoen  Serf^iebungen  ber  fflörper  an  ben  Setü£|rungS* 


r 
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ftellen,  unb  bomit  ift  unter  anberem  bie  Sinfc^rönlung  für  baQ  $rtncip 
bcr  oirtucllcn  SScrrücfungcn,  roeld^c  eingeführt  rourbe  (oergl.  ®.  484), 
gerechtfertigt. 

85*  Sie  ScfUminnng  ber  äieibung  für  gleitenbe  Seioegnngeit*  91qc^ 
ben  äRorins'SouIomfifc^en  SSerfud^Srei^en  pflegte  man  für  bie  9teibung  Bei 
gleitenben  SSen^egimgen  bie  ®efege  auf  aufteilen  : 

1.  2)ie  9tei6ung  ift  abhängig  oon  ben  Stoffen  ber  Störper,,  n)eld^e  ftc^ 
Berül^ren,  unb  oon  ber  Dberflöd^nbefc^affentieit  biefer  Stoffe. 

2.  S)ie  SReibung  ift  proportional  bem  Slormalbrude  jroifc^en  ben  jtdrpern 
an  ber  Serü^rungdftelle. 

3.  2)ie  9teibung  ift  unabl^dngig  oon  ber  ®röge  ber  ^&d)m,  xüd^t  in 
S3erüf)rung  fte^en,  faUd  roeber  Spieen  nod^  jtanten  u.  f.  w.  vox^ 
i^anben  ftnb. 

4.  S)ie  SReibung  ift  unab^&ngig  oon  ben  ®efd^n)inbigteiten  ber  5tdrper 
an  ber  Serü^rungSftelle,  faUS  man  nur  bie  Sleibung  bei  9en)egungen 
aul^  ber  Shil^elage  unb  bie  9leibung  innerl^alb  ber  SSemegungen  unter« 
fc^eibet. 

9Iuf  ®runb  biefer  ®efege  gelangt  man  für  bie  Steibung  B  gu  ber  ^ormel 

E=f.N 139) 

falte  man  unter  N  ben  äBert  bed  StormalbrudS  (^reffung)  jmifc^en  ben 
ftörpem  an  ber  Serül^rungSfteHe  oerfte^t,  unb  unter  /  eine  3KateriaIfonftante, 
aB^öngig  oon  ben  Beiben  ftd§  reibenben  Stoffen  unb  ber  SSefd^affenl^eit  i^rer 
ßberfläci&en. 

SWan  nannte  /  ben  9leiBung8Ioef fijienten  unb  unterfd^ieb  ben  3lei* 
bungdfoefftjienten  für  Semegungen  auS  ber  9lu^e  oon  bem  9tciBung8foeffi« 
dienten  inner^alB  ber  93emegungen. 

Sfu^erbem  mai^it  man  barauf  aufmerffam,  bafe  gemöfe  Sir.  1  Er« 
rofirmungen  ber  ftd^  reibenben  ftörper  unb  gormftnberungen  jeber  Slrt  ben 
SBert  oon  /  oerftnbem,  unb  hoü^  Bei  Slnmenbung  oon  reidf)Üd^en  Sd^mier« 
mittein  (mittelbare  3leiBung)  3.  83.  nid^t  mel^r  unmittelBar  Äupfer  auf  Sifen, 
fonbem  am  (Sifen  l^aftcnbeS  £)I  auf  am  ftupfer  l^af tenben  öle  jur  3leibung  löme. 

S)ie  Steigerung  ber  tec^nifd^  oermenbeten  S)rud(e  unb  ©efd^minbigleiten 
l^at  au  ber  (Sinfid^t  geführt,  bafe  obige  ®efet;e  nur  für  mittlere  S)rud(e  (20  kg 
bis  40  kg  auf  ben  Öuabratcentimeter)  unb  für  mittlere  (Sefc^minbigleiten 


( 


^     t;:«    K.   °*  \ 


0,5  —  Bis  6  — )   angenäbert  in  ©eltung  ftnb ,   mft^renb  ftd^   barüBer 

sec  sec/ 

^inauS,  fomo^l  für  größere  ^  ate  für  Heinere »)  SBerte  nur  oon  goß  3«  S^n 
burd^  Befonbere  SBerfuc^e  eine  ©runblage  für  tl^eorctifd^e  Slnföfte  genrinnen  läftt. 

3lur  bie  unbeftimmte  SluSfage  oon  Sftr.  1  ber  obigen  SRegeln  BleiBt  Be« 
fte^en  unb  bie  allgemeine  Sb^ängigleit  (nit^t  ^Proportionalität)  00m  S)rud(e. 

Sei  bem  augenblidlic^en  Staube  unferer  flenntniffe  oon  bem 
SBerte  ber  SReibungen  ^ält  man  im  allgemeinen  an  ber  alten 


')  ©ier  lommi  oor  aVizm  (Irroärmung  unb  gormänbcrung  in  gragc. 
•)  i\n  fommt  aud5  bie  «bl^ftfion  in  grage. 

34* 
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^ortnel  B  =f .  N  fcft,  fic^t  aber/  ni^t  mc^r  a(S  eine  SRatertal« 
tonftante  an,  fonbern  behält  fid^  oor,  /  von  gfalt  ju  gfal(  burc^ 
Serfuc^e  ju  beftimmen. 

Sebiglü^  um  baS  $rob(em  gu  temtjeü^en,  mag  bie  Soc^etfc^e  gfonnel 
für  /  mtgefü^rt  merben,  fie  Imttet 


/  = 


JO  Jod 


+  /. 


00- 


1  +  a  .  t; 

2)Qbei  bebeutet /o  ben  SleibungStoefftjtenten  für  eine  fe^c  langfome  unb 
/„  ben  Sletbungl^toef^tenten  für  eine  fe^  rafd^  Semegung,  v  bie  ©efd^min^ 
bigleit  ber  Semegung,  für  melc^  /  benugt  merben  foD,  a  einen  3<^^l^^ 
toefftjienten,  ber  im  9Reter:*@eIunbenf9ftem  im  äßittel  0,3  ift;  bie  ®rdgen  /o 
unb  /„  ftnb  ab^ngig  vom  äRateriale  unb  beffen  Cberflfid^befc^affen^eit, 
nom  SDrude  u.  f.  w.  imb  muffen  von  ^Q  ju  gall  befonberg  beftimmt 
merben. 

Unter  ben  fomit  gemachten  Sinfc^ränlungen  legen  mir  ben 
folgenben  Betrachtungen  bie  alte  gormel  E=f.N  gu  (Srunbe, 
in  ber  /eine  äRateriallonftante  begeid^net,  unb  bemerlen,  ba%  biefe 
für  ftatifc^e  jtonftru!tionen  im  engeren  ®inne,  b.  ^.  bei  rul^enben 
fidrpern,  t^atföd^Iic^  nermenbet  merben  barf,  bei  gleichförmigen 
Semegungen  aber  nur  innerl^alb  gemiffer  (Srengen,  falB  man  babei 
ftetS  ben  SBert  t)on  /  für  bie  äJemcgung  auS  ber  9lu^e  unb  ben 
SBert  oon  /  innerl^alb  ber  Semegung  noneinanber  unterfc^eibet. 

9Ran  begeic^net  erfteren  ald  /o  unb  Ie|teren  al&  fi ,  falte  eS  nötig  ift. 

Um  eine  älnfc^ouung  biefer  ^er^öltniffe  gu  geben,  fül^ren  mir  einige 
SBerte  non  /  für  mittlere  S)rudfe  unb  ©efc^minbigfciten  an: 


äleibenbe  Stbxptv 


Äoefpgient 

beilBemegung  innerl^alb  b. 
au^  ber  9htl^e    JBemegung 


(/o) 


(/i) 


©u^etfen  auf  ©u^eifcn,  mentg  angcfcttet 

©d&miebeeifen  auf  ©ronge 

(Su^eifen  auf  did^enl^olg ,  parallel  ber  %Q\tx,  unter 
SBafferbefeut^tung 

Sdgmiebeeifen  auf  (üc^enl^olg,  parallel  ber  Safer,  unter 
aSafferbefeucfttung 

Deögl.  mit  S:algfd^mtere 

©tetn  auf  ©tetn ,  . 


0,16 
0,19 

0,65 

0,65 

0,11 

0,5  bl8  0,7 


0,15 
0,18 

0,22 

0,26 
0,08 


(5g  entfprei^  alfo  g.  8.  einem  Sftormolbrude  oon  100  kg  im  erfteren 
gfaUe  16  kg  SReibung  bei  ber  äJemegung  auS  ber  äiu^e  unb  15  kg  9ieibung 
innerl^alb  ber  Semegung  u.  f.  m. 

^ei  älnmenbung  oon  reici^lt^em  Sd^miermateriol  lann  unter  günftigen 
Umftönben  innerl^alb  ber  Scmegung  /  =  0,10  unb  geringer  angcfe^t  merben. 


36.] 


Sei  91ei6une«n>inttl  unb  bei  SletbungSIcgel. 


86.  3)er  SteilinngSurafcI  nnb  in  Sttibnng^fegel.  Siegt  ein  Stbtiptv 
vom  ®eroi^te  G  auf  einei  Eiorijontalen  Unteilage,  fo  t^at  bic  (noimale) 
SReahton  b«  Unteilage  [N]  ben  ^ert  G.  Sinei  !6en)e(]ung  im  Sinne  beS 
Pfeile«  JS  bei  giß.  369  entlprit^t  bie  {tangentiale)  gieibung  [B]  oom  SBerte 
/.  N^f .  G,  meiere  ji(|  mit  [N]  ju  einet  ©ejamtieaftion  [W]  gufammen« 
feßt.  ©ie  ffiinroirtunfl  auf  ine  Unterlage  ift  bie  SHefuItante  [W]  au8  [G] 
unb  ffi],  roobei  natüil«^  W=W  \%  ®en  SBinfet  ip.  um  nwli^en  [TT] 
oon  [N]  bejiD.  [ W]  oon  [G]  abroeii^t,  nennt  man  iReibunflSrointel,  eS  i(t 
tangip  =/, 140) 

benn  man  ^at  tangip  =  —  =-^  :=/. 

Sa  bei  SHeibimg8n)in(eI  91  lebißtic^  bun^  /  beftimmt  roiib,  (0  ift  er, 
folange  /  als  Aonflante  DoiauSgefetit  werben  baif,  non  b«m  9Beite  pim  N 
bun^auS  unab^ngig. 

SRon  (ann  fi(f|  <p  für  grofi  beffimmte  Snaterialien  oerontt^oufic^,  wenn 
man  einen  ilörper  auS  bem  einen  ®toff  auf  einer  Dcrftedboren  j(|iefen  (Ebene 
gifl.  369.  gig.  370. 


au8  bem  anbeien  Stoff  (oergl.  gig.  370)  gleiten  lägt  Qd^t  man  a  oon 
0"  on  rooc^fen,  fo  tritt  boS  ®(eiten  ein,  roenn  B  =  Gsina  ift,  motouS  füc 
B=f.N  =  f.  G  .  cos«,  folgt 

Gsina=f.  Gcosu,  h.  5.  tga,=f. 

X)er  SteibungSmtnfel  sp  ift  alfo  bei  2Qert  oon  a,  bei  bem  baS  ©leiten 
gerobe  eintritt.  aWiftt  man  «  untei  biefet  SBebingung,  fo  ift/=  tga,  b.  ^. 
man  ^at  /  für  bie  beiben  3)laterialien  beftimmt  mib  jmar  für  bie  Semegung 
aus  bei  ^^,  b.  |.  als  /„. 

3«  ben  giguien  309  unb  370  mag  no(^  bemerft  roerben,  ba^  hie  ßage 
beS  SHormalbruäeS  [iV]  in  Se^ug  auf  bie  a^ifale  beS  ©rfinierpunfteS  ob* 
^(Snflt  oon  bei  §5^age  ber  beniegenben  ftraft,  roeltfie  bie  [B]  entfpreäienbe 
Seroegtmg  einleitet  ober  einjutetten  fttebt.  gifl-  369  ift  genau  ricfitig  für 
ben  3aQ,  ba^  bie  beioegenbe  Sliaft,  roeli^e  bem  SBeroegungSpfeile  B  entfprict)t, 
in  ber  OleitfläclEie  (eltift  angreift,     ßiegt  T«  flöfier,  fo  oetfcfiiebt  pil  ber 
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SlormalbruÄ  in  gig.  369  nac^  rechts,  fo  bofe  er  mit  [6r]  ein  fträftcpaor  (— ) 
bilbet,  tDelc^eS  im  ®Iei(!^gemic^te  fielet  mit  htm  Str&ftepaore,  baS  bie  be« 
megenbe  Straft  unb  bie  SReibung  bilben.  S>a  in  gfig.  370  bie  bemegenbe 
flraft  nid^t  in  bcr  ©leitflftc^  liegen  fann ,  fo  ift  bie  SSerfc^iebung  oon  [N] 
bort  auc^  )etd^nerif(^  bargefteüt  2)iefe  SSejie^ungen  merben  bei  ber  gfrage 
beS  SKppend  unter  bem  Sinfluffe  ber  Sleibung  noc^  genauer  befpro(i^en  merben. 

aSe^ielte  /  innerljalb  ber  JBemegung  ben  SBert  /o  =  tg(po,  ben  eS  für 
ben  Übergang  au§  ber  Stulpe  erl^alten  ^at,  fo  mörbe  bie  ©teUung  a  =  q)^ 
nun  meiter  einer  gleid^förmigen  Semegung  entfprec^en.  2)a  aber  /  innerhalb 
ber  SSemegung  im  allgemeinen  Heiner  mirb  gegenüber  ber  99en>egung  auS 
ber  Slu^e,  fo  tritt  im  allgemeinen  eine  gleid^ma^ig^^befc^Ieunigte  äJemegung  ein. 

SBin  man  eine  gleichförmige  Semegung  erjielen,  fo  ^at  man  bie  fc^iefe 
(Ebene,  nad^bem  SSemegung  eingetreten  ift,  (angfam  ga  fenten  Bis  ju  einem 

»ig.  371. 

B 


G. 


--^.^     C  D 

r 


""^^^^         G. 


sin^  G.jsin^' 


A  "B'  C  D' 

beftimmten  SBinlel  (p^,  bem  eine  gleichförmige  SSemegung  entfprid^t;  eS  ift 
barat  9?i  <;  9?o  «nb  /j  =  tg(pi  bejeid^net  ben  SleibungSloeffiaienten  inner* 
l^alB  ber  äJemegung. 

f^ür  eine  mirllic^e  SSeftimmung  oon  (pi  bejm.  fi  eignet  ftd^  natürlid^ 
biefeS  SSerfal^en  nid^t.  äRan  betrachtet  ju  biefem  Qayedt  bie  S3efc^Ieunigung 
b  für  eine  befc^Ieunigte  äJemegung  auf  ber  fd^iefen  (Ebene.  3ft  ^  bei  bem 
Serfu^e  ber  3leigimg8minlel  ber  fd^efen  ffibene,  fo  ift   Gsin^  —  B  bie 

Gsintlf  —  B  G(sinif  —  f^cosi\i) 

h  =  g j^ =  9 

S)araud  folgt: 

/i  =tgt  —  -z 


g     cosijf 

gür  b  =  0  erhalt  man  fi  =  tgtif,  b.  ^.  ^  ift  bann  ber  oor^er  mit 
(Pi  bejeic^ete  SHnlel. 

Sß&l^renb  man  bei  ber  fc^iefen  (Ebene  a  oon  0®  auf  q^o  anmac^fen  I&^t, 
entmidCeU  ftd^  bie  Sleibung  oom  äBerte  0  bid  gum  Sßerte  Gsintpo,  um  bann 
innerhalb  ber  Semegung,  bem  Übergange  oon  /o  ju  /i  entf pred^enb ,  auf 
Gsinq)^  ju  finicn. 

S)abei  nimmt  ber  9lormaIbrud[  junöd^ft  ab  oon  G  bis  Gcosipo,  um 
bann,  bei  einer  @enlung  ber  (Ebene,  mieber  auf  Gcosfpi  ju  fteigen,  fo  ba^ 
/  na^  ber  gormel  B  =  fN  oon  0  über  ig  9>o  ttöd^  tg  q>i  gel^t. 

gig.  371  ftellt  biefe  (EntmidEelung  ber  SReibung  grap^ifd^  bar.  2)ie 
©tredfc  AB*  entfpricf)t  bem  SBod^fen  beS  SBinlete  a  oon  0»  bis  q>Q,  bie  ©tredfe 
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B'C  bcr  aibna^me  bc8  SBinfeK  a  oon  q>o  Bi«  qPi,  bic  ©trcrfc  Cff  bcx 
©tcHunß  9)1;  über  bte  Jhiioen  -4B  unb  J5C  ift  nid^tS  S3e[ttmmtc8  au8* 
jufagen. 

S)enlt  man  ftd§  in  gig.  369  nai)  aDen  mdglic^n  9K^tungen  Seroegungen 
bcS  ÄörperS  auf  ber  Unterlage  ausgeführt,  fo  befc^reibt  [W]  einen  geraben 
SheiSfegel  oon  ber  Öffnung  (p,  unb  ebenfo  [IV].  3Kan  nennt  biefen  Siegel 
ben  SleibungSIegel  (tg(p  =/). 

Um  aus  bem  Stormalmiberftanbe  [N]  bm^  (Sinfü^ug  ber  Steibung 
ben  ®cf amtroiberftanb  [  W]  l^er juleiten,  l^at  man  [N]  jur  Sld^fe  eineS  geraben 
Streidlegeld  von  ber  Öffnung  9  ga  nehmen  unb  auf  biefem  ftegel  bie  Seite 
aufjufuc^n,  meldte  mit  N  in  ber  SemegungSrid^tung  liegt  unb  mit  i^r  einen 
ftumpfen  SBintel  bilbet. 

gür  jebe  Überführung  eined  jtörperS  aud  ber  Stulpe  in  bie  Semegung 
l^t  man  eine  SntmidFelung  ber  ^Reibung,  entfprec^nb  gfig.  371,  anjune^men. 
gür  bie  3lu^e  ift  [W]  =  [N],  mö^renb  beS  Überganges  in  bie  Semegung 
bre^t  ftd^  [  W]  unter  JBergröfeerung  feineS  SBerteS  au8  ber  8ld§fenlage  in  eine 
Seite  beS  9ieibungd{egelS  hinein,  m&^renb  ber  gortfegung  ber  Semegung 
bleibt  [W]  in  ber  Seite  bed  SteibungSIegetö  liegen,  ber  aber  jundd^ft  oon 
ber  Öffnung  9^0  <iuf  bie  Öffnung  ^j  jurüdge^t,  um  biefe  bamt  beizubehalten. 

SHefe  SBetrad^tungen  ftnb  gana  unabhängig  oon  bem  gemA^lten  99etfpiele: 
2)er  Slormalbrud  [N]  bilbet  ftetS  bie  Sld^fe  für  ben  SleibungSlegel, 
innerhalb  beffen  alle  ®efamtmiberftftnbe  liegen,  meldje  [N]  im 
SBerein  mit  ber  me^r  ober  minber  entmidelten  9ieibung  bilben  tann. 

Um  eine  Slnfd^auung  ber  ®rd^e  uon  q>  ju  geben,  biene  folgenbe  Xabelle: 

Stein  auf  Stein:    /=  0,6  tp  =  31» 

Stal^l  auf  SiS:       /  =  0,027  (p  =    V  33' 

§ol3  auf  §ol8:       /=  0,10  biS  0,70     tp  =    5045'  big  350  0'. 

SBir  moQen  biefe  SSegiel^ungen  fogleid^  an  einem  äJeifpiele  erlöutem,  ba9 
oon  befonberer  äSid^tigleit  für  tec^nifd^  Slnmenbungen  ift.  (Sin  jtörper  ftüge 
fic^  auf  bie  beiben  Sbenen  I  unb  II  fa,  ba^  Ä^  unb  J,  atö  Stü^puntte 
angefe^en  merben  bürfen.  jtonftruiert  man  in  Ä^  unb  A2  Bejm.  bie  Slormalen 
AiNi  unb  Ä^N^  ju  ben  Sbenen,  legt  um  biefe  bie,  ber  9teiBung  jmifd^en  bem 
Stbvptx  unb  I  unb  ber  SleiBung  amift^en  bem.ftdrper  unb  U  entfpred^nben 
KeibungSfegel  mit  ben  Öffnungen  (pi  unb  qpj,  fo  ift  jeber  $unft  P  beS 
9laumeS,  ber  innerl^alB  Beiber  Stegelöffnungen  liegt,  ein  $unft,  in  meld^em 
ftd^'  ©efamtmiberft&nbe  J^P  unb  Ä^F  Begm.  oon  Ä^  unb  Ä^  fc^neiben 
fdnnen.  Qai  alfo  baS  ftrftfteftjftem ,  meld^eS  ben  in  Ai  unb  A2  geftügten 
Stdrper  angreift,  eine  Stefultante,  meiere  ben  gemeinfamen  SRaum  Beiber  jtegel:: 
Öffnungen  burc^bringt,  fo  ift  für  ben  Äörper  ftetS  ®leid^gemid§t  oor^anben. 

Siegen  A^  unb  A^  in  einer  SSertifaleBene,  meldte  auf  ber  Sd^nittgeraben 
(Ä)  oon  I  unb  II  fenlred^t  ftef)t,  mie  e8  gig.  372  (a.  f.  S.)  geigt,  unb  ift  ber 
fidrper  lebigli(^  burd^  Selaftungen,  einfc^lie^lid^  feineS  Sigengenric^ted,  in  ^n^ 
fpruc^  genommen,  meiere  fid^  auf  ber  ©eraben  AiA^  longentrieren,  fo  lommt 
oon  htm  gemeinfamen  S^aume  ber  Beiben  9ieibungSlegeI  lebiglic^  baS  fc^raffterte 
Siered  in  ^rage.     2)urd^  biefeS  mu^  bie  9iefuttante  ber  Selaftutigen  beS 
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AöiperS  ge^,  fallS  fOr  i^  Sltü^gemit^t  aor^nben  fein  foQ,  b.  ^.  Li  unb 
Xf  finb  bie  Stenjpunftc  füi  bie  Ükge  btefer  Slefultante. 

Solange  olfa  bie  9tefultante  ber  Belaftungen  be8  in  ^,  unb  Ji  geftQ^ten 
flöcpeiS  bie  Stttde  L,!^  fdineibet,  ift  ber  flarpet  im  @{eti^genric^te. 
ffitt.372. 


®e^t  bie  Stefultante  bur<^  X,,  fo  ^aben  bie  aBiberftdnbe  von  Ai  unb 
^j  bejm.  bie  9ti(^tungen  A^Bi  unb  ^^iti;  il|ten  93ert  giebt  boS  bantnter 
geaeic^nete  fttaftbreiecf  an  (gig.  372  b). 

®e^t  bie  Sftefultante  burc^  L^,  ]o  tjoben  bie  Sißiberftänbe  oon  At  unb 
Äi  beivo.  bie  9Hc(]tungen  A^B^  unb  ^jf^;  iEfien  XBert  giebt  boS  boruntet 
g(jet<§nete  fttoftbreied  on  (gig.  372  c). 

3n  beiben  fällen  ift  bie  Sieibung  oon  ^i  unb  ^,  ooQ  entniiifeß,  im 
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erften  f^aHe  für  eine  Setoegung  beS  ®ta6ed  im  @inne  I ...  11,  im  jmeiten 
gaUe  für  eine  »ctoegung  beS  ©tabeS  im  ©irate  11  ...  I.  3n  gig.  372  d 
ift  bie  Jtonftruttion  auc^  no^  für  L  burc^gefü^rt. 

.  Überfc^reitet  bie  Slefultante  bie  ©renjlage  L^  ober  Lg,  fo  tritt  9}emegung 
beS  Äörperd  ein,  im  ©inne  I ...  11  bejro.  n  . . .  L  gig.  372 e  erldutert 
bieg  für  Li]  G  greift  in  Q  an,  mö^renb  in  L^  bie  Shäfte  [G\  unb  [&]  ju* 
gefegt  finb,  oon  bem  &  bmrc^  bie  Sleaftionen  aufgehoben  mirb,  fo  bafe  nod^ 
bog  Jhröftepaar  oug  [G]  unb  [^]  übrig  bleibt,  um  ben  Äörper  im  ©inne 
I  ...  II  3U  bemegen. 

®e^t  bie  Slefultante  gmifc^en  L^  unb  L^  ^inburd^,  fo  ftnb  für  bie 
(Slei^gennc^tglage  be§  itörperi^  imenbli(^0t)iele  SRöglid^Ieiten  ber  ßntmidelung 
ber  ^Reibungen  in  Äi  unb  Ä^  gegeben,  ha  jeber  $unlt  F  ber  fd^affierten  gUc^e, 
meld^er  auf  jener  Slefultanten  liegt,  bie  9lic|tungen  Ä^P  unb  ^igP  für  Ste* 
aftionen  oon  A^  unb  A^  beftimmt,  bie  mit  [Gr]  ju  einem  beftimmten  Shaft:» 
breied  führen.  S9efonbere8  Sntereffe  bietet  ber  $unlt  N  ber  fc^raffierten 
gtöc^e,  ber  einem  ©urc^gang  ber  Stefultante  [G]  m  L  entfprici^t,  meil  für 
i^n  leine  SntmidCelung  ber  ^Reibungen  in  A^  unb  A^  in  f^rage  lommt. 
9B&^renb  für  hafi  (Steic^gemid^t  ber  äJelaftung  in  L  jeber  $untt  ber  Sßerti« 
lalen  LN  innerhalb  ber  fc^raffierten  ^Ad^e  benugt  merben  lann,  mobei 
unenblic^^oiele  oerfd^iebene  Sntmidelungen  ber  ^Reibungen  in  A^  unb  A^  xa 
gfrage  lommen,  entfprid^t  umgele^rt  htm  fünfte  N,  für  meieren  leine  9teibungen 
in  Ai  unb  A^  oorgefe^en  fmb,  nur  ber  eine  SelafttmgSpuntt  L.  S)ie  Slufa^ 
gäbe,  bie  SSelaftungSoertilale  für  ben  jtdrper  AiA^  ju  beftimmen,  faUS  bie 
^Reibungen  in  Ai  unb  A^  nit^t  in  grage  lommen,  ift  alfo  einbeutig  (N), 
bie  Slufgabe,  fte  unter  ^enoenbung  ber  9teibungen  in  A^  unb  A^  3U  be« 
ftimmen,  ift  unenblic^oielbeutig;  unter  ben  unenblic^^oielen  ßdfungen  ftnb  bie 
beiben  (Li  unb  L^)  oon  befonberem  3ntereffe,  meli^e  einer  ooQen  SntmidCe« 
lung  ber  Steibungen  in  A^  unb  A^  entfpred§en. 

Semerlt  mag  nod^  merben,  ba^  ber  ftreiS  burc^  AAiNA^  bie  ^ntte 
Bi  unb  JBj  aufnimmt,  falls  qpi  =  qpj  ift. 

8eftimmt  man  A^L^  unb  A^L^  av&  A  AiL^B^  unb  A  A^L^B^,  fo 
er^ftlt  man  bei  (Einführung  bed  9leigungiSminIeId  y  für  qp^  =  92  =  <P 

A^L^  ^^_  <^(P^  —  y)  —  JQY 
A^L^  cGt(cCi  +  (f)  -\-  tgy' 

Seftinrait  man  A^L^  unb  LiA^  au8  A  AiLiBi  unb  A  A^LiBi,  fo 
erhält  man  ebenfo 

ALi  _  ^^ _  co<(«2  -^-  y)  —  igy . 

A2L1  cot{pCi  —  (p)  +  tgy' 

9lud  beiben  ®(eid)ungen,  meiere  bie  3ufo^^^n^&nge  oon  n  unb  n'  mit 
y  barftetten,  folgt  für  q?  =  0  baS  SSer^MtniS  A^L  :  A^L.    SSergl.  ©.  508. 

87*  &tnannt  SatfteKuttg  ber  Srfc^eiiiungen  iuidt  @infü^rung  ber 
glettenbett  9ietbung.  ©obalb  gegeneinanber  gepreßte  S9erü^runggfl&d^en  oon 
ftörpem  oor^anben  fmb,  in  benen  eine  relatioe  gleitenbe  Scmegung  ber  Äörper 


538 
fteQung 


2)titter  «bfc^nitt.    S>ntted  ftapitel.    3iDeite  ^(btetlung^. 


[§87. 


ift,  muffen  bte  entfprec^enben  Sleibungen  für  eine  genauere  2)ar« 
ber  Srfd^etnungen  eingefül^rt  tütxbtn.   S)emgemö^  ftnb  mele  ber  b\&^ 


Sig.  373  a. 


»1 


^er  gegebenen  (Sntn)i(lelungen 
oon  ^Q  2u  SfoU  gu  tierbeffem. 
2)Qbei  ^at  man  ftc^  Bunöc^ft 
baoon  3U  überjeugen,  ba^  aud^ 
mirtlid^  ein  ®(etten  eintritt. 
äBoQte  man  j.  93.  bei  bem  in 
gig.  373  bargefteHten  Äörper 
o^ne  meitered  bie  9leibung  [R] 
einführen,  fo  mürbe  man  einen 
gfe^ler  begeben,  gür  Ä  aI8 
Stippad^fe  nrirft  P  am  9lrme 
h  bem  ©tabilitdtömomente  Ga 
entgegen,  fo  baft  für  Ph^Ga 
ein  flippen  um  A  eintritt.  ä3il« 


,2^  bet  man  auS 
aiefultante   [K 


G]  unb  P  bic 
,   fo   fc^neibet 


fultante 
merben. 


biefe  im  galle  Ph  >  Ga  bie 
Unterftü{;ungdflö(^e  nic^t,  tann 
alfo  aud^  nic^t  burd^  eine  9le» 
auÄ  [R]  unb  ber  JReaftion  ber  Unterlage  oom  SBerte  G  aufgehoben 
gür  Ph=  Ga  ge^t  [K]  burc^  A,  fo  baß  bie  SReaftion  ber  Unter* 


Sig.  374  a. 


8flg.  375. 


CO!« 


8fi0.  376. 


min 
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ftügunggflöci^c  nod^  gcrabe  in  A  angreifen  lann,  ^^  ift  bteS  ber  früher  be^^ 
trad^tete  gfaQ  beS  unftc^eren  ®[et(^gerotcl^eS. 

gür  Fh  <  (ra  tritt  eine  gleitenbe  SSeroegung  ein,  roenn  [P]  bie  3lels 
bung  [iJ]  überroinbet.  S)iefe  SBeroegung  (oergl.  gig.  378  b)  ift  glcid&förtnig  für 
P  =  JR  =  /(r.  3)a  aber  l^ier  baS  Jhröftepoar  Pä  nad§  n)ie  oor  auf 
flippen  roirft,  fo  mu^  bie  SRealtion  ber 
Unterlage  \N\  oom  SJerte  G  babei  i^r 
bi)naniif(^e3  Sentrum  in  C  l^aben  unb 
aroar  fo,  bafe  6re  =  Pä  ift.  Sie  SRefuI* 
tanten  oon  \G\  unb  [P]  unb  t)on  [-AT]  unb 
\R\  finb  nun  roieber  ©egenlräfte. 

gig.  373  b  ift  entworfen  f ür  P  =  JB 
=  |G,  fo  bafe  e  =  §Äift. 

Sntfpred^enbe  Überlegungen  gelten  für  ^ 
ben  in  f$ig.  374  bargefteQten  gaO,  n)o 
für  6r  =  B  =  /D  baS  Shöftepaar  a  G 
gegett  bie  U^r  bre^t,  fo  ba^  ftd^  bie  Ste« 
oftton  [i^]  ber  äBanb  tjom  SBerte  D  in  C 
fongentriert,  faUg  babei  De  =  Ga  ift. 

©oK   ber  fldrper   gegen   bie  SBanb 
in  Stalle  fein,  fo  mufe  22  >  6r,  b.  ^. 

fD>  G  ober  />  -^  ober  «^9?  >  -^  fein;  bie  SRefuItante  [K]  oon  [D] 


D 


2> 


tmb  [(t]  mu^  in  ben  SleibungSIegel  ber  SBanb  fallen  (tjergl.  gig.  374  b), 
wobei  W  =  K  ift. 

3n  gig.  375  entwidelt  ber  ©rud  ber  ©tüfte  [D]  fenfeed^t  aur  SBanb 
eine  flotnponente  oom  SBerte  Dcosa,  fo  ba^  B  =fDco8a  ift.  SHe  S3e«s 
bingung  bed  ®Iet(|getoi(i^teS  ift 

B  +  Bsina  =  G    ober    fBcosof,  -f  Dsincc  =  Gr. 

gür  f=tgg>  =  — ^  ge^t  bief  e  SSebingung  über  in 

Gcosfp 

sin(cc  -f-  9?) 

2)a  ber  9lenner  t)on  D  ^dd^ftenS  ben  SBert  1  annel^men  (ann,  fo  erhält 
2)  feinen  Heinften  SBert  Gcosfp  für  sin(a  +  <p)  =  1,  b.  ^  für  a  -f  q?  =  90^. 
S)er  bamit  gegebene  SBert  oon  «  beftimmt  bie  günftigfte  ©tüftenfteQung, 
n>eil  für  i^n  bie  3nanfpru(^na§me  ber  ©tüfte  am  geringften  ift. 

SBir  unterfud^n  nod§,  gig.  376  entfpre^enb,  bie  SBirlung  einer  flraft  K 
für  bie  ©teHungen  t)on  a  =  Oo  .  .  .  ISO»,  ©er  Sftormalbrudt  ift  für  bie 
Ünterloge  G  —  Kcosa,  alfo  B  =f{G  —  Kcosa). 

SJlan  ]^at  ©teid^gewid^t  für  Ksina  =  B  =f(G  —  Kcosoo),  b.  ^.  für 


K=  G 


f 


sin  a  +  fcos  a 
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gü^tt  man  nrieber  /  = 


K=:G- 


cosip 
sin  9) 


sin{a  +  91) 

gür  a  =  0  ift  K=  G-,  entTprei^enti  betn  (enftet^ten  ffimporfieben  her 
Soft.  K  ttifiH  fernen  Heinflen  aBett  für  «  -f  9  =  90'^,  raomü  bie  gßnftiflftc 
©teflung  (oergt.  gig.  377)  für  bk  ©teßung  eine«  ©rite«  (ff)  6ei  gottjie^en 
ehiei;  Saft  (G)  beftimmt  ift. 

K  er^It  feinen  größten  SBert  unb  sroot  co  füi  os  +  9)  =  180»,  fo 
bo6  a  =  0»  unb  B  =  180»  —  y  bie  ®tenje  bejeic^nen,  innerliQlb  beren 
eine  Übenvinbung  bei  Steibung  buri^  [£],  atfo  eine  gortbenKgung  ber  Saft 
(ff)  rnöglw^  ift.  gut  «  =  180»  —  <p  faßt  [K]  auf  ben  äBontel  beS  Mei« 
bungSttgelS  bei  ®iunbflfii%. 

giii  a  ^  180°  —  9>  tvirb  K  negaÜD,  rooS  auf  eine  Umfelirung  ber 
Jhaftriditung  in  Sejug  auf  ben  gebauten  ^xotä  Ijiiibeutet,  —  K  liegt  bann 
in  bent  SReibungSIegeL 

ffintroitfelt  man  eine  lafieDe  otm  Z  für  «  ^^  0» . . .  180»  —  ?>,  fo  pnbet 

man  ffli  «  =  90"  — r  29  unb  für  a  =  90»  benfeffien  SBert  K^=  (rtgtp. 

gig.  377.  ^^^  betraten 

no(f|  hie  Seiiefiun« 

gen  auf  bet  fd|iefen 

Sbene,  untei  Ste^ 

rüifi^tigung    faer 

SHeibung,  roie  fte 

giß.  377  barfteOt. 

SHe    ftraft    K 

liefert,  paiaKel  unb 

fenfie<|tain:fcE|iefen 

Ebene,  bie  flompri= 

nentenffcosC«— ^) 

unb  Ä'8i>i(a  —  ß), 

fobagberStormali 

bnid  N  ouf  bie  Sbene  burc^  N=  (xcosa  +  Ksin{a,  —  ß)  gegeben  ift, 

I.   ©oQ  bei  Rörper  empoigejogen  meiben ,  f 0  roiif  t  bie  Sieibung  / .  Jf 

ots  Bi,  fo  bafe  bie  Suß'raft 

K  cos  (a  —  ß)  —  G  sin  a 
bie  SHeibung  ü|  ju  übeiminben  ^at. 
S)ie  ©teii^ung 

Kcos{<t  —  ß)—  Gsina  =f[ücosa  +  Äsm{«  —  ß)] 
liefert 

ii:[cos(a  —  ß}  — /3irt{«  —  j3)]  =  G(sma  -]-  /cos«), 

gflr  /  ^  (^  9  ^  ^^^  erholt  man 
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II.   ©oQ  ber  Adrper  unter  ber  ®egenn)trlung  oon  K  Qbgelaffen  toerben, 
fo  nrirft  bie  Sftcibung  f .  N  al^  E^,  fo  ba^ 

Kco8(a  —  ß)  -\-  R^  =  Gsina 
ift.    aHan  ^at  l^icr 

^ G  .  sin  («  —  y) 

cös  (a  —  /J  —  9) 

SHe  S^rmeln  I  unb  11  unterfd^eiben  ftc^,  bem  umgelel^rten  ®inne  ber 
Sleibung  entfpred^enb,  burd^  bie  SSorjeid^en  oon  97,  fo  ba^  man  fte  in  bie 

^"""^^  j^^   g.«»n(a±y) 

cos(a  —  ß  ±  (p) 
jufammenjie^en  lann. 

$raftifd^  wichtig  finb  bie  ©onberfftlle  a  =  /5  unb  ß  ^=  0,  in  benen 
[K]  b^xo.  ber  fd^iefen  Sbene  paraQel  ober  l^orijontal  niirlt. 

gfig.  378  a. 


141) 


gür  a  =  /3  gilt 
^_  G  .  sin(a  ±  y) 


142) 


C08(p 

gür  /J  =  0  gUt 

ä:=  G^  .<^(a±  9)      143) 

gür  a  —  /3  ±  y  =  900  „ji^b 
JT  =  00 ,  b.  ^.  beim  ©inauf  jiel^en 
barf  a  —  ß  ben  SBert  90«  —  9 
nic^t  erreid^en,  b.  ^.  [£^]  mu^  mit 
ber  9lormaIen  ber  fd^iefen  Sbene 
einen  SBinlel  einf(^Iie^en,  ber  größer 
ift  qI8  (f.  gür  ß  =  0  ift  biefe 
aSebingung  a  <  90^  —  (p,  b.  1^.  bei 
einer  igorigontalfraft  mu^  bie  fd^iefe 
(Sbene  gegen  bie  SSertifale  me^r 
als  \xm  ben  SteibungSnmtlel  ab« 
meid^en,  menn  ein  ^inaufjie^en  mdg« 
lid^  fein  foll. 

gür  *  op  =  0  bat  man  Ä^  =  —  >^ jz  aK  Sebingung  beg  ©leidb« 

"       ^  cos(a  —  p) 

gemid^teg,  bie  beiben  gormein  (±)  ber  Str.  141  geben  bie  ©renje  für  bo8 

©leid^emic^t  an,  unter  99erüd(ftd^tigung  ber  beiben  mdglid^en  Semegungen. 

ßä^t  man  einen  ftörper  awnäd^ft  auf  einer  ©orijontalebene  oermittelft 

einer  fleilnute  (ocrgl  gig.  378)  laufen,  fo  liefert  D  für  beibe  Seiten  ben 

Slormalbrudf  N=  ^-r-\,  fo  ba^  bie  Slcibung  für  jebe  ©eite  fN  =      .  ^, 

f 

im  gangen  alfo  B  •  -4-^  ift. 


G  ,  sina 


stn 


SBert 


Sei  ber  Semegung  in  bcr  Äeilnute  ift  alfo  /  ju  erfeften  burd^  ben  größeren 

f        —  —       - 

-^  =  /,  bem  igtp  =f  entfpric^t. 

Sf  W  0 
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S)Qd  gilt  aud^  für  eine  f^ü^rung  auS  mehreren  parallel  oerlaufenben 
ffeilnuten  t)on  gleicher  Öffnung  (ß). 

9ln  ber  SSetrad^tung  änbcrt  ftc^  nichts,  n>enn  bie  Keilnuten  in  eine  fc^iefe 
Ebene  eingelaff en  ftnb,  fenhed^t  ju  beren  ©d^nitt  mit  ber  ©orijontalen.  Sg  gelten 
bie  oor^er  abgeleiteten  gormeln,  falß  man  /  burd^  /  ^^8^).  q)  burd^  ^  erfegt. 

SnieS  in  allem  entfprid^t  ber  Sinflu^  ber  9lei6ung  einer  Snberung  beS 
9leigungSminIete  a  ber  fd^iefen  Sbene,  ber  beim  Slbmdrt^Ieiten  auS  a  in 


Sig.  379. 


a  +  9  ober  a  +  ^,  beim  Stuf:« 
märt§gleiten  auB  a  in  a  —  9 
ober  a  —  ^  übergebt. 

SBir  betrad^ten  nod^  bie 
gleid^fdrmige  Hebung  eined  $od^^ 
ftempete  (Stampfe),  mie  er  gum 
3erfleinem  oon  ffirjen  u.  f.  m. 
(oergl.  gig.  379)  bient.  S)er 
horizontale  9Inf  ag  K  beS  Stempels 
>h  mirb  burc§  ben  S)aumen  A  einer 
2)aumenmeIIe  D  gefaxt,  moburd^ 
ber  Stempel  felbft  mit  $reffung 
gegen  bie  gü^rungen  Fi  unb  JP^ 
gehoben  mirb,  bis  er,  frei  geworben, 
burd^  fein  (9emi(^t  ^erabf&Qt,  mn 
bie  nötige  9lrbeit  gu  leiften. 

3ft  \K\  ber  Slormalbrud  an 
ber  ÜbertragungSfläd^e  jmifd^en 
bem  2)aumen  Di  unb  bem  9lnfa|e 
H,  fo  entfprid^t  biefem  bie  Sflei* 
bung  \fK\  3ft  ber  Slormalbrutf 
für  bie  gül^rungen  JFi   unb  F^ 


beam.  [^1]  unb  [iVj],  fo  treten  bort  begm.  bie  SReibungen  [/^Vi]  unb  \f^^ 
auf,  faQg  bie  Steibung  ^ier  einen  anberen  itoeffigienten  ^at,  atö  bei  ber  Über^ 
tragung  an  bem  S)aumen.  iDlan  ^at  alfo  alS  93ebingungen  beS  ®Ieidg« 
gemid^teS 

1.  in  horizontaler  SfHd^tung:  fK  +  i^i  =  iVa, 

2.  in  ocrtifaler  3lid^tung:  6^  +  JB:,  +  i2i  =  Z, 

3.  für  S)re^ung  um  A^  (ober  ^2):  G  .  t  —  K{e  -\-  r)  —  fK  ,  }h 

-f  .V2(Äi  +  Ä2)  +  2r  .  i?,  =  0. 

Die  Stuflöfung  ber  brei  ©leic^ungen  fü^rt  gu 

Gr 


K  = 


1 


2e 


fjür  /  =  0  ertjölt  -man 

K=^ 


a 


1  — 


2e 
h  +  Ä2 


/ 
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3n  bicfem  ©onbertoQe  (/  =  0)  ift  her  SBert  K  unab^öngig  oon  Äj,  ba 
Äi  +  ft,  =  A  gefegt  roerben  (am. 

gütgit  man  bei  bec  Sernienbung  beS  ^tinctpeS  bei  otttuellen  SBer» 
rfldungen  bie  dleibungeu  alS  ongceifetibe  ArAfte  ein,  fo  tft  baSfelbe  alL- 
gemein  tieinienbboi. 

aßan  lonn  oui$  bie  oittueDen  SBetrfldungeti,  fenkei^t  gut  Shc^tung  bet 
91ei6ung  obei  ju  ber  Shditung  be8  auS  Stetbung  unb  91i)nnalbnid  geCiitbeten 
OefamtroibetftanbeS  einfügten, 
DorauSgcfegt,  ba^  biefe  tRitfis 
tungen  belannt  finb,  unb  fo, 
o|ne  ben  SBert  ber  dteibung  gu 
fennen,  @d|(üffe  ouf  baS  @Heic||< 
gewitzt  geminnen. 

88.  Setiinguusen  btfi 
Slmmtn*.  gaitt  bie  SBet6in= 
bungSgerobe  ber  beiben  Untere 
ftü8unge))unlte.^]  unb..!,  eineS, 
buri^  aniei  giadien  (Sbenen) 
geftagten  AörperS  ganj  in  bie 
beiben  SleibunE^fegel  ber  Unter« 
ftOgungSpunlte  hinein,  fo  geigen  T"^  befonbere  !8egief|unBen  $iei  lömren 
A^  unb  Ai  ©efamtroiberftSnbe  entroideln  roeirfie  ©egentröfte  mnerlialb  J,  A^ 
finb,    fo   baft    ber  flörper  auÄ)  gtg  gg; 

jnjifi^en  A^  unb  Jj  feft  liegen 
tann,  roenn  er  traft^ei  tft,  b.  I|. 
inenn  fein  ®eniit^t  vemai^Iäffigt 
merben  (ann,  ober  nienn  bie  an 
i^nt  roirlenben  Äröfte  im  ®Ieiii|» 
geroic^e  flehen.   SJergl.  gig.  380. 

3n  biefem  3atte  erfotbect  bie 
(Sntfemung  be8  JlörperS  eine 
me^r  ober  minbet  groge  Uraft; 
mon  fogt,  ber  Äörper  fei  ein« 
getlemntt  jwifdien  ben  gegem 
einunber  gepreßten  ^fldt^n 
(Ebenen). 

©oQ  j.  8.  eine  ©tange  atni« 
f(^  jniei  Sbenen  (ogl.  ^ig.  381) 
ft)mmetrif^  eingellemmt  roerben, 
fo  mufe  bie  Öffnung  beS  JReibungS» 
(egelS  <p~>8  fein  b.  f|.  2  Ä  <  2  9). 

SlelotiD  fpifte  Seile,  bie  in  irgenb  ein  3Jtaterio(  eingefüfirt  finb,  geigen 
Quifi'  bie  (Srfi^einung  beS  ftlemmenS. 

89.  Sie  Sogerretbnng  ffir  glet^füttnifie  3)re^ung  Iiti  prüften  ftnf< 
tei^t  jHt  Si^fe.    38enn  fic^  ein  betafieter  Gqlinber  um  feine  ^orijontal  ge« 


: 

6 
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Ittßttte  S^(e  brel|t  unb  bie  Untetftfi^unß  auf  Beiben  Seiten  butdi  ßager. 
flädien  gefi^ieflt-  f"  'f*  bie  ^Reibung  jroilc^en  bem  Sqlinbet  imb  ben  ßagetflöil^ 
gu  beiüdfü^tigen. 

ageifpiele  geben  bie  Sraßjdpfen  bet  SiJeKen  in  i^ren  ÖOflem. 

5fir  eine  gleicEifötmtfle  S)tet|ung  um  eine  freie  81  (^fe  faeS  belafteten 

Si)Itnbei8  fmb  bei  ajemac^Ufftdung  bet  Steibung  teine  fttfifte  ju  berüdrtditieen 

(oerfli.  @.  388),  foßs  mon  bie  reibenben  Äfltpet  olS  ftatr  anfielt,  tilfo  oon  ben 

©pannuneen  beS  aRateriote,  roeldie  ben  8Iu8ßtei(IE|  bet  ßentripetottröfte  »er. 

mitteln,   abfielt.     ^üEict  man 

unter  biefer  SSorauSfegung  bie 

Steibung  ein,  fo  mu^  anä)  iw 

Qlndf   ein  ^aat  angreifenbet 

ffiröfte  com  ajlDmente  Mo  ein» 

geffl^  »erben,  beffen  Qmtä 

I  eS  tft,  bie  2)iet|uns  trog  bet 

I  EReibung   gleif^fönmg    ju    er« 

'  galten. 

Sit    Beticui^en   junddift 

einen  Sqlinber,  bet  fufi  mit  fo 

gro^m  ©pielraum    auf    ber 

ctilinbrifdien  &igetf(ai$e  breiten 

tonn,  bo|  bie  aSetütinmg  an= 

gen&I|ert    in    einet    ©eraben 

(Eijlinberfeite)  etfolgt   ©oti^e 

Sjer^filtniffe  seigen  fic^  bei  ftati 

gebtaudE)ten  Sägern  auS  relatiu 

nwic^em  snatertal  (ouSgelaufene  ßnger).     S)er  Sit^f^"    fletlert    infolge  ber 

JReibung  [R],  feinet  Semegung  entgegen,  empor,  fo  ba^  er  nidit  bie  ßage  I 

ber  ^g.  382  einnimmt,  fonbern  bie  Sage  II.   3n  ber  Serü^nmgiBlinie,  niel<^ 

bei  £  bie  (Ebene  ber  ^^i'^^utO  buri^fi^netbet,  liefern  Stormalbtuil  [N]  unb 

SReibung  [S]  einen  SBiberflonb  [  W],  roelt^er  bei  gleichförmiger  SBeroegung  mit 

bem  auf  ben  ßt)(inber  mirtenben  S)ru(f  [D]  ein  jlräftepaat  bilben  mu^,  beffen 

ajloment  bem  Momente  Mo  bet  angteifenben  flräfte  baS  ©leit^geroii^t  ^Ött. 

S)eS^Ib  tmxi  [W]  paraDel  fein  gu  bem,  auf  ben  Sijlinber  übertragenen 

2)tudt  [Xt],  b.  i).  im  aUgemeinen  fenlrecfit  nat^  oben  roirlen.     3n  biefem 

gaüe  bilbet  [  W]  mit  bem  9tabiu8  CS,  ber  ja  fßt  B  Stotmale  ift,  ben  SSinfel 

<p.  fo  ba^  ber  9Irm  x  be8  ÄrSftepaaieß  au8  [D]  unb  [  W]  ben  ©ert  r  sin  <p  I|at. 

gut  gleicfifönnige  ©re^ung  gilt  alfo  bie  ®(eii()ung 

Mo  =  J)rsin(p 144) 

3)ie  linfe  Seite  bet  ©leic^ung  fteöt  bo8  äRoment  beS,  gut  Überroinbung 
ber  SReibung  nötigen  SPooreS  ber  angreifenben  JlrÄfle  bor,  bie  teilte  Seite 
baS  enlfpre^enbe  ^Dtoment,  roelt^eS  but(f|  bie  SReibung  beftimmt  roitb  unb 
batum  SHeibungSraoment  lieifet. 

Sei  9Inmenbung  reif^Iid^en  St^miermoteiialS  ift  ip  fo  Hein,  ba^  shtip 
burd^  tang  q>  ^  /  erfegt  roetben  borf ;  man  f|ot  bonn 
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Mo  =  Dr/ 145) 

b.  ^.  für  einen  Rapfen  $.  SB.  ift  boS  9tet&ungiSmotnent  baS  ^lobult  au8 
gapfenbiutf,  QapUn^alhme^U'':  «"b  Sfteib«ng8(oeffi3ient. 

©eiift  man  fii^  eine,  bem  ®t«(Ie  D  entfpretfienbe  Sleibung  (2>/)  ober 
genauei  (Dsintp)  am  Slime  r  toirfen,  fo  eiljillt  man  Jfo,  b.  ^  man  barf 
r«^  bie  Seniegung  reibungStoS  Dotftellen,  aenn  man  an  bem  Umfong  beS 
EglinberS  eine  Selaflung  Df  bearo.  Dsinip  anbringt,  bie  am  2Inne  r  baS  ®Ieicti= 
gemif^t  mit  Mo  tierfiettt. 

3)a  bie  SEtbeit  non  Mo  für  eine  Umbte^ung  Mo.2x,  für  m  Um« 
bve^ungen  alfa  Mo.  2«.»  tft,  \o  f|at  bie  3IrbettSftdiIe  bei  u  Umbret)ungen 
in  bn  SUHmite  (==  60")  ben  SBerl  ^-^^^  =  (i>/).r^2^.«      ^^^ 


b.  ^.  jene  SÜrbeitSftöiIe  tft  barfteUBar  ot8  (Df)  .  c,  genauer  aW  (Dstn^'j  .  <■. 

Xientt  mon  fic^  alfo  einen  Jtötper  oom  @eniiif|te  Df  bejni.  JD  st'n  qo  an 
einem  ©eile  (o  (Hingen,  bafe  e8  bet  Etjltnber  bei  feiner  S)ret|ung  aufroidelt, 
fo  ift  bie  Strbeit,  roetdie  babut(^  oeranf[^au=  «{.  333 

ii(ftt  mirb,  gugleii^  bie  Slrbeit,  niefdie  jur  , 

Überroinbung  berSteibung  erforberti^  ift  bearo. 
tiie  attbeit  her  SReibung  felbft. 

Sei  Umrei^ung  in  *ßferbeftärfen  gilt 
natütlidi 

75 
foflg  bie  9Inaa^l  ber  ^ferbeftörten  mit  N  hu 
3ei(!^net  niitb. 

aei  ber  in  gig.  383  angebeuleten  3lrt 
ber  Stuflagerung  (fteitlager)    entfpriäit  bem 

Wörter  bettai^teten  Rtettern  beS  gapfenS  für  ben  gejeicfineten  SBeroegungSpieil 
ein  ftfirferer  SrucC  nad)  leäjtS  i)m. 

SBei  einer  genaueren  Setianblung  mu^  man  bemnocf)  K^  unb  JT,  von' 
einanber  Derft^ieben  anne^imen  (Wj  >  J?))-  f"  ^^S  «M  Ba  =/A'i  «nb 
iJ,  =fN,  ooneinanber  oerfdiieben  finb. 

gflr  G  als  S)re^pun(t  ^ot  man  bei  gleii^förmiger  ©re^ng 
1)    MoT={Bi  +  Si)r. 

3n  Eiorijontaler  !Ri(^ng  forbert  ba&  @lei(^geroicf)t  aufeerbem  ben  SInfag 

2)  NiCosS  +  RjsinS  +  R^sinS  =  N,cosS 
unb  in  nertifaler  SHi^tung  ebenfo 

3)  If^sinö  +  SiSinS  -f  R,cosS  =  D  +  Ricosö. 

gür  B,  =  /Ni  unb  Jfa  =  /J^a  er^t  man  auS  ®reid)ung  2)  unb  3) 
junfic^ft  W,  +  iV^i  unb  iV,  —  iV,,  roätirenb  ©leii^ung  1)  bie  ^oxm 
Mo  =  fr  (JVj  +  N,)  annimmt. 

«Bernitf».  SOleionit.   I.  35 
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®o  etgtebt  ft(^ 

M<,  =  I>.r.,,   ^i-^   .       -D.ri^.    .     .     146) 

5ür  Heinere  ffierte  oon  9  botf  lsin2<p  =  sintp  .cos<p  bui^  (jq)  =  / 
(rfegt  iveiben,  fo  bag  fii^ 

Mo^^  D  .r--^ 147) 


Ji_ 


ergiebt.  S)iefe  t^onnel  gel^t  auä  91t.  146)  tiecoar,  tnenti  man  /  = 
ftatt  /  etnfÜ^Tt.  3Ran  netmt  i  ben  Sthttel  beS  JteileS  ober  bet  Seilnule  unb 
bejeu^net  htfolgebeffen  /  aud|  ^ier  (twrgL  ®.  641)  a(S  ben  Stei&ungStoefßs 
jtenten  für  bie  Aeilnute'  oom  Stnlel  (£)fTnung)  d. 

Sa  sind  ein  eitler  S9rud|  ift,  \o  ift  />/,  b.  §.  beim  ÄeiUoflet  ift 
eine  giü^ere  SReibung  ju  Übetioinben,  als  bei  ber  ooi^er  betrad|teten  einfallen 
gifl.  384.  aiuPageninfl.  So» 

für  bietet  boS  fteil- 
lager  ben  SBotteil, 
au<^  bei  ^nugung 
eine  fn^e  9Irf|fen» 
läge  ga  stm&ifu 
Itiften  (SSeiroeni 
bung  bei  äneft* 
tnfttumenten). 

Zia    bie    9Iuf> 

lagetftellen  ß,  unb 

Ba  beS  fteillagetö 

I  tf|atf&(f|Iid|      fefir 

f^male      gläc^en 

ftnb,  fo  (onn  man 

ou8    ber    Dorigen 

SSetraf^tung    au^ 

bie^onnelnfücein 

Umfi^Iuftlager,  mt 

eS  t^iß-  3^^  baifteDt,  geroinnen,  oorauSgefegt,  biig  man  eine  gleic^s 

mäßige  SBeiteilung  beS  £iucEeS  D  auf  bie  ^orijontale  annetimen 

barf.   %eüt  mon  unter  biefer  BorauSfeßung  bie  £efinc  C^C,  =  c  in  n  gleitet 

Xeile,  ]o  entfpiit^t  einem  fqmmetrift^  gelegenen  $aar  joldier  3:eil(^en  bie  oorige 

Setroc^tung  fflr  AtB,  unb  A^Bt  unb  füi  ben  ent(pie<^enben  SßJinfel  6.   S)a 

1 

unb  man  ^at  gemä^ 


gotm 

.  t<»(90« 
1  146) 

2 

D 

«) 
.  r 

=  ^  c  ifl, 

ism2,p 
srnd 

(0  itt  sin 

s 

\  sin  2  ip 
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C  *  '  c 


atö  Steibungi^motnent  für  bte  äSerü^rung  in  ^iJ?i  unb  ^2^9- 

2)e]^nt  man  bie  Setrad^tung  auf  ade  $oare,  tote  Ä^Bi  unb  ^s^^/  ^uS, 
fo  fefeen  btc  ©tüdte,  rote  -äiJ?i  +  -^2^2^  i^«^  Sogen  C1C9  aufammen,  b.  §. 
man  ^ot  ^^^ 


Jlfo  =  D  .  r  .  J  stn  2  9 


CjCa 


=  D  .  r  .  i  stn  2  cp  -: — . 
*  stn  a 

gür  Heinere  SBerte  t)on  9>  gilt  l^ier 

Mo  =  D  .r  '  ^—. 148) 

gür  l^olben  Umfc^Iufe  (a  =  %<>)  ift  arca  =  ^  unb  sma  =  1,  b.  ^. 


man  l^at  ^ier 


Jfo  =  i).r./.|^  =  D.r.  (1,67/). 


2 

Sei  ben  Sägern,  roeld^e  in  ber  äßafd^inentec^nil  im  ®ebraud^e  ftnb,  finbet 
eine  9I6nugung  ftatt,  meldte  ober  nt(|t  "ttm  großen  Spielraum  ber  gig.  382 
entfprid^t. 

3ffir  l^alben  Umfc^Iuft  (a  =  90«)  ^at  man  'l^er  alfo  meber  bie  gormel 
beS  neuen  Sagerd 

Mo  =  1,57  .D.r.f, 

nod^  bie  f^ormel  beS  oöKig  ausgelaufenen  SagerS 

Ifo  =  1  .  D  .  r  .  / 
anjufegen,  fonbem  bie  f^ormel 

Mo  =^  B  ,  jD  ,  r  .  f, 

in  meld^er  s  einen  ^\^txixtmi  beseid^et,  meld^er  im  allgemeinen  oon  gfaO 
5U  %aVi  burd^  SSerfud^e  feftgefteUt  merben  mu^.  3kan  fegt  bann  beffer 
B  .f=:fg  unb  beftimmt  /,  in  ber  Oleid^ung  Mo  =  Dr/,  burd^  SSerfud^e; 
man  tann  bann  /,  afö  Aoeffijienten  ber  3opf enreibung  begeid^nen. 

gür  neue  Sager  l^at  fid^  ber  @ag  bemä^rt,  ba^  ber  oertilale  3^f^t^ 
brud  ftc^  gleic^mö^ig  auf  bie  ^origontalprojeltion  ber  Qagerfldt^e  oerteUt 
begm.  ba|  ftd^  ber  3^f^nbrudt  überhaupt  auf  bie  $raie!tion  ber  Sagerfläd^e, 
fentredjt  gu  feiner  Stic^tung,  gleid^mö^ig  oerteilt. 

Unter  biefer  SBorauSfegung  ift  auc^  ber,  auf  bie  fjflö(^enein]^eit  begogene 
Stormalbrud  (Spannung)  für  bie  (Elemente  ber  Sagerflftd^e  lonftant.  S9e« 
geic^net  namlid^  AB  in  f^ig.  385  (a.  f.  @.)  ein  SIement  b  ber  Säger»« 
fläc|e,  beffen  burd^  A'B'  begeic^nete  ^Projeftion  b'  fenlrec^t  gur  S)rudC* 
ric^tung  [D]  ift,  fo  erhält  ho&  SIement  b  bei  einer  9larmalfpannung  p  hvx 
Slormalbrudf  p  b  ,  beffen  Äomponente  in  ber  SHt^tiing  [D]  ben  SBert  pBcosS 
i^at  2)a  aber  bcosö  =  b'  ift ,  f 0  ift  bief e  Komponente  aud^  barfteUbar  afö 
Pb\    (gr^&It  alfo  iebeS  (Element  «'  bei  ber  SSerteilung  oon  [D]  biefelbe  ^ox^ 

35* 
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ntolfpannung  p,  \o  ift  biefe  Spannung  juglric!^  bie  Stoimalfpatmung  für  bie 
Elemente  bei  Oagetflfid^e. 

gßt  einen  ^oriaDitlal  aelflgerten  Qtup^m  von  ber  iüange  i  unb  bem 
Smri^meffet  2r  ^at  bie  Sßwjrftion  bet  ßagerflfic^,  fenftedit  jura  SBcrtilal» 

brud,  bcn  3Bert  l  .  2r,  \o  ba^  ffiei  p  —  — ^  ift. 

giß.  386  fteHt  bie(e  ©ponnunßgDerteilung  für  ben  Sapfen  bot.  IBei 
ber  SIbnuSung  he»  ßageiS  Änbert  fii^  biefe  ©pannungSnetteilunfl;  aber  bie 
9Irt  biefer  ^nberung  tonn  nur  bie  (Erfahrung  SluSIunft  geben. 

siia.  ana.  ®t<  Qi^t  junäc^ft  für  bie  9Ibnugung 

infolge  ber  91etbung  einen  giemlic^  filteren 
äln^alt:  ein  3apfen  frifat  fti^  in  ber 
2)rudri<^tung  trnnSIatorifc^  in  baS 
Säger  ein,  oorauSgefeSt,  ha^  ber 
3apfen  bebeutenb  fiArter  ift  (3.  f&. 
©tafiljopfen  auf  Sronje)  alS  baS  Sager. 
QSntfpri^t  Ci  in  gig.  387  einet  Sage  bet 
3apfenai^fe  unb  I  bec  juge^Srigen  Saget' 
Sffl-386. 


i nr 

' i"  li 

ÜV'','  ■ 

''!< iSiil 

:''!-.    ■!'-■* 

fiddie,  fo  ift  für  eine  SIbnugung  a  in  ber  burdi  C,  ge^enben  £rudnd|tung 
(D)  bie  neue  Sagerfläi^e  burdi  n  beftimmt,  b.  ^.  burc^  einen  flreiS  mit  r 
ouS  Ct,  unb  ni(^t  bmä)  III,  b.  l|.  but^  einen  ftteis  mit  r  +  a  auS  C,. 

stimmt  man  nun  ferner  an,  ia^  bie  ^nugung  in  9Hd|tung  beS  StubiuS 
an  jeber  ®teOe  bet  9[tbeit  für  biefe  @teGe  proportional  ift,  fo  er!|ält  man 
eine  ©tunblage  für  bie  SJorfteDung  ber  S^tefiung  im  ausgelaufenen  Sager, 
meli^  mit  ber  ffitfa^rung  in  befriebigenber  Übeteinftimmung  ift. 

$at  bet  91omiaIbni[f  auf  bie  ^fii^enein^eit  an  bet  @telle  Q,  ben  9Bett 
p,,  fo  ift  fflt  einen  fentret^t  jur  Sbene  bet  Seii^nung  fte^enben  unenblicfis 
fi^tnalen  gläi^nftreifen  oon  bet  Sipf^nlÖnge  l  unb  ber  Sreite  l  ber  Ittud 
p,{l  .  A)  angufelen.  ©iefem  entfptit^t  bie  SHeibung/.  p,  .  (l  .  i)  unb,  füt 
ein  SortfcEitetten  um  i.  bie  SReibungSorbeit  / .  p, 0  .  A)  .  A,  rodtirenb  ber  in 
9Kd|tung  beS  SRobiuS  an  ber  ©teile  Q,  jur  S^f^^rung  fommenbe  2:eil  beS 


;9.J 


.Sie  Sagemibung  füt  qit\^\6tnAgt  Sie^ung  u.  f.  i 


fiogeiS  ffli  ben  Übergang  oon  I  nac^  II  baS  Solumnt  I  .  J. .  a,  f)ax,  faUä  a 


unenblid)  tietn  ift. 


ee|t  I 


m,  imtet  Smfü^mng  her  ÄonTtonte  C 
fitfl.  387. 


foift 


/ 


Um  Cgu  beftimtnen, 
jerleflen  roit  ji,  fo,  bafi 
eine  Komponente  paraHtil 
au  [D]  roirb,  f«  erfrött 
ben  aBert  p.cose.  gut 
ben  giöiienftreifen  (i .  A) 
^at  bemna^  bei  ^ud, 
pataael  ju  [DJ,  ben  9Beit 
(I .  A)p,coa<  unb  bem< 
naHj  ift 

D  =  £(i.  A)j),  .cöSE 

C.l  „ 
=  — 7— 2/a,«)S£, 

wobei  fii^  bie  ©umme  2: 
auf  aOe  gläi^enftieifen 
öejie^t,  nieldie  ber  iOecü^s 
ntngSfl&c^  Don  Sf^^f^i 
unb  QaQet  entfpied^en. 
Semgemö^  gilt 

^8  anoment  ber  gefamten 
äteibung  ift  nun  gegeben  als 

Mo  =  £r  ./  .p,Qf.) 

2.a,cose 
X)a  bie  ganje  Betrachtung 
für  eine  unenblic^Ileine  äkrrüctung 
(a)  Don  I  .gegen  II  gilt,  fo  ift 
a,  ^  acosi,  b.  (),  man  f|ot 
fd|Iie^lid| 
„  _  Sa  cos  B 

Mo^  D  .r  ./•  -=! 5 — 

2,  a  cos^  e 

gür  eine  gUii^mö^ige  (Sim 
teilung  ß)  oon  I  ift  p,  =  Ca. 
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S)tUtcr  a&fi^niti    »Tittee  Rat>UeL    Bnxtie  SlUeUung. 


=  C'.accas,  fallS  C  eine  Aonftante  begeii^net.  ÜBejeii^et  man  ben  SBert 
oon  p  für  c  =  0  b««^  j),,,  fo  ift  bte  aJetteÖimfl  ber  ©ponnung  otfn  ^ier 
bun^  bte  gonnel  p,  ^  ji,  .  cos  c  gegeben.  ®te  niiib  buidi  gtQ-  388  (a.  d.  @.) 
batgefteOt,  in  toü^  Po  =' r  flejeti^et  ift,  bannt  bie  ÖDte  rcost  o^ne 
tveitenfi  jur  S^arftcQung  t>on  p.  bicnen  Unnen. 
Wo.  SB». 


^ — ^— „^^  toret  leilung 

/"^f,  =  0*    \^  einfai^  fi^afp 

/       ej  =  DO'     \  Z'a«»s»£  für 


Um  bie  Ceftimmung  von  Mo  ffli  ben  cglinbrifi^en  Xragjapfen  buni^ 
gufü^ien,  6etrad|ten  nni  gig.  389,  in  meldiet  auf  einem  @inE|eit8Emfe  bet 

SBogen  AB  in  »  Seile  oon  ber  Sänge  a  aerlegt  ift.    Sie  boppeft  fi^roffiette 
,  xoti^e  Qbet  a  fte^t ,  ^at  &ei  elemen« 
tacet  Seilung  ben  S[ßeit  acos^i,  \o  bo^  bie 
)  fi^afperte  glftt^e  über  AB  ben  SÖert 
fär  boS  Sebiet  oon  a^  bis  c,  bar» 
^J  '^;y.^^J^^    Mt-     ®&en(o   ftelli    bie  ©ttede  MS  ben 

^^  W^:^^^    SScrt   Zacose   für   boS   iSebict  oon   s,    6tS 

V   ww     ''^'''- 

^^^^^^^^  Sejeitlnet  mon  bie  f(^raffierte  giCii^ 

^^mV^  über  AB  burd|  Fab,  fo  ift  aI(o 

-TA» 

gör  e,  =  0"  unb  t,  =  go«"  er^Iten 
mir  falben  Umft^tuft  (oergl.  gig.  390  a). 

Siet  ift  AlB'  =  1  unb  Fab  =  j  h, 
b.  ^  alfD 

Mo  =  ~D.r.f~  1,27. D.r./    .     149} 

^  erhalten  wir  eine  beliebige  Umfaffung  (oergl. 


2für  E,  =  0«  unb  «1 
.  390  b). 
©ier  ift  A'Ji"  =  sin  ß  unb  F, 


-.^.{arcß  +  Sinßcosß),   b.  ^.  olf< 
2  sm  |3 


150) 


§89.] 


2)ie  2agerrei6un0  füt  glci^förmige  2)re^un0  u.  f.  to. 
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gür  £i  =  a  unb  f,  =  ß  erhalten  mx  eine  Beliebige  Umfaffung  mit 
Beliebig  offener  SfKnne  im  ©c^alengrunbe  (oergl.  gig.  391).  Qitx  ift 
A'B*  =  sin  ß  —  sina  unb 

Fab  =  I  (arc  ß  -\-  sinß  cos  ß)  —  |  (arc  a  -\-  sina  cos  u), 
b.  ^.  alfo 

Mo  =  D,r,f 2  (sin  ß  -  sin  cc) 

arc  ß  —  arc  a  -\-  sin  ß  cosß  —  sin  a  cos  a 
gig.  391.  gig.  392. 


gütjrt  man  eine  entfpred^enbe  Setrad^tung  für  ben  in  gig.  392  ffiajierten 
jtegeljapfen  burc^,  fo  er^&It  man 

/ 


für  ben  neuen,  unb 


Mo  = 


Mo  = 


n 


n 


D 


D 


r\  —  r/ 


cos  d     r?  — 


2 


/ 


cosS 


(r^  +  r,) 


151) 


162) 


für  ben  eingelaufenen  Sappen. 

gür  rj  =  0  erl^ölt  man  bie  entfpred^enben  gormein  beS  SSoHlegeK. 

ajenuftt  man  SBinlel  d'  =  90^  —  8,  meld^er  ber  Äeilnute  im  aRateriale 

f  f 

entfprid^t  fo  ift  -^-  burd^  -^^  iu  erfeften.    JBergl.  ©.  641  unb  ®.  646. 


coso  '  sind^ 

®iebt  man  bem  äRoment  bie  ©eftalt 

Mo  =^  D  .  Q, 

fo  l^ei^t  ber  mit  q  afö  9iabiuS  um  bie  Qap^enai!^'\t  ätö  ^c^fe  befd^riebene 
St)Iinber  ber  9leibung§cgUnber  beS  Qap^m^,  jeber  ©d^nitt  beiSfelben  fenl^ 
red§t  jur  Sld^fe  ein  3leibung8frci8  beS  Qap^tx\8. 

gür  ftatifd^e  flonftrultionen  im  engeren  Sinne  (Slul^e)  ift  biefer  ftreiS 
oon  SBid^tigfeit.  ©i^neibet  bie  Oerabe  einer  ftraft  [K],  meldte  auf  bem 
Sopfen,  fenlre(§t  ju  feiner  3ld^fe  nrirft,  ben  SleibungSIreiS  begm.  berührt  fte 
i^,  fo  ift  ber  Qapfen  unter  bem  ffiinfluffe  biefer  Jhaft  im  ©leid^gemid^t  njeil 
i^r  aWoment  in  SSegug  auf  bie  gapfenad^fe  bann  ^  Kq  ift,  mftl^renb  ba& 
entfpred^enbe  SlcibungSmoment  Kq  ift  (oergl.  gig.  393  a.  f.  ©.)•  ®ö  f^"^ 
3.  S9.  ©elenlftangen  aud^  nod^  im  ©leid^gemid^t,  menn  bie  übertragenen  Shöfte 
nid^t  mel^r  in  ber  9Id^fe  liegen,  menn  fte  nur  ben  SReibungScqlinber  fd^neiben 
ober  berühren,  gür  eine  boppelt  eingelenite  ©tange  geben  bie  gemeinfamcn 
Tangentialebenen  ber  9ieibungScx)Iinber  i^rer  Qap^tn  bie  (Srenjlagen  für  bie 
aSemeglid^feit  ber  übertragenen  ffräfte  an. 


fö2  mUttx  abf(t|nttt.    dritte«  Sapittl.    Sioeite  aMeilung.  [g  90- 

3ft  eine  3ioile  in  S9en>egung,  trie  eS  ber  $feiE  bec  gig.  394  angiebt,  fo 
ent(prid|t  bie  91ei6ung  bem  *lJfeile  R,  t&  rauft  olfo  mit  D  ein  üRoment  gebilbet 
nerben,  meldieS  bem  SletbungSmomente  Z>  .  ^  entfpric^t,  h.  ^.  i>  muft  für 
giß.  393.  Sifl-  !fit4. 


^ig.  394  reditS  äi&  Tangente  an  ben  tHeidungSfretS  gejeic^et  raerben,  um 
für  ben  3nittelpun(t  baS  9)eibungSmoment  ju  liefern. 

90.    Sie  SagaEcibnng  für  fllcti^förmigc  3)[e^nits  bei  Slinden  inner- 
halb ber  äldiie.    3%nn  fi^  ein  belafteter  llT)Iinber  um  feine  oertifal  ge< 
gtfl.  395  a.  (agerte   ffli^fe    brefit    unb    bie    Unterftüguiig 

Iburc^  eine  Odgerftäi^e  am  unteren  Qmbe  be8 
P  EqlinberS  gefi^ie^t,  fo  ift  bie  9tei6ung  an 

biefei  3u  berüdft^tigen.  Seifpiele  geben  bie 
©tflSjapfen  ber  aSeflen  in  i^ien  ßoflecn. 
Sür  eine  gleit^fermige  ®ref|ung  um  eine 
freie  9Id)fe  beS  belüfteten  SqlinberS 
gelten  entfprecf)enbe  58etracf|tunflen  roie  in 
§  89. 

aSirft  ber  ffirud  ß  in  ber  Steife  bc8 
in   gig.   395  a    ftijjicrten   ©tügaopfenS,    fo 
fttmrat  bie  Sager^Ai^  überein  mit  i^rer  $rDi 
jettion,  fentiet^t  gut  S)rudrit^tung,  fie  ift  ein 
l^  Ätei8ring  mit  ben  SHabien  r,  unb  rj.    Sei 

gleichmäßiger  Verteilung  beS  S)rucfeS  auf  bie 
^tojettion,  feiitrec^t  jur  ©rudrii^tung,  ift  alfo 

bie  mittlere  Spannung  p  =  .—. .,  -  su* 

Vi'        ''»)" 
gleich  bie  ©pcnnung  für  jebciS  SIement  ber 
SagerflÖt^e. 

91uf  einen  9Iugfct)nitt  auS  bec  ükgecftädie 
{oergl.  gig.  395  b)  oom  Eentriroinlel  2Ö  roirft  olfo  ber  Sruct 

(r,-  —  rj')  arcÖ  .  ^  =  ^^  ■  J}, 


§  90.]  S)te  ßagetreibung  für  ßlcicj^t^rmige  S)re^ung  u.  f.  id.  553 

fo  bafe  bic  cntfprcc^cnbe  Sflciöung  Bcftimmt  ift  aK 


7t 


Sei  bcr  gleichmäßigen  SBclaftung  ber  Elemente  ber  ßagerflöc^e  lonaentriert 
fic^  bcr  S)ru(I  auf  ben  StuSfd^nitt  bejm.  bie  entfpred^enbe  Sftcibung  in  bem 
©d^mcrpunfte,  für  meldten  gilt 


„  sin  0     r't  —  r'i 
*  arc  8    t'I  —  r^ 

2)emgemöß  ift  ho&  9leibungSmoment  für  ben  betrachteten  SluSfc^nitt 


gür  bie  ganje  glöd^e  ift  bemnac^ 


Mo  =  21/ .  B 


2    ^       7,       ^l   -   ^2       ««■» 


^  rf^  —  r^*       TT 


Sei  Verlegung  in  elementare  SluSfciinitte  l^at  man  oon  ber  (Sntmidclung 
sin S  =  arcS  —  \ {arc *)'  +  •••  nur  baS  erfte  (Slieb  ju  berüdt fid^tigen ,  f o 
ha^  an  ber  ©renge 

r3 r"^      1 


,3  ».3 

!_ 

mirb. 

•>      ©a  £arc2d  l^ier  ber  gangen  ÄrciSflöd^e  entfprid^t  fo  ift  £arcd  =  tc, 

b.  ]^.  man  l^at 

^o  =  f/.I>.JV^2 163) 

S)iefe  Betrachtung  gilt  für  einen  neuen  3opf^n. 

3für  einen  3opfen  im  ausgelaufenen  ßager  betrad^ten  mir  bie  ger* 
ftörung  beS  3Rateriaie8  in  einer  unenblid^*fd^malen  freiSförmigen  SHnne  ($of|I* 
cgiinber)  im  mittleren  SIbftanbe  \r  t)on  ber  Sld^fe.  $at  bie  Oberfläd^e  ber 
gfHnne  bie  ®röße  s,  fo  ift  bei  einer  Xiefe  a  bad  JBoIumen  beS  gur  ger* 
ftörung  lommenben  SRaterialS  ae. 

®er  Sßormalbrudf  auf  bie  Dberfläd^e  (5h:ei8ring)  ber  SHnne  l^at,  fattS 
bic  Spannung  im  SIbftanbc  r  mit  pr  bcaeid^net  mirb,  ben  SBert  spr,  bie  ent*« 
fprecfjenbc  3leibung  alfo  ben  SBert  fspr,  fo  baß  bie  entfpred^enbe  SReibungS« 
arbeit  für  einen  Umgang  fspr  .  2  r  ä  ift. 

Seftt  man,  unter  Einführung  ber  Äonftante  C,  mieber 

/.£.i?r.2rÄ=  C  ,  e  ,  a, 
fo  ergiebt  fi^  für  r  .  jpr  ein  fonftanter  SBert. 

@e§t  man  pr  ='  — /  fo  ift  bcr  Slormalbrudt  für  bie  Dberfläd^e  s  ber  be* 

r 

lüfteten  giäd^e  spr  =  — ,  fo  ba^ 

T 


folflt. 


B  =  i:i^ 


Siittet  K^li^nitt    Siittefi  flopitel.    3iD«Ue  «ibteUung.  [§  90. 

)  bie  DberftÄifie  her  9Hnne  von  ben  9tabien  r'  unb  r"  Begrenjl,  (d 


Sein  man  bie  gange  Stfigflädie  in  n  fonjentrifc^  SHnge  üon  gleic^i 
ajreite,  beten  Stebien  r„  Oi,  Oj,  . .  .  a„_,,  r,  finb,  fo  ift 

-Sf  =  [(r,  -0,)  +  (o.  -«.)  +  -  («,-.  -r,)]  .  2n  =  2«(r,-r.). 

3)enina(^  ift  J)  =  G'  .  2«(r,  —  r,)  unb  C  =  5—7 r- 

SBitn  ^t  man  für  boB  aRoment  her  Seibung 

Mo  =  £(Bpr).f.r  =  i:C'  .f.  s=  C  .f.SB. 
m-  SW.  ffifl-  397. 


SM  2;£  bie  gonae  ©tügfWi^e  (r,'  —  r*)Ä  batfteHt,  fo  ift 

Jtfo  =^  /  ■  i?  ■  *"'  +  *"' 154) 

gör  f,  =  0  ci(|ält  man  ben  DoUen  Stügaopjen,  füi  ben  otfo  gilt,  falls 
man  r^  =:  r  feßt 

Mo  —  \f.D.T 155) 

bei  neuem  Saget,  unb 

Mo  =  \f.  D  .r  . 156) 

bei  außgetaufenem  ßoger. 

ffintfptet^nbe  Settai^tungen  geben  fttc  ben  in  gig.  396  ffi^aierten  Heget 
japfen  {S .  sinö  =  J  D) 

3fo  —  » ^  .  D  .  ^V=^ 157) 

bei  neuem  Saget,  unb 

Mo=    -J^D-  ^^^ 1B8) 

sin  d  2  ' 

bei  ausgelaufenem  Saget. 


§  92.]  ©eilreibung.  556 

gür  bcn  Sptftjapfen  (r^  =  0  unb  r^  =  r)  l^at  man  bcjir. 

Jfo  =  |-/5r  .2)  .  r    unb    Jtf o  =  J -:^  •  r  .    .    .     159) 

Sä^t  man  ben  Stegeljapfen  ber  gfig.  396  auc^  nod^  am  (Srunbe  unter 
Sleibung  auf jtgen,  fo  erhält  man  bei  neuem  Sager 

rf  —  rg^  (1  —  sin  d) 

r^  .  sin  d 
unb 


3fo  =  f./.D.'^'-:»V^„-'""">' 160) 


,2 


jfo  =  |. /.Dt !^\   j,    , 161) 

bei  ausgelaufenem  Säger. 

gür  bie  in  fjig.  397  bargefteHte  Qapfenform  (ftugelaapfen)  ergtebt  ftd^ 


Mo=f.D.r r-TF 162) 

bei  neuem  Sager,  unb 

Mo=f.D.r ;,    .    ^    .    ^;^ 163) 

arco  -\-  ^stn2o  ^ 

bei  ausgelaufenem  Sager. 

91.  2)ie  Sagerteibung  für  gleiii^fiirmige  Srel^nng  bei  Stuften,  fc^tcf 
jttt  ac^fc*  SBenn  ein  S)ru(I  [D]  bie  8Id§fe  eine»  Söpf^«^  ft§«f  ft^neibet,  fo 
^at  man  bie  flomponenten  [A]  «nb  [Da]  non  [D]  bejm.  fenfred^t  unb  par»* 
allel  aur  Slc^fe  ju  beftimmen,  unb  biefe  gemäfe  §  89  unb  90  einjufül^ren. 

äHan  gelangt  babei,  mit  Stüdftd^t  auf  bie  Srfalirung,  gu  folgenben  Stegein: 

1.  SBirft  auf  einen  ftegelgapfen  ein  S)rud  [D],  fo  ift  baS  JReibungS« 
moment  fo  ju  berechnen,  afö  menn  lebigßd^  [D,]  oorl^anben  m&re 
(©tüftjapfenformel). 

2.  3Birft  auf  einen  ct|Iinbrifc|en  S^pfen  mit  ebener  (Enbfläcl^e  ein 
S)rud(  [D],  fo  ift  \ioS>  SReibungSmoment  fo  ju  bered^nen,  afö  menn 
[D,]  ben  Qapfen  afö  Iragjapfen  unb  [Dj]  ben  gapfen  afö  ©tüfi» 
japfen  in  9Infprud|  normen. 

S)aju  füffren  mir  nod^  an: 

3.  gür  gleid^c  fegelförmige  S^ragjapfen  einer  SBeKe,  oon  benen  ber  eine 
ben  S)rucf  D  unb  ber  anbere  htXK  S)rudC  Tf,  beibe  mal  fenfret^t  jur 
Slc^fe  erleibet,  ift  baS  SWoment  fo  ju  bered^nen,  afö  menn  ein 
gapfen  unter  \im.  S)ru(Ie  2  D  ftänbe,  falls  b:>J)'  ift. 

4.  gür  gleiche  ct)Iinbrifd^e  S^ragjapfen  ift  entfpred^enb  ein  S^pfcn  mit 
bem  S)rud[  D  +  D'  einaufü^ren. 

92.  Scilreibuiig.  Über  einen  befeftigten  crjlinbrifd^en  Äörper  C  (3.  S. 
8aumftamm,  burd^  3iöi»^^^^önn8f|alen  angefd^Iagen)  fei,  mie  gig.  398  (a.  f.  ©.) 
jeigt,  ein  ©eil  gelegt,  an  melc^em  burt^  eine  flraft  P  eine  Saft  Q  gleid^förmig 
bemcgt  merben  foH.  S)abci  ^at  P  bie  Saft  Q  unb  bie  SReibung  gmifd^en  ©eil 
xmb  gü^rungSIörper  ju  überminben,  fo  baft  P>  Q  ift.  Um  bie  aSejie^ungen 
gnrifc^en  P  unb  Q  feftaufteHen,  fd^neiben  mir  (oergl.  gig.  399  a.  f.  ©.)  auS 


566  Deiner  Wbfdinttt.    Sititee  ftapUel.    Snitite  Sdittilung.  [§  92. 

bem  ©eile  einen  ftetncn  Seil  A'B"  ^erauS  unb  bringen  an  ben  ©c^nittftellen 
tangential  bie  jhdfte  S,  unb  S,  an,  roeld^e  but(^  bie  Schnitte  jerftSit  touiben. 
5,  ^at  bann  S,  unb  ber  9tei6ung  ntm  A'B'  baS  ©leic^gemti^t  ju  polten.  3c<^' 
leflt  man  [S,]  unb  [S,]  nac^  9Kä|tung  bet  Sangente  unb  Jlonnale  für  bie 
SUKtte  non  A'S,  \o  tjt  bet  SRoitnoIbrud  (S,  +  Ss)sme,  al(o  bie  SHeibung 
/(Si  +  Si)^ni.  3uin  ©leii^emi^te  erforberlii^  ift  olfo 
/.  (S,  +  S,)w«£  =  (Sa  —  S,)cos£. 
S)aiauS  folgt 

1  +/<gg     , 
■  1  -ftgi     ' 

3erleflen  nrir  nun  AB  in  »  gleit^  3>ile  oom  ßentriinintel  2e,  fo  enU 

fpted)en  ben  Sieitpuntten  Eieftimmte  ©ponnungen  Q,  ff,,  iCj  .  ,  .,  fi„_i,  i*, 

iSifl.  398. 


Si-. 


.  S,. 


Don  benen  je  ^roei  beivo.  ben  betracfitelen  Spannungen  jS,  unb  f 
S>emno(fi  gilt 

Ä,  =  ö  .  V-,     Ä,  =  Ä,  .  »i-  .  .  .,     P  —  ff„_i  .  fl 
b.  ^. 

Ea  I  =  ^  ift,  fo  ift  für  lim  e  =  0 


entfptet^n. 


?im[l±/.(ff^]^^^ 


ju  beftimmen,  tnaS  befanntüi^  ju  e- '-4 ''■''"•'  fü^rt. 

5)emnai^  gelten  für  P  unb  Q  unb  für  bie  JReibung  E  bie  ®Ieii|ungen 

g+'/,/.arca  J 


p^  ( 


B  - 


-.Q(eJ 


■1)  = 


"  —  Ij 


16i) 


g/.C 


9Ju8  ber  erflen  gormel  erfie^t  man,  bafe  P  rafd^  mit  arccc  roftt^ft  unb 
jnwr  unabhängig  oom  SRobiuS  r  beS  BörperS  C,  faII8  /  nidit  aUa"  Wein  ift. 
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SHe  Sßerfuifie  ergafien  für  /  im  aßtttet  0,5  6ei  ©eilen  ober  Stiemen  auf  §oIa= 
mtb  (ßfenfläc^en. 

gür  eine  Umf^Itngung  üon  115"  ift  arca  ^  2,  (o  büfe  farca.  r^  1 
unb  P  ^  Ö  ■  3,72  ifl.  gut  eine  ^otte  Umft^Iinflunfl  («  =  180")  ift  P  -^  5  Q, 
alfo  für  eine  Dotte  Umfiiltngung  P  r^  2b  Q,  für  jroei  nolle  Umfdittngwiflen 
JP  ^  625  6- 

SJoBet  6ebeutet/faen  SeiBunggfoeffiaienten  innerhalb  ber  Sewegung. 

Solange  P  <  §  .  e/'»«"  ift,  bleibt  baß  Seil  in  Dlutie,  eS  llnbt  a&er 
auc^  no^  in  iRu^e,  nenn  fOi  /  ber  gißgeie  ftoeffijient  für  bie  Säemegung 
auS  ber  9tul|e  gefegt  mirb. 

ftommen  bie  Semegungen  im  Sinne,  oon  Q  unb  im  Sinne  oon  P  in 
grage,  fo  muft  für  3hi^e  jugleii^  P  <:  Q  .  e^"""  unb  ^  <  jP«-'""" 
fein,  b.  ^.  man  i^at 

q.e-f"'"  <  P<  e-e-^-^-""" 
für  /  als  jtoefftaient  ber  SBetwgung  auS  ber  9)uf|e. 

Sdilingt  man  ein  Seil  oft  genug  um  einen  befeftigten  (Et)Iinber,  fo 
genügt  fd)Iie|Iii^  ^k&  @emi(^t  beS  einen  freien  @eiIenbeS,  um  eine  er^eblidie 
^elaftung  beS  anberen  SeiC»  gln  ^qq^ 

enbeS  au  Iialten.  ©d  ntirb 
j.  S.  ein  lanbenbeS  Stfiiff 
burc^  ein  Seit  befeftigt,  baS 
meiere  SDloIe  um  einen 
ftorfen,  fenfcec^t  fte!(enben 
$fo£|l  gefdilungen  mirb;  fo 
lann  man  ftcti  an  einem 
iiie§tfa(^  umgefi^Iungenen 
Seile  (ä-  SB.  6ei  geueregefa:^r)  ou8  bem  genfter  ^inoblaffen. 

»ei  großen  ©efrfiroinbiflieiten  beS  SeileS  mirb  ein  S^eit  be8  Dtormal« 
brurfeS  boju  oenuenbet,  bie  nötige  Eentripetallraft  ju  liefern,  gür  ein  fleineS 
Seilftüd  AB  oon  ber  ßdnge  r  .  arc2B  ift  bei  einem  Duerfd^nitt  q  btS 
aUolumen  4  .  r  .  arc  2  e  unb  bei    einem  fpetififc^en  ©eroic^te  d  bie  äRaffe 

— ^ anAufeften,  roelc^r  bie  EentrujetaHroft  — y* = £^.  arc  2 1 

9  9 

bei  einer  SSinMgefifiroinbigleit  y  entfpriifit.    3JIan  ^t  bann  anjufeSen 

/{(S,  4-  Sg)sm£  ~  K.arc2e\  =  (S^  ~  Si)cosB. 
Sin  ®renaübergang  fü^rt  ^ier  au 

P~K  =  {Q  —  K)ef  ■""•'. 
gür  einen  SHiemen  oon  0,5  cm  SJide  unb  3  cm  JBreite  ift  3  =  1,5  qcm 
=  0,00016qm.    SBiegt  ber  ftu6i(meter  beS  SRiemenftödeS  800kg,  fo  ift  im 

SRcter.Sehinbenft)ftem  ^-^  r^  0,012  unb  K  =  0,012  (rj-)».   gür  eine  ®e« 

S 

fdinrinbigleit  non  10  —  ift  alfo  K  ^  1,2  kg. 

2)ie  ganje  Setrai^ung  gilt  autfi  für  bie  Slelatiobeniegung  oon  Seil  unb 
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Sqlinbet,  inie  fie  gig.  400  (a.  o.  ®.)  barfteHt.  fiiet  bte^t  fw^  eine  Sbae  C 
im  ®inne  beS  Pfeiles,  roa^ienb  bie  Sleibung  auf  bie  SloQe  bem  Pfeile  ent< 
gegen,  auf  baS  Seil  bem  ißfeilfinn  entfpiedienb  miilt. 

Sin  jni  SBenn  in  ^.  398  bie  an  bem  flöiper  C  ^ftenbe 

dlcibung  biefen  bei  mangelEjaftei  SSefeftigung  int  Sinne 
bei  Seilbenegung  oenflcft,  fo  verrfidt  in  %iQ.  400 
bie  an  bem  ©eile  ^aftenbe  9Jeibung  biefwS  &ei  mangeU 
Eiafter  Sefeftigung  im  ®inne  bei  StoOenbemegung. 

3n  beiben  ^^tn  »üibe  bie  ©leic^ung  P  =  Q 
nur  einem  oöUiß  reißunflglofen  ^Mfonbe  (/  =  0) 
entfprec^en. 

Seim  Einlegen  eineS  SetleS  in  enie  AeilntUe  mtib 
bie  Steibung  uergtö^tt  (oergL  gig,  401), 

gäi  relatioe  !Ru^  beibei  ftöiper  gerlegt  fid^  N 
N 
in  jroei  flomf)onenten  N'  ==      -x ,  non  benen  jebe 

auf  eine  SeitenflSi^e  btüift.    Statt  bei  Sleibung  fN 

an  bei  Obcrftöi^e  mflfete  alfo  an  ben  ©eitenfia^en 

/ 

sinS 

bicfe  erfaEiiungSma^ig  bei  bei  relatioen  ajeinegung  opn  @ei(  imb  ftörpei 
etmaS  Heiner,  j.  9.  für  2  d  =  60°,  nid|t  ganj  baS  Sioppelle  oon  / .  A^. 

3e  Heiner  *  ift,  um  fo  met|r  oeiftärtt  fi(^  bie  Steibung,  boöj  ift  e8 
jroeifmä^ig,  S  ^  <p  ^u  fyiiten  für  /  =  f^  tp,  bamit  tein  Stemmen  beS  ©eileS 
ftattfinbet. 

güi  /=  0,3  ift  j.  ffl.  2  J  =  60"  flünftifl. 

Snbli«^  ift  noc^,  aurf)  im  §inblid  auf  bie  SBeriwnbung  beS  principe» 
bec  oiitueUen  SerrüdCungen,  ein  Sau  ^eroorjulieben,  in  welchem  bie  Qlemente 
m-  402». 


bie  Weibung  2N'/  =  - 


■  N  auftreten,  boi^  ift 


Dom  Seil  unb  Si)linber,  roeli^e  fi(^  berühren,  ftetS  in  relatioer  Slu^e  fmb. 
Sei  grofter  Entfernung  non  ffieHen,  bie  in  SSeibinbung  gebratfit  roerben  (ollrn, 
nernwnbet  man  fogenannte  Stiemfc^eiben,  mie  fte  in  ^ig.  402  a  baigefteüt  ftnb. 
Sie  ©(^ibe  von  Ä  übertragt  i(|te  SSeniegung  burc^  einen  JfKemen  an  B,  roo 
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irgenb  eine  SIrbeit  ju  leiften  ift,  bie  mix  unS  tDteber,  einf(^Ue^It({|  ber  99e» 
iDegung  üon  J?,  burd^  ein  am  SRabiud  /  aufguminbenbe^  ©emic^t  L  t)or« 
fteQen  tDoUen,  Qm  foQ  ber  9Hemen  nid^t  auf  ben  Sd^eiben  gleiten,  ed  foQ 
n)egen  ber  Übertragung  ber  S9en)egung  6[ement  an  (Element  burd^  SReibung 
{jaften,  fo  ba^  bie  UmfangSgefd^nrinbigleiten  oon  A  unb  B  biefelben  finb. 
SRan  ^at  ba^er  für  bie  ©eilfpannungen  P  unb  Q 

P>  Q    unb    P<  Q  .  c/- «'■*'« 
unb  alfo  anä) 

JP—  Q<  Q(ef'<'^''  —  1). 

Sejeic^nen  mir  ben  Unterfc^ieb  ber  linlen  unb  redeten  Seite  obiger  Un« 
glei^ung  burd^  bie  pofttioe  ®rö^e  ri,  fo  gilt  ouc^ 

P—   Q  +   r,  =   (2(e/.arc«_l). 

S)abei  begeid^net  a,  falfö  bie  Umfpannungen  oon  Ä  unb  B  oerfc^ieben 
fmb,  ben  Heineren  SBinlel,  bamit  bie  »ejiel^ung  P  <  Q  .  e/ •«'■''«  für  beibe 
9Hemf(^eiben  bie  Sidjer^eit  gegen  ©leiten  verbürgt,  ©eftt  man  P  —  Q  =z  B, 
foift 

B  B    e/- *"■<'" 

mobei  ri' (e-^ - '*''*"*  —  1)  ==  ?y  ift,  fo  ba^  auc^  i?'  eine  ftorreltur  bebeutet. 
Über  bie  SBerte  ri  unb  ri',  meldte  bie  ©ic^erljeit  gegen  ©leiten  bebingen, 
fann  nur  oon  galt  3U  fjfaß  burd^  (Erfahrung  entfd^ieben  merben. 

S)en  aBert  oon  D  beftimmt  man  entm^er  au8  bem  Jfcaftmoment  ber 
tretbenben  ©d^eibe  Ä  ober  au8  bem  ßaftmoment  ber  getriebenen  ©treibe  B, 
mobei  ber  ©d^nitt  MN  in  gig.  402  a  benugt  merben  !ann. 

gür  Ä  l^at  man  bei  a3ema(^Iöfftgung  aDer  SBiberftönbe 

Kr  =  Pri  —  Qri  =  Br^,    b.  t|.  D  =  JT  —  • 
tJfür  B  ^at  man  bei  aSemac^Iftffigung  aller  äSiberftänbe 
Pr,  —  Qr^  =  Br^  =  Lr\     b.  ^.  2>  =  X  —  • 

»'2 


f*  T 

S)emgemä^  märe  in  ©eltung  -BT :  X  =  —  :  -7  • 

rj     r 


aSon  SBiberftänben  ift  neben  ber  (im  nöd^ften  Jßarograp^en  ju  bel^anbeln^ 
ben)  Sliemcnfteifigleit  bie  3leibung  an  ben  gapfen  in  A  unb  B  3U  berücf* 
ftc^tigen. 

$aben  bie  beiben  3^Pf^^  ^i^  ^albmeffer  Qi  unb  q^,  fo  finb  bie  9)ei^ 
bungSmomentc  für  bie  S^Pfcnbrudfe  Z^  unb  Zj  anjufeßen  ate 

/fpi^i    unb    /,P2^. 

2für  gleid^e  ©c^eiben  if t  Zi  =  Za  =  P  +  Q  a"  f^ft^"/  ""^  i^i^^  0Üt  in 
Snnö^erung  auc^  für  ungleid^e  ©d^eiben.    ältan  ^at  nun 

Kr  =  P{r,  +  /,pO  -  (2(ri  -  f,Q,) 
Lr'  =  P(r2  — /,P2)  —  «(^2  +  fsQi)' 
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gür  bcn  ©renaauftanb  bc8  ©leiten«  ift 


[§93. 


fo  ba'^  Ijter  gilt 


p=  ^  .  e/-«*-^«. 


ii^r  ^  g/">-^«(r^  +  />Pi)  —  (r,  — /.p,) 

g/.arc«    ^    1   ^p^      ^       p^^ 


'X/ 


1  + 


1  \ri         fj/ 


g/.  arc  o  _ 

®6enfo  Wfet  ftd§  P  unb  Ö  föt  bic  Orenaen  beS  ©leitenS  au8  Xr  ober 
Lr'  berechnen. 

S)er  Sinflu^  ber  3öpf^5^^ißw"9  iP  ^i^^  oerl^MtniSmäfeig  fe^r  gering 

unb  fann  im  ©inblidt  auf  bic  an  unb  für  [\ä)  oorl^anbenen  Unftd^er^eiten 

in  ber  Seftimmung  t)on  P  unb  Q  oernad^Iöfftgt  raerben. 

Spannt   man  ben  Sliemen  burd^   eine  fogenanntc  Spannrolle  (oergl. 

p 

gig.  402  b),  fo  ift  einerfeitS  gemöfe  ber  S^eorie  ber  lofen  SftoIIe  P  =  - — ^, 

a  COSO 

HDftl^renb  anberfeitS  bie  Umfpannung  oon  a  auf  a'  anmad^ft. 


gig.  402  b. 


S3et  großen  ®e* 
fd^minbigfeiten  mufe  bie 
Äorreftur  K  eingefül^rt 
werben  (oergl.  ®.  657), 
Sntfprec^enbe  93e^ 
trad^tungen  gelten  für 
bie  gäben  unb  ©eile 
ber  SRoHen  imb  Stollen* 
jüge  u.  f.  TD.,  j.  SB.  aud^  für  bie  SSejie^ungen,  roeld^e  ®.  350  u.  f.  bargefteDt 
mürben. 

gür  ßeberriemen  auf  ©ifenfd^eibcn  ift  im  SJUttel  /  =  0,28,  fo  ba^  für 
©(Reiben  oon  glcid^em  ©albmeffer  (a  =  180°,  arca  =  n) 

^f.arca  __.  2^4 

3u  fefien  ift. 

93*  Seilfteifigfeit.  S9ei  ber  SJermenbung  oon  ©eilen  ift  (xyxi^  nod^ 
beren  innere  Sfteibung  oon  Sebeutung,  b.  \  bie  gegenfeitige  SReibung  ber 
gafern,  meldte  Bei  j[eber'  gormänberung  bcS  ©eileS  auftritt. 

®iefe  gormänberung  beftel^t  im  allgemeinen  barin,  bafe  bie  älHttellinie 
beS  ©eileS  gunäd^ft  (beim  Sluflaufen)  aHmöl^Iid^  auS  einer  ®eraben  in  einen 
ftreiS  übergebt,  rocld^er  bem  ©albmeffcr  beS  Eqlinberg  ober  ber  3tolIe  ent* 
fpri^t,  an  meld^em  boS>  ©eil  mirfen  foU,  unb  b^j?^  bann  (beim  STblauf cn) 
baS  Umgcfel^rtc  eintritt. 

aSäre  boS>  ©eil  ooQIommen  biegfam,  fo  mürben  folt^e  gormänbcrungen 
leine  meitere  SBead^tung  forbern.  2)a  ein  ©eil  aber  big  gu  einem  gemiffen 
Orobe  claftifc^  ift,  b.  %  gormänberungen  burd^  innere  Äräfte,  meldte  bei 
biefen  aufgetreten  finb,  mieber  auSjugleit^en  fud^t,  unb  b^  ferner  bie  gegen* 
feitige  SReibung  ber  ©eilf afern  in  gragc  lommt,  fo  ift  bei  ber  SSiegung  auS 
aroeifad^em  ©runbe  ein  gemiffer  SBibcrftanb  5U  bcrüdEftd^tigen ,  ben  man  als 
©eilfteifigfeit  beäeid^nct. 
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Unterfd^cibct  man,  bcn  Beiben  Urfad^n  gem&fe,  bie  ffilafticitätSpeifigs 
Uli  unb  bie  SieibungSftcifigJtcit,  fo  ift  legterc  in  t^eoretift^r  ©nfid^t 
ftetS  ju  berüdftc^tigen,  crftere  nm:,  menn  boS  ©eil  nid^t  auglei^  ou^  unb 
abgemidelt  mirb.  2)ie  9leiBunggfteifigIeit  mirb  aai^  atö  SBiberftanb 
plaftifd^er  airt  begeid^net,  meil  il^r  ein  aSerl^arren  beg  ©eileS  in  ber  einmal 
angenommenen  gorm  entfprid^t,  mie  eg  plaftift^e  SKaffen,  3.  85.  gormertl^on 
ober  Srotteig,  8^9^"-  3nfoIge  biefeS  SBiberftanbeS  bel^ält  ba2  ©eil,  gegenüber 
htm  att  ooDIommen  biegfam  oorgefteHten  ©eile,  beim  Sluf laufen  eine  gc* 
ringere  ftrümmung  bei,  beim  ablaufen  eine  größere.  Skiburt^  mirb  ber 
Hebelarm  ber  am  ©eile  mirifamen  ftrftfte  an  ber  SluflauffteHe  oergrö^ert, 
an  ber  Sblaufftelle  oerlleinert.  S)ie  ffilafticit&tgfteifigleit  mirlt  an 
beiben  ©teilen  in  bemfelben  Sinne,  i^r  entfprid^t  ftetS  eine  SSergröfeerung 
beg  $ebelarmed. 

SBftl^renb  bie  für  bie  Siegung  aufgemanbte  8lrbeit  bei  einem  ooDIommen 
elapifd^en  ©eile  bei  ber  ©tredung  ganj  unb  gar  miebergemonnen  mürbe,  gel^t 
infolge  ber  SfteibungSfteifigleit  bie  für  bie  »iegung  aufgemenbete  Arbeit  gang 
ober  3um  Seil  atö  fold^e  oerloren,  fo  ba^  für  bie  ©tredung  mieber  Arbeit 
aufgemenbet  merben  mufe,   falfö  biefe  ber  Siegung  genau  entfpred^en  foH. 

Snfolge  biefet  SSerl^öItniffe  fpreiat  ftd^  baS  ©eil  icbenfalfö  an  ber  8luf* 
laufftelle  ab,  fo  bafe  l^ier  ftetS  ein  größerer  $ebelarm  anjufegen  ift,  afö 
menn  baS  ©eil  ooIKommen  biegfam  märe.  8ln  ber  SIblauff teQe ,  mo  fui^ 
(HafticitatSfteifigleit  unb  SRcibungSftciftgleit  entgegenmirlen,  lorat  eine  SSer* 
grö^erung  ober  SJerHeinerung  beS  t^eoretifd^en  $ebelarme8  eintreten,  eS  lönnen 
fid^  aud^  beibe  Sinmirlungen  gelegentlid§  gerabe  auSgleid^en. 

ajlan  beftimmt  nun  burd^  SSerfud^e  entmeber  bie,  ber  ©eilfteifigfcit  ent* 
fpred^enbe  SSergröfterung  ober  SSerlleinerung  beS  §ebeIorme8  ober  bie  ent* 
ipred^enbe  SSerönberung  im  SSerliältniffe  oon  Äraft  unb  2aft. 

©inb  für  einen  Kglinber  (SlloIIe  u.  f.  m.)  oom  ©albmeffer  r  bie  Ser^» 
dnberungen  beS  ©ebelatmeS  beim  Sluflaufen  unb  beim  ablaufen  bejro.  a^ 
unb  aa,  unb  bie  entfpred^enben  ftröfte  begm.  Fi  unb  Pa,  fo  tritt  ftatt  ber 
®Ieid^ung 


Pt-r- 

Pir 

im 

allgemeinen 

ein 

bie 

F,(r  -  o,)  - 

Piir 

+ ».). 

gür  Ol  — 

aa 

a  ^at  man 

p» 

p  r  +  a 
r  —  a 

p.(i 

2« 
r 

) 


165) 


3ft  ber  S)urd^meffer  d  beS  ©eileg  in  Eentimetem  gegeben,  fo  ift  für 
^auffeile  a  =  0,03  d^  big  0,09  ««  ju  feften. 

gfür  Sra^tfeile  finb  3ur  Qtxt  nod^  leine  ma^gebenben  SSerfud^e  belannt; 
für  mittlere  SSer^ältniff e  ift  P^  =  1,04  Pj  3U  fefeen. 

»ci  ©auffeilen  ift  oft  o,  /^  0,  fo  ba^  bamt  gilt 

SBernidfe,  Wtt^anxl.   I.  35 
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SHefe  gfortnel  gilt  gencot,  tt)enn  nur  ein  Slufnyideln  ftattfinbet,  fomeit 
bie  9leibungSfteiftgIeit  in  f^rage  lomntt,  bodg  ift  bann  bei  S)ra^tf eilen  auc^ 
bie  älrbeit  für  bie  Ärümmung  ju  berüdfid^tigcn. 

SDiefe  Setrad^tungen  gelten  aud^  angendl^ert  weiter,  roenn  ftatt  ber  Seile 
fletten  benu|t  n)erben;  ^ier  liegt  ber  SBibcrftanb  in  ber  gegenfeitigen  9tei« 
bung  ber  Aettenglieber  itixo.  bei  ben  (Selenlletten  in  ber  Sieibung  ber  ®e« 
lenttoljen  imb  i^rer  Umfaffung. 

SSejeid^net  man  bie  ©tdrte  beS  ftetteneifenS  begn).  ben  S)urd^meffer  beS 
©elenIBoIaenS  mit  d,  fo  ift  a  =  J/*  au  fegen,  moBei  /=  0,2  btö  0,3  ber 
Äoefficient  für  bie  gegenfeitige  3leibung  ber  ftettenglieber  ift. 

2)ie  Seilfteifigleit  lann  meift  oemad^Iftffigt  merben,  bod^  ift  fie  bei 
Seilrollen  unb  bei  JtettenroIIen  oon  S3ebeutung. 

93ei  genaueren  SSetrad^tungen  ^ft  aud^  noc^  bie  2)e{|nung  ber  ®ei(e, 
Stiemen  unb  Jtetten  unb  beren  ®ennd^t  ju  berüdCfid^tigen.    2)er  SlrbeitSoerluft 

berS)e^nung  ift  im  SBerl^SItnig  jur  Stugarbeit  beftimmt  burd^  -^ — -  •  — ,  noenn 

F  ben  Duerfd^nitt  beS  8liemen8  u.  f.  m.  unb  E  ben  ffilafticitötSmobuI  begeid^net. 

94.    Sad  SHeilbungSmomeitt  bei  Stottbeipeguttgett.    SBenn  ein  Jtdrper 

auf  einem  anberen  roHt  (älbmidCelung  ber  Dberflad^e),  fo  treten  Steibungen 

gig.  403.  befonberer  9Irt  auf,  meldte  barauf  aurüdEjufü^rcn 

ftnb,  bai  bie  Serül^rung  beiber  Jtdrper  tl^atfäd^Iid^ 
nid^t  in  einjelnen  5ßunlten  ober  ßinicn  erfolgt,  fon* 
bern  in  ^fläd^en,  meldte  ben  gormönberungen  beS 
roHenben  ÄötperS  unb  ber  Unterlage  entfpred^en. 
2)a^  bzm  fo  ift,  jeigt  fd^on  bie  83etradgtung 
ber  in  ber  gig.  403  bargcfteüten  DtoHbemegung 
eines  EglinberS  auf  einer  fd^iefen  (Sbene.  SBören 
beibe  Äörper  ftarr,  fo  fönnte  niemals  Shil^c  ein» 
treten,  ba  ftetS  [G]  am  8lrme  a  um  bie  burd§  0  bejeic^nete  Äippad§fe  brcl^t, 
ol^ne  ba^  irgenb  ein  äBiberftanb  oon  0  bie  entfprec^enbe  SBeroegung  oer* 
^inbern  fönnte.  S)a  nun  bie  Srfal^rung  lel^rt,  ba\i  für  a  innerl^alb  geroiffer 
©rengen  0  .  .  .  ä  t^atföd^Ii(§  SRul^e  oor^anben  ift,  fo  mufe  infolge  gform* 
önberung  ber  Äörper  ein  aJlomcnt  Mo  auftreten,  peld^eS  mit  bem  aWomcnte 
G  ,  a  =  GRsinu  im  ®Ieid§gen)id^te  ftel^t,  folange  a  bie  ®renje  öc  nid^t 
überfd^rcitet.  äBir  nennen  biefcS  SBoment  für  a=ä  ba^  SleibungS« 
moment  ber  (betrad^teten)  SloIIberoegung  (in  Sejug  auf  0). 

Um  bie  SSergleidCjung  mit  ber  Steibung  ber  gleitenben  99emegung  burd^» 
fül^ren  3U  fönnen,  ift  eS  amedfmdfeig, 

Mo  =  GBsina 

burd^  Sinfü^rung  beS  JRormalbrudfeS  iV=  Gcosa  umzuformen,  man  er* 
^ölt  bann  _ 

Mo  =  NBtga. 

Seftimmt  man  nun  burd§  SSerfud^e  für  ßglinber  au^  bemfelben  3JlateriaI 
für  eine  beftimmte  Unterlage  ben  SBinfet  a,  bei  roeld^em  baS  SRoHen  gerabe 
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beginnt,  fo  finbet  man,  bai  a  von  bem  SHabiul^  E  belS  benagten  Sqlinberg 
abl^öngig  ift.  gür  mittlere  ®rö^en  oon  R  beuten  bte  SSerfud^e  auf  eine 
Stonftang  beiS  ^robultel^  B  .tgä  l^in  für  ein  beftimmte^  Q^gltnbermaterial 
unb  ein  Beftimmtel^  äRaterial  ber  Unterlage. 

aJlan  fü^rt inf olgebeff en /r  =  R.tgnal&  §ebelarm  für  bag  SReibungS* 
moment  ber  rotlenben  Reibung  ein  imb  nennt  biefe  (9rö^e  oud^  tool^I 
lurj  ben  SteibungSIoefficienten  ber  rollenben  SReibung,  morauf  bie 
aßarle  r  an  fr  l^inbeuten  foD.  9latürlic^  ^ängt  ber  QaiHtnwtxt  oon  fr  ab  wn 
ber  Sin^it,  in  ber  man  B  migt,  eS  ift  üblid^,  bafür  Zentimeter  gu  nel^men. 

f^ür  äBoIgen  av&  (Sifen  (ßtafjlf)  auf  eifemer  (ftal^Ierner)  Unterlage  unb 
ebenfo  für  SBalgen  unb  Unterlagen  aulS  fel^r  l^artem  Qolit  finbet  man 
/^  =  0,05cm,  b.  ^.  für  SBaljen  oom  StabiuS  lern  ift  <^ä  =  0,06;  für 
SBoIaen  oom  SlabiuS  10  cm  märe  tga==  0,005,  für  SBalgen  vom  SftabiuS 
100 cm  mftre  ferner  tgä  =  0,0005  u.  f.  m. 

SHe  93erfu(^  geigen  femer,  ba^  bie  gormel 

Mo==N.fr 166) 

aud^  nod^  für  StoÜbemegungen  auf  ebener  ^afyt  ba&  gu  übermtnbenbe  ditu 
bungSmoment  ber  SloIIbemegung  (ht  SSegug  auf  0)  barfteQt,  faltö  bie 
aSemegung  gleichförmig  fein  fott.  $ier  ftnb  natürlich  für  biefe  Überminbung 
befonbere  Strafte  nötig. 

Über  bie  Slrt  ber  gormänberung,  meld^^  3«  ^^  tl^eoretifd^en  aSegrün*; 
bung  ber  gormel  Mo  =  N .fr  fül^ren  lönnte,  fmb  oielfat^  Slnnal^men  ge^* 
mad^t,  man  ift  aber  babei  bisher  gu  feinem  befriebigenben  Crgebniffe  gelangt. 
Silur  foüiel  fd^eint  f eftguftel^en ,  ba^  ber  ßrjlinber  bog  ällaterial  hinter  fu^ 
niebermalgt,  mie  eS  gig.  404  in  ftarler  SSergerrung  barfteQt,  unb  bafe  infolge^« 
beffen,   ba  ^J9  babei  meljr  ober  minber  einer  bauemben  gormönberung 

SEig.  404.  Sig.  405  a.  gig.  405  b. 


D 


unterliegt,  ber  Angriff gpunft  beg  SBibcrftanbeg,  meldten  bie  BC  cntfpred^enbe 
gflöd^e  ausübt,  gegen  bie  äSertilale  von  0  nac^  C  gu  üerfd^oben  erfd^int. 

SBie  unfid^er  auf  biefem  (Sebiete  fetbft  bie  Beurteilung  ber  SSerfud^e  nod^ 
ift/  geigt  g.  83.  ber  Umftanb,  ba§  Sleuleaus*)  nac^  bem  SSorgange  uon 
$oiree  unb  Sauoage  unter  SSerroenbung  einer  ftonf taute  k 

Mo  =  k  .  N  ,Y^ 

fegt,  mäljrenb  bie  oben  gegebene  gormcl 

Mo  =  tga  .  N .  B 
lautet. 

3ebenf aHg  l^at  fid^  bie  gormcl  Mo  =  N .  fr  für  bie  ©arfteHung  ber 
aScr^ältniffe ,  meiere  in  ber  Sed^nit  oor!ommen,  bemä^rt.    2)a^  fie  für  fc^r 

*)  »ergl.  2B c ig bad& 8  3ngenicur,  1896,  8.  424. 
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bütme  äBaljen,  n)ie  3.  93.  Stobeln,  fd^on  tDegen  ber  Slbl^öfion^rfd^emungen  2C. 
nid^t  mcl^r  gut,  ift  felbftocrftänblit^. 

SKe  9(nn)enbung  ber  gformel  mag  gemö|  f^tg.  405  a  imb  b  (a.  0.  ®.) 
gejcigt  toerben.  ©oD  P  in  gfig.  405  a  ein  gleic^förmigeg  Stotten  l^etoorbringcn, 
fo  mufe  für  ben  S)re]^punlt  0  gelten  P.r  =  N.fr,  foll  P  in  gig.  405  b  biefem 
graede  bienen,  fo  muft  für  ben  S)re^unlt  0  gelten  P.2r  =  iV./r. 

Um  fr  für  bie  99en>egung  auf  einer  magered^ten  (Sbene  ju  beftimmen, 
legt  man  ben  Sglinber  00m  9iabiuS  r,  beffen  Semid^t  O  ^ei^en  mag,  auf 
jmei  parallele  magerec^te  @d^tenen  unb  amar  fo.  ba^  bie  9ld^fe  bel^  SgltnberS 
ju  beren  Slid^tung  fenbed^  ift.  ©d^Iingt  man  nun  fenlre(|t  gur  STd^fe  be8 
St|Iinberg  um  beffen  äßitte  einen  gaben  mel^reremale  um  ben  Sqlinber  unb 
belaftet  ha%  eine  ffinbe  be»  gabenS  mit  P  +  ©,  ia^  anbere  ffinbc  mit  Q, 
fo  ift  P  +  2  ö  +  6r  ber  SRormalbrudt,  möl^renb  baS  Übergemid^t  P  am 
8Irme  r  mirlt.    3Jlan  l^at  alfo  l^ier: 

(P  +  2  e  +  G)fr'=  Pr, 
b.  ^. 

•^^  =  P  +  2Q  +  a  '  *■• 

gür  eifen  auf  Sifen  liefert  j.  ».  bei  a  =  20kg,  Q  =  bkg,  r  =  0,366 m 
ber  »erfudö  P  =  0,041  kg,  fo  ba^  fr  =  0,05  cm  ift. 

Sin  St)Iinber  lann  auf  einer  Sbene  auc^  gleiten,  fo  ha^  SSerbinbungen 
roQenber  unb  gleitenber  Semegungen  eintreten. 

3m  oorftel^enben  l^anbelt  eg  ftd^  nur  vtm  ba&  gleid^förmige  Stellen,  bei 
bem  ein  gleid^jeitigeS  ©leiten  auSgcfd^Ioffen  ift.  »ebingung  babei  ift,  ba^ 
jebeS  gbrtfd^reiten  ber  Sld^fe  ber  SBalje  um  2rÄ  cm^  mirflid^  einer  oollen 
Umbre^ung  (T)  entfprid^t  unb  ba^  biefe  beiben  Semegungcn  gleid^förmig  fmb. 
SSeaeid^net  man  bie  ©efd^minbiglcit  ber  SScrfd^iebung  mit  c  unb  bie  SBinleU 
gefd^inbigleit  ber  S)re^ung  mit  y,  fo  ift  l^ier 

2r7t         .  27t 

b.  1^.  man  l^at 

c  =  ry 

ate  pl^oronomifd^e  »ebingung  beg  gleid^förmigen  SftoaenS. 

S)ie  entfpredjenben  bquamifd^en  a3ebingungen  werben  fpäter  in  ber 
5tinetil  betrad^tet  merben. 

95,  2)er  aBirtuttgögtab  (©üteoerl^ältniS).  SBenn  irgenb  eine  aiüf^ 
gäbe  auf  bie  einfad^en  »cjiel^ungen  oon  Äraft  (P)  unb  2aft  (Q)  jurüdCgefüi^rt 
werben  fann,  mie  eS  a-  »•  bei  ber  fd^iefen  ebene  ber  gaH  ift,  fo  pflegt  man 
bie  aSel^anblung  ber  cntfpred^enben  mafd^ineDcn  ßinrid^tung  (®etriebe)  bei 
aSerüdCfid^tigung  ber  SReibung  au  oergleid^en  mit  ber  »e^anbtung  bei 
aSernad^Iäffigung  ber  SRcibung. 

»ei  ber  aufwärts  gerichteten  »emegung  auf  ber  fd^iefen  Sbcnc  oer* 
minbert  bie  Sieibung  bie  SBirlung  ber  flraft  P,  fie  tritt  afö  SBibcrftanb  auf. 


■^ 
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bei  ber  äbmöxtö  geric^tetett  Setoegung  auf  bei  fd^iefen  Sbene  oerme^rt  bie 
SHeibung  bie  äBirlung  ber  Äraft  P,  Pe  tritt  alß  förbembe  Äraft  auf. 

ßeiftet  [P]  bie  SKrbeit  Pp,  wä^renb  oon  [Q]  bie  Slrbeit  Qq  DoQgogcn 
nnrb,  fo  ift,  falls  bie  SHcibung  al8  SBiberftanb  toirlt, 

Pp=Qq  +  a«, 

toobei  91k  bie  SIrbeit  ber  9leibung  begeid^net. 

3Ran  nennt  in  biefem  gaQe  (SReibung  afö  SBiberftanb) 

^_Qa  _    Sftutiarbeit  . 

^  ~  Pi?  ""  ©efamtarbeit ^ 

ben  äBirtungSgrab  (®ütet)er^dltnid)  beS  betreffenben  (Betriebet. 

SSejeid^et  man  für  ein  gegebene!^  Q  burd§  Po  i>^  ftraft,  meldte  bei 
SSemad^I&ffigung  ber  SHeibung  für  bad  ®Ieid§gen)i(^t  erforberlii!^  xoäxt,  fo 
^atte  man 

PoP  =  Qq    unb    (P  —  Po)p  =  ä«. 

S)emnad^  gilt  oud^ 

n  =  ^  =  ^  =  ^ 168) 

'     Pp      Pp       p  ^ 

Sejeid^net  man  für  ein  gegebene^  P  burd^  Qo  bie  Saft,  meiere  bei 
SSemad^Iftfftgung  ber  9leibung  für  baS  (Sleid^gemid^t  erforberlid^  möre,  fo 
^ötte  man 

^P=Qoa    unb    (00-0)3  =  31«. 

2)emnad^  gilt  aud^ 

'^''  Pp-Qoq-  Qo  ^^^^ 

2)ag  SSer^dltniS  oon  SI^i  unb  Qq  begeid^net  man  afö  ,oer^dItnii^mä^igen 
arbeitSoerluft'  SB,  fo  ba^ 

^^^fft  ^Pp-Qa^Pp       1^1        1 

Ö3  Co  Ö2  ^ 

unb 


V  = 


1  +  » 

gilt 

®el|t  baS  betriebe  rüdCmärtS,  fo  i>a^  bie  SReibung  in  Segug  auf  bie 
bigl^r  betrachtete  Jhaft  [P]  förbemb  mirlt,  fo  gelten  für  iy  biefelben  SBe* 
ftimmungen,  falK  man  iefet  [P]  ate  ßaft  unb  [Q]  aK  Jhaft  auffaßt 

3ft  1}  für  ben  Siüdtmörti^gang  negatio  (ober  9tuII),  fo  l^eigt  bag  betriebe 
felbftl^emmenb  ober  felbftfperrenb,  meil  bann  bie  SRüdCmörtSbemegung 
nid§t  oon  felbft  eintreten  larni,  fonbem  nod^  eine  Straft  erforbert,  meldte  ber 
bisher  betrad^teten  [P]  entgegenmirlt. 

Aann  man  ein  ®etriebe  in  eingelne  betriebe  jerlegen,  für  meiere  ber 
SBirlungSgrab  begro.  i^i,  i?a,. .  .  .  i?n  ift  fo  gilt  für  baS  gange  ©etriebe 

V  =  Vi  -  V2  '  '  '  Vn 170 
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Sns  Seifpiel  für  biefe  Stllfirungen  fietrad^ten  ton  bie  fd^efe  Sbene  für 
eine  ßaft  [Ö].  toeld^e  butd^  [P]  parallel  jur  Sbene  bewegt  werben  foll.  gür 
bie  aSewegung  aufnjörts  (oergL  ®.  641)  ift 

^       QsinCu  4-0))        c     ^         ^   . 

olfo 

Po         ^'^  a  cosw  1 

fl     ^^^^      ^     ■  -  ■  '  ■  .  _ ..  ■    I     ^"■""       ■  • 

P        sin(a  -{-  (f)        l  -{-  cota  ,  tgtp 

^r  bie  S9en)egung  abwflrtö  (oergl.  @.  541)  ift 

_        Qsin(a  —  9?)         .      „         ^   . 
cos  9) 

alfo  für  [P]  aK  ßaft  unb  [Q]  afö  ftraft 

,         P         sin  (a  —  9)        . 
Po         Sfn«  cos(p 

2)08  ©etriebe  ift  fettft^emmenb  für  i?'  ^  0,  b.  1^.  für  a  ^  9.  3ft  ber 
SBinlel  ce  ber  fd^efen  SBene  Heiner  atö  ber  SleibungSwinlel  9,  fo  mu^  bie 
nad^  oben  wirlenbe  ftraft  [P]  nid^t  nur  t)erf d^nnnben ,  fonbem  fogar  burd^ 
eine,  nac^  unten  wirlenbe  ftraft  oon  entgegengefegter  9Kd^tung  erfegt  werben, 
faltö  SRüdwftrtSbewegung  eintreten  foII. 

(Ebenfo  fteQt  ber  Vorgang  beS  9lageIeinfd^IagenS  ein  felbftl^emmenbeS 
(betriebe  bar,  ba  eine  bem  Sinf (plagen  entgegettgefegte  ftraft  3um  älug^ie^en 
beS  SRagetö  oerwenbet  werben  mu|. 


^nmenimsm  in  £(^k  non  ncn  |teibmigrn. 


1.  SRciliungd^iilfcn  unb  iRtitmuB^ringc.  Soll  an  einer  @äiile  ^5 
eine  Saft  Q  burdi  Sleiinmg  befcftigt  iDerben,  \o  fd|ie6t  man  (ttvr  bie  Säule 
eine  SfteibungStiülfe 
C,DCi.  wüä^  auS 
gtoei  mtteinanbei  oer» 
Bunbenen  Sltngen  Ci 
unb  Cj  unb  einetn 
$ebelamt  J>  Sefte^t. 

S}teeerüf|ningS<: 
puntle  £,  unb  £t  ber 
beiben  SKnge,  »elcfie 
nur  foroeit  ooll  ouS> 
gefüllt  gu  fein  brau* 
^en,  olß  eS  biefe 
Berührung  erforbert, 
liegen  mit  ber  Mc^fe 
beS  Qebeli  D  m  einer 
SJeitif  alebene  berSfiu« 
lenat^fe  (oergl.'  gfig. 
406). 

S8ei®Ieii^fleniirf|t 
muffen  bie  SSibers 
flflnbe[TF,]wnb|;w,] 
oon  £,  unb  E^  unb 
[QJ  bem  @a^e  oon 
ben  brei  Ärüften  ent= 
fpret^n. 

%a  bie  aBibet= 
ftänbe[W,]unb[iri,] 
aus  ben  Stormalreafs' 
tionen  [N-^]  unb  [N^] 
unb  ben  Steibungen 
iBi]  unb  [Ä,]  er= 
nw^fm,  \o  gilt  bei 
®Iei(^en)i(^t 

l)Ji,+Ä,  =  (;> 
in  ber  Sßertitaten, 
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[1. 


2)  ^1  =  Ni  in  her  ©orijontalcn, 

3)  +  ö G  —  r)  +  Äi 2r  —  JViÄ  =  0  für  JEJ,  oK  ©rcl^unlt 
^obei  l^aben  i^i  inib  R^  je  nac^  ber  Sntoidelung  ber  Sleibung  bejm. 

bie  ®renjn)crtc  0  unb  fN^  unb  0  unb  fN^,  toöl^renb  bie  ©cfamtotbcrftönbc 

[TTi]  unb  [Wi]  jeben* 


Siß.  407. 


falls  innerhalb  ber  9teir 
bunggfegel  oon  E^  unb 
^s  liegen. 

3n  gig.  406  ift  D 
als  ©(^nittpunft  oon  TTi, 
W^  unb  Q  angenommen. 

S)aS  gemeinfame 
®ebiet  beiber  SleibungS^ 
fegel  ift  burci§  ÜSV  be* 
jetd^et ,  unb  bemnac^ 
mu^  ber  Slrm  l  für  Q 
fo  gem&^It  merben,  ba^ 
Q  innerhalb  biefeS  ®e« 
bietet  liegt. 


unb 


Qat  S  ben  9Ibftanb  s  oon  ber  ©dulenad^fe,  fo  ift 

J&jSj  =  S^S  ,  ig  <p    ober    y,  =  (s  —  r)  tg q) 

E^Si  =  SiS  .  tg(p    ober    y^  =  (s  +  r)  tgq), 


l 


b.  ]^.  man  l^at 

h  =  pi  +  y^  =  2stgq>    unb    s  =  |  ä  cö<  9  =  g-^- 
3)ie  89ebingung  beS  ©leid^gemic^teS  ift  alfo  ^ier 

—  2/' 

mobei  gu  bemerlen  ift,  ba^  biefe  äSebingung  oon  Q  unb  r  unabhängig  ift. 
»ei  ooHer  ffintmidelung  ber  Sleibung  ift  •i^i  =  fN^  unb  B^  =  fN^,  f 0 
ha^  bann  alfo  gilt 

N^  =  N^  =  §j     unb     üi  =  lJ2  =  |- 
3n  biefem  fJaDe  liefert  «leid^ung  3) 

b.  1^.  für  gegebene  SBerte  oon  r  unb  ä  mufe  l  =  5-7   fein,     gfül^rt   man 

h.  7 

tge  =  -^r-  ein,  f 0  ift  <^  e  =  -  .  / 

SHefelben  SBejie^ungen  gelten  aud^  für  ben  einfad^en  SReibungSring  (®a* 
labinft^e  BinHinlung),  gemü^  gig.  407. 

V        l 
93ei  ooller  ffintmidfelung  ber  Sfteibung  ift  ^ier,  ba  -7  =  —  ift. 
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^ntDcnbungen  ber  Qt^xz  oon  ben  9iei6ungen. 

V  h 


569 


SRan  ^at  alfo  3.  SS.  für  gegebene  äSerte  uon  r  unb  r',  (xv&  benen  ber  3Bcrt 
oon  h  folgt  ^'  =  2/  '  7 ' 

2.  Äeilc.  ©et  einem  frimmetrifd^en  ftetle,  n)ie  er  j.  8.  jum  ©palten 
Don  ^oIsblMen  benu^t  n)irb,  tritt- ®Ieid^gen)id^t  ein,  n)enn  hie  Jtraft  P,  meldte 
auf  ben  SRücfen  AB  beg  fteileS  roirlt,  bie  SBiberftönbe  beS  ftörperg  K,  mit 
bem  ber  fteil  in  Serü^nmg  ift,  aufgebt. 

Sig.  408  a.  Si0.  408  b. 


a 

a 


Sig.  408  c. 


3n  gig.  408  a  ftnb  bie  ^Reibungen  [Bx]  unb  [B^  fo  eingejeid^net ,  mie 
fie  einer  SSemegung  h^  Jteiied  im  ©inne  t)on  $feil  I  entfpret^en.  3ft  in 
biefem  galle  Nx  =  N^  =  N  unb  aud^  B^  =  B^  =  B  =  fN,  fo  fteßt 
gig.  408  b  bie  entfprec^enben  SBegie^ungen  bar  für  baS  ®Iei(^gemi(^t  ber 
Jhöfte.    ®emftB  liefen  ift 

Pi  =  2  Neos  (900  —  a)  4-  2/JV'cös  a. 
gür  f=:tgq)  f^at  man  alfo 


b.  ^. 


iY  = 


2Nsin(a  +  9?) 

Ö-T-7 — i^^--^      unb      B  =fN=  ^   .  ' — p—^ 
2sm(a  +  9)  2st«(a  -f  9) 


gär  bie  ®efamtmiberftönbe  00m  SBcrte  W  gilt  nod^ 
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b.  ^. 


S)ritter  «bfdömtt.    ©ritte«  Äapitel.    3n}cite  Abteilung. 
Pi  =  2W .  sin{a  +  q)\ 


[•2. 


2sin{a  -\-  9) 

gür  bie  Seioegung  beS  ftetleS,  loeld^c  bem  ©egcnftnnc  oon  $fcU  I  ent* 
fprid^,  fmb  bie  5ßfeile  oon  [Äj  unb  [R^]  in  gig.  408  a  umjufel^ren.  Unter 
ben  oben  angegebenen  SSebingungen  gitt  bann,  gemä^  gig.  408  c  (o.  0.  @.) 

2N  .  sin(a  —  (p)     ^     ^^  Pj a>s (p 


unb 


Po   = 


B=fN 


cosq> 
P3  sin  9 


unb     N  = 


2sfn(a  —  9) 


unb     W  = 


2sin(a  —  9?)     """      "         2sin(a  —  q>) 

Fl  entjprid&t  einer  gleii^förmigen  ©ewegung  beS  Äeifö  im  Sinne  oon 
5ßfeil  I,  Pj  entfprid^t  einer  gleid^förmigen  SÖeroegung  beS  Äeilg  im  umge* 
fe^rten  Sinne  (II),  fo  ba^  für  bie  3lul)e  beS  fteilS  eine  ftraft  P  erforbcrlic^ 
x\t,  für  meldte 

Pi  >  P  >  Pa 

gilt.    2)abei  barf  9  ate  SReibungSminlel  ber  Stulpe  eingeführt  n)erben. 

^a^i  man  [JVi]  unb  [JV,]  alS  bie  2aft  auf,  meldte  ber  ftraft  P  ent* 

■ 

fprid^t,  fo  ift  in  bem  Saue  I  ber  SBirlungSgrab  tj  ==  ^,— t-  -^^  mö^renb 


er  tm  gaöe  II  tft  ri'  =  — -^^ ^ 

sma  .  cos  9 


sm(a  +  9?) 


Sfür  1?'  ^  0  tritt  ©elbft^emmung  ein,  b.  ^. 
bie  Scbingung  ift  a  <C  9. 

SBir  betrad^ten  ben  gaD  II  nod^  etmag  ge* 
nauer. 

gür  a  =  9?  ift  P2  =  0,  b.  ^.  in  biefem 
galle  bemegen  bie  äßiberft&nbe  aQein  ben  Äeil 
gleichförmig  nad^  oben,  faHS  eine  fold^e  Se* 
megung  einmal  eingeleitet  ift.  gür  «  >  9  ift 
für  eine  fold^e  gleid^fdrmige  SSemegung  ber 
(Segenbrudt  [Pa]  erforberüd^;  anbemfaHS  fpringt 
ber  Aeil  in  befd^Ieunigter  SSemegung  auiS  bem 
©palte  ^eraug.  gür  a  <  9  mirb  Pj  negatio, 
b.  i),  eS  mirft  na(^  oben,  fo  ba§  in  biefem 
gaHe  eine  gleid^förmige  SBemegung  nur  ju  ftanbe 
lommt,  menn  eine  Äraft  00m  SSkrte  Pj  nac^ 
oben  mirlt;  anbemfalK  bleibt  ber  fleil  im  ©palte 
fifien. 

treibt  man  ben  Äeit  burd§  ©daläge  ein,  fo 
foQ  er  im  allgemeinen  jmifd^en  je  jmei  ©dalägen 
oon  felbft  ftgen  bleiben,  b.  1^.  felbftfperrenb 
fein;  bie  93ebingung  bafür  ift  a  <  9,  b.  1^.  ber 
l^albe  Jteilminfel  mu^  Heiner  gel^alten  merben 
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aI8  bcr  3fleiBung8n)inIcI.  SHefcCbe  Sebingung  gilt  für  ScfefttgungSfeile. 
©oD  bcr  fleti  gurücffpringcn,  rote  eS  bei  gcwiffcn  Äeilpreffcn  ber  gfall  ift,  fo 
mu|  a  >  9  fein. 

äRan  unterfd^eibet  bie  Steile  in  ftumpfe  unb  in  fpige  Steile,  je  nad^bem 
a  >  9  ober  a  <  ^  ift;  hiefe  Unterfd^eibung  §at  nur  ©inn  in  Se^ug  auf 
einen  Beftimmten  SBert  t)on  /  bearo.  9. 

Sefeftigunggleile  werben  meift  unfrimmetrifd^  tonftruiert  0I8  JßriSmen 
mit  einem  (abgeftumpften)  re^tminleligen  SreiedEe  afö  ©runbflöd^e,  mie  eS 
gig.  409  aeigt.    ©ier  ift 

1)  ItiC082a  +  B2  =  P  +  N^co8(90^  —  2a), 

2)  NiSin(90^  —  2a)  +  B^sin2a  =  N^. 

gür  Bi  =  fNi  unb  Eg  =  /J^T^  folgt  au§  2) 

-^1  cos  (9  —  2  a)  =  ^j  cös  9. 
2)ed  weiteren  folgt  aui^  1) 

P=  N^itgiq)  —  2a)  +  i^r^]. 

gür  9  =  —  (9  —  2a),  b.  ^.  für  qp  =  a  ^at  man  P  =  0,  fo  ha^ 
bie  ajebingung  für  ein  pofttioeS  P  ift 

a  <  9. 
gül^rt  man  ^^r  2  a  =  —  ein ,  f 0  ift   2  a  burd^  baS  SSerl^öItniS  m  :  1 

beftimmt.  gür  w  :  Z  =  1  :  10  ift  <^  2  a  =  0,1  unb  2  a  =  5'>  42'  38",  für 
w  :  Z  =  1  :  20  ift  tg2a  =  0,05  unb  2a  =  2o51'45".  gür  /=  0,16 
beam.  9  =  905'  25"  ift  P  in  biefen  gäOen  0,22  N^  bcaro.  0,27  JV, ,  b.  f). 
bei  einem  S)rudEe  JVi  bebarf  man  ber  Straft  0,22  iV^j  beam.  0,27^2  3um 
iperau^ai^^^n  beS  Steile^. 

3,  2)ie  ©i^rauben.  SBenn  ein  beftimmter  5ßunft  einer  ebenen  gigur 
auf  einer  gemeinen  ©dEiraubenlinie  (oergl.  ©.  119)  fo  gcfül^rt  mirb,  ba^  bie 
ffibene  ber  gigur  ftetS  burd^  bie  8Id^fe  beS,  gav  ©(^raubenlinie  gel^örigen 
Cr)Iinber§  gel^t  unb  ba^  fid^  bie  gigur  felbft  in  ber  bamit  beftimmten  (fid^ 
bre^enben)  ffibene  nur  oerfd^iebt,  fo  entfielet  ein©d^raubengeroinbe,  meld^eS 
im  aSerein  mit  bem  Kglinber  (Stern)  eine  ©(^raubenfpinbel  genannt  mirb. 
2)er  auge^örige  ^ol^IIdrper  ^ei^t  ©(|raubenmutter.  ^S  eraeugenbe  giguren 
merben  in  ber  Xed^nil  l^auptföc^Iic^  Sted^tede  (Ouabrate)  imb  glei(^fd§en{e« 
lige  S)reiede  benugt,  oon  benen  ftetS  eine  ©eite  beam.  bie  SafiS  im  ^r)^ 
linbermantel  Hegt;  erftcre  geben  bie  flad^g&ngigen,  lefttere  bie  fc^orf* 
gängigen  ©d^auben.  Slu^erbem  fmb  an^  nodg  £rapeageminbe  unb 
ähinbgeminbe  im  ®ebraud^e. 

©teigt  bog  ©eminbe  oon  lintd  nad^  re^tS  auf,  fo  ^ei^t  bie  ©d^raube 
red^tSgängig,  anberenfalK  linfSgdngig;  a^^^  SSermenbung  gelangen  meift 
red^tggängige  ©d^rauben.  gig.  410  (a.  f.  @.)  ftellt  eine  fd^arfgöngige  ^^xavbe 
bar,  meldte  überbteS  red^tSgängig  ift,  gig.  411  (a.  f.  ©.)  eine  flad^gängige 
©d^raube,  meldte  linfögängig  ift.  Sei  oerl^MtniSmö^ig  großer  ®ang]^öl|e 
legt  man  mel^rere  ©eroinbe  um  benfelben  Stern,  mobei  n^^fad^e  ©d^rauben 
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enifte^n;  gig.  412  fteQt  eine  jioeifadie  @i^au6e  bat.  ®irfd|e  @(^au6en 
roerben  niifit  alS  fflefeftigutiflSfi^auJien  oennanbt,  nwtil  aber  Bei  ftepimmten 
®etri(bcn. 

$at  bei  Sqltnbei  (ftem)  bet  ©pinbel  ben  SkbiuS  r, ,  ivä^ienb  ber 
greftte  9((|fena6(lanb  onn  Limiten  beS  ©etrnnbeS  r^  betragt,  (o  loirb  r,  —  r, 
bie  liefe  beS  (SeminbeS  ßenonnt. 

Sifl.  «0;  %\ß.  411.  giB.  412. 


Sei  bei  ©c^mubung  befi^ben  (veigl.  ®.  119  u.  ®.  120)  alle  fünfte 
P  beS  benwgtidten  AßipeiS  ®(ficaubenlinien  von  gleii^er  @hittg^5^  (A),  beten 
91eigungSn>inleI  (a)  oon  ben  Slcfifenabftanben  (r)  ber  fünfte  P  abhängen  unb 

jiDOr  ift  (j«  =27^- 

SHe  ©d^raufienlinie,  raeldie  g"  ^«n  mittleren  SRabiuS  r«  =  ^^i— g — -  ge« 

I|drt,  niib  befonberS  Iteioorgelioben  alS  .äHtttlere  @^rau6enlinie';  i^re 
äleigung  mag  ««  ^ben. 

Solange  man  oon  ber  SReibung  abfielt,  ift  bie  X^rie  bet  @(^iau&e 
feilet  ju  geben.  ©oH  eine  an  bet  oetttfal  gefteHten  ©ify;aube  I|Ängenbe  Soft, 
roeldie  einft^tiefelii^  beß  ©^roubengenrii^teS  ben  SSert  Q  I|ot,  butt^  ein  Ätaft« 
ntoment  Mo  bei  feftftelienber  Slhittet  gleit^fbnnig  emporgefi^aubt  niecben,  fo 
folgt  (oetgl.  @.  491)  nad|  bem  ^principe  bet  oittueHen  aJettüttutigen 
Qh  =  2ii  .  Mo. 

2)iefet  ©leic^ung  lä^t  fit^  noi$  eine  befonbere  S)eutung  geben,  menn 
man  fie  auf  eine  beftimmte  ©i^aubenlinie  oom  StabtuS  r  unb  bet  Steigung 
u  bejiefit.    Segt  man  h  =  2r7i .  tga  unb  fteQt  man  Mo  burdi  eine  fftaft 
P  bat,  miä)e  am  Sinne  r  mirft,  fo  gefit  obige  ®Ieid|ung  übet  in 
P=  Q.tga. 

3)iefe  ®(eic^ung  entfptii^t  einer  fcfiiefen  Sbene  oon  ber  Steigung  «.  ouf 
nwlt^r  eine  Saft  Q  bun^  eine  wa^at^tt  ftraft  P  im  ®lei(|gemii$te  geilten 
nrirb.  (£S  ift  alfo  etlaubt,  fic^  bei  ber  Sifitaube  bie  loitfenben  flrfifte  in 
itgenb  einet  Si^raubenlinie  oeteinigt  ju  benfen,  unb  btefe  gerndfe  gig.  413 
in  eine  Sbene  abautollen,  folange  bie  Sleibung  nit^t  in  Stage  lommt  {K^  P 
unb  G  =  Q). 
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fTSBötc  biefe  SBcranjc^aiilid^ung  aud^  Bei  aäcrücfftd^tigung  bcr  SReibung  cr^^ 
foubt,  fo  ergäben  ftd^  bafür  ol^nc  loeitcreS  für  /  =  ^^r  9  bte  Oleid^ungcn 

je  nad^em  bie  ßaft  gletd^förmtg  empörgejogen  (+)  ober  gleid^förmig  ab^ 
gelaffen  ( — )  loerben  foH. 

äHuIttpttgtert  man  biefe  ©leic^ungen  mit  r,  fo  entfte^t 

F  .  r  =  Mo  =  Q  .  r  .  tg{a  ±  (p). 

2)a  in  biefer  ©leid^ung  r  unb  a  nid^t  mieber  burd^  h  erfegt  merben 
lönnen,  mie  in  ber  ©leid^ung  P  =  §  .  tgu  bejm.  iV  =  Jlf 0  =  ^  .  r  .  tga, 
fo  mu^  jegt  eine  beftimmte  ©d^raubenlinie  für  bie  SJeranfd^auIid^ung  gemftl^It 
merben,  falls  biefe  überl^aupt  juläfftg  ift. 

gür  bie  flad^gängige  ©d^raube  ift  nun  biefe  SSeranft^auIid^ung  tl^at^ 
föd^Ii^  erlaubt,  raie  bie  folgenbc  Setrad^tung  geigt.    SBcgen  bcr  Oleid^mäfeig* 

Sig.  413.  gig.  414. 


G 


sin  a 


arir 


feit  ber  gangen  Xlonftruftion  in  Segug  auf  bie  9I(^fe  ift  eg  gunöd^ft  guläffig, 
ftd^  bie  mirfenben  fträfte  in  irgenb  einer  ©d^raubenlinie  vereinigt  gu  beulen. 
2)entt  man  biefe  auf  ber  unteren  gflöd^e  ber  ©pinbel  unb  gugleid)  auf  ber 
oberen  gläd^e  ber  SRutter  oergcid^net,  meil  in  biefer  glöd^e  bei  fenlred^tcr 
©teQung  ber  9Id^fe  bie  älngriffSpunlte  oon  9lormaIbrud(  unb  9leibung  liegen,  fo 
gilt  für  gmei  ft(|  berül^renbe  (Elemente  Ex  unb  E^  oon  ©pinbel  unb  Sßutter 
bie  SarfteKung  ber  gig.  414,  faOS  c§  ftd^  um  eine  aufmärtS  gerid^tete  Se^ 
megung  ber  ©pinbel  gegen  bie  fefte  SRutter  l^anbelt. 

Ser  Oef amtmiberftanb  TTIiefert  eine  Komponente  oomSQ8ertc  Wcos{a-\-q>) 
m  3Hd^tung  ber  oertilalen  Sld^fe  BA  unb  eine  Äomponentc  fcnfred^t  bagu 
00m  SBerte  Wsin{a  -|-  9).  S)a  bie  Oefamt^cit  ber  oertilalen  Komponenten 
hcL%  Semid^t  Q  aufgebt,  fo  gilt  für  bie  Kraft  in  ber  9Hd^tung  ber  ©d^raubenadjfe 

Q  =  E  Wcosia  +  9)  =  cos(a  +  q>)2:w. 

®a  bie  ©efamt^eit  ber  ^origontalen  Komponenten  bie  SJlomente  liefert, 
meldte  mit  Mo  im  Sleic^gemic^te  ftel^en,  fo  gilt  femer  für  bie  S)re]^ung  um 
bie  ©c^raubenad^fe 

Mo  =  Er  .  Wsin(a  +  qp)  =:  r  .  sin(a  -{-  g))£W. 
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2)UTd^  S)iotfton  beiber  (Gleichungen  ergtebt  ftci^ 

Mo  =  Qrtg(a  +  9). 
gut  bie  abwäxt^  genietete  Sen>egung  folgt  ebenfo 

Mo  =  Qrtg(a  —  qi). 

®ic  (Erfahrung  le^rt,  ba%  man  ftd^  bie  SBiberftänbe  auf  ber 
mittleren   @d^raubenlinie   oereinigt   benlen   barf,   fo  ba^   in 

n  +  r^ 


ber  entmidelten  gormel  r  =  r^  = 


8u  fefeen  ift. 


äRan  ^at  alfo  für  bie  fla^gdngige  ©d^raube  bie  gormel 

Mo=  Qrnitg(ot„,±<p) 171) 

für  tgq>  =f. 

gür  bie  fd^arfg&ngige  ©dgraube  ift  eine  ö^Iid^e  SSeranfc^auIid^ung 
junad^ft  nid^t  erlaubt,  ba  l^ier  megen  ber  fd^iefen  Steigung  ber  Ei  unb  Ef 
entfpred^enben  Tangentialebene  ber  ©d^raubenfläd^e  gegen  bie  9[d§fe  ber 
Stormalbrud  [N]  au^  ber  Sbene  ber  3^i<^nung  l^erauStritt. 


gtg.  415  a. 


%tq.  415  b. 


m.txig  a^ 


Schrauben?AcliBe 


7 — ^-X 


O 


*^ 


a< 


TxLtng  ß  =  iLcot  S 


■^Ic'" 


■»^Y 


— J 


Um  eine  entfpre(^enbe  ®Ieid^ung  für  bie  fc^arfgöngige  @d^raube  absa^ 
leiten,  benfen  mir  mieber  bie  SRutter  mit  oertilaler  Sld^fe  befcftigt,  m&l^renb 
bie  @pinbel,  bie  einfd^Iie^Iic^  i^reS  ©emid^teS  bie  Selaftung  Q  tragen  mag, 
^inaufgefd^raubt  merben  foll.    ^u^erbem  nel^men  mir  erfaljrungSgemä^  an, 

ba^  ftd^  bie SBiberf täube  aud^  ^ier  in  ber  mittleren  ©d^raubenlinte  Tr»,  =  ^  T  ^') 

ocrcinigt  benfen  taffen. 

3n  einem  Sßunfte  Ä  ber  mittleren  ©d^raubenlinie  legen  mir  an  biefe 
eine  Tangente  AB,  unb  aufeerbem  burd^  Ä  einen  3ld|fenfc^nitt,  ber  baS  ®e» 
minbe  in  ber  ©eraben  ÄC  fd^neibct.  S)ie  Tangentialebene  ber  ©d^rauben* 
fläd^e  in  Ä  gel^t  bann  burd^  bie  brei  5ßun!te  Ä,  B,  C,  Stemmen  mir  bie 
^ßrojeltion  A'  oon  A  aum  SlnfangSpunlte  eineS  re(§tminfeligen  iheugeS  unb 
amar  bie  X^SÜd^fe  als  Sangente  an  bem  ßt)Iinber  ber  mittleren  ©(^rauben^ 
linic  im  ©inne  oon  beren  ©teigung,  bie  r*8Id^fe  fenlrei)!  baju  na^  cfufeen 
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gerichtet,  unb  bic  Z«8ld^fe  nad^  oben  oerlaufenb,  fo  ftcDen  bic  gig.  415  a,  b,  c 
bte  bamit  gcraonncnen  SBcjicl^ungen  in  bcn  brei  3Id^fcncBencn  bar.    2)ic  SRor* 


5i0.  415  c. 


d^T 


male  ber  ®(i§rau6enflft($e  in  Ä, 

rod^t  in  Ä  auf  ber  Sbene  ABC 

fenlred^t  fte^t,  foH  in  il^rer  SHi^* 

tung    bem    StonnalbrudCe     ent^» 

fpred^en,  nield^en  bie  ältutter  auf 

bie  ©^^inbel  ausübt,   »ilbet  biefe 

9lormaIe    mit    ben    ä(d^fen    bie 

äBinf el  X,  ^,  v,  fo  laffcn  ftci^  bie 

entfpred^enben  SoftnuS  bur^  eine 

ftereometrifd^e   Betrachtung   ober 

burd^  JBermenbung  f pl^örif c^er  Sri» 

gonometrie  leicht  beftimmen.  Statt 

beffen  lamt  man  auc^  folgenber« 

magen  fd^Iie^en.     2)a  bie  9tor« 

male  auf  -4^  fenlret^t  fielet  unb 

ba  AB  mit  ben  Sld^fcn  beam.  bie  aSinlel  a«,  900,  90»  —  o«  bilbet,  fo  gilt 

nad^  gformel  11 

0  =  cosl  .  cosatn  +  cosv  .  sinom    ober    cosX  =  —  tgo^  .  cosv, 

S)a  bie  ißormale  aud^  auf  AC  fentred^t  ftel^t  unb  ba  JIC  mit  ben  Slc^fen 
bearo.  bic  SBinlel  90o,  ß,  90»  —  ß  bilbet,  fo  gut  nad^  berfelben  gormel 

0  =  cos^  .  cosß  +  cosv  ,  sinß    ober    cos^  =  —  ^9ß  '  cosv. 

2)a  enblic^  nad^  gormel  7  au($ 

cos^k  -\-  cos^fi  -\-  cos^v  =  1 

ift,  fo  ift 

cos^v(tg^a„,  +  tg^ ß  -|-  1)  =  1, 

b.  ^.  man  ^at  für  W=  itg^o^  +  tg^ß  +  1  bie  SBejie^ung  cosv  =  db  :^' 

2)a  nac§  unferen  geftfeftungen  ber  SBinlel  gmifd^en  ber  Slormalen  unb 

ber  Z^ac^fe  fpiö  ift,  fo  gilt 

1 


unb  bemnad^ 


cosk  = 


cosv 

+ 

W 

tgc^m 

w 

unb 

cos^ 

— 

tgß 

W 

2)iefeI6en  SBejie^ungen  geminnt  man  enblid^  au(^,  menn  man  bie  @Iei» 
c^ung  für  bie  ffibene  auffteHt,  meldte  burd^  bie  brei  fünfte  A  =  (0\  0;  a), 
B  =  (m;  0;  a.+  w  .  tgocm),  C  =  (0;  n\  a  +  ntgß)  ge^t.  SDlan  erhält 
gunäd^ft  als  ®Iei(^ung 

—  tgo^  .  X  —.  tgß  .  y  +  z  —  a  =  0 
unb  für  bcren  Slormalform,  falß  man  micber  W  einfül^rt. 


W 


tgß 
W 


y  + 


w 


576  Sttitet  OBfdgnitt.    S>iitteS  JtoptteL    3tDeite  «(Bteilung.  [3. 

S)emno(|  ftnb  —  '-^,  —  ^,  +  ^  bie  Sortnu»  bec  3Bin!eI,  toelc^e 

>y  Vr  W 

bic  Stormale  au8  -4'  auf  btcfc  ffibcne  mit  bcn  8Ic^fen  Btlbct.  S)a  biefc  Sbcnc 
bie  Betrad^tete  XangentialeBene  x\t  unb  ba  bie  Stormale  cmS  J.'  in  il^rer  ^^^ 
tung  mit  ber  oor^er  betrad^tcten  3lormaIen  übereinfttmmt ,  fo  ftnb  bie  ge* 
funbenen  (Sröfeen  miebcr  Bejm.  cosA,  cosft,  cosv. 

gerlegt  man  nun  ben  Slormalbrudf  [N],  meldte»  oon  ber  Elhttter  auf 
bie  ©pinbel  auSge^t,  nad^  ben  Sldjfen,  fo  |aBen  beffen  Komponenten  folgenbe 
aBerte 

-^l^.N    -^.Jf     +-l.i^ 

©ie  gieibung  ^at  Bei  ooßer  ßntmidelung  ben  SBert  fN  unb  fällt  Beim 
SlufmärtSfd^rauBen  ber  ©pinbel  in  bie  SMd^tung  BA,  fo  hoüi^  i^^^  ftompo* 
nenten  nac^  ben  Sld^fen  ftnb 

—  cos(^  ,  fN,    0,     —  sin  a„^  .  f  ,  N. 

©el^nt  man  bie  Setrad^tung,  meiere  l^icr  für  einen  $unlt  J.  ber  mittleren 
©(^rauBenlinie  burd^gefü^rt  mürbe,  auf  alle  fünfte  biefer  Sinie  auS,  moBei 
EN  ftatt  N  unb  fEN  ftatt  fN  auftritt,  fo  gilt  für  baS  ®Ieid§gcmid^t  ber 
aufmörtS  gerid^teten  Semegung,  meldte  burc^  ein  3Roment  Mo  ^eroor« 
geBra^t  mirb: 

a)  für  bie  SHd^tung  ber  ©c^rauBenad^fe 

—  Q  +  ^  '  EN  —  sina„,  .  f .  EN  =  0, 

b.  1^. 

w 

EN=  Q 


1  —fsina^  .W 
b)  für  bie  ffirel^ung  um  bie  ©d^rauBenad^fe 

Mo  —  rn,'  %^EN—  r^  .  cosa^  ./.  EN  =  0, 

b.  \ 

Mo  =  rmEN  '  ^ ^-- 

W 

aus  a)  unb  b)  folgt 

©eftt  man  fcos Ont  .W=  tg^j,  ]o  erl^&It  man 

"'■  =  '-«-n?5£^  =  '-«■"(«-  +  ♦)• 

S)a  a„^  meift  ein  Meiner  äöinlel  ift,  fo  lann  man  in  W  meift  tg^K,n 

gegen  1  +  tg^ß  ocrnai^Wf figen,  fo  ha^  W  ^  \tg^ß  +  1  ober  W  ^  -i-^ 

cosp 

f  cos  oc 

ift.     aJlan  l^at  bann  tgtlf=^ — -^  ober,  menn  man  ß  buxä)  d  (oergl. 


3.] 


gig.  416  b)  erfcftt,  tgt  = 


^ntoenbungen  ber  Se^te  von  ben  Steibungen. 
/cos  a,n 


677 


sm 


S)a  cos  «m  '^^  1  f ör  f cf|r  Heine  SBinf cl. 


/ 


fo  ift  in  biefem  g^H^  igt  =  -r-^  ber SleibungStoef ficient  für  eine Xleilnute 

(oergl.  ®.  541),  b.  1^.  man  lonn  bie  fd^arf gängige  Sd^raube  angenö{|ert  be^^ 
l^anbeln  cä&  eine  fla($gftngige  Schraube,  in  n)eld^e  eine  jleilnute  oon  ber 
Öffnung  2d  eingeftemmt  ift. 

Sie  aSeranfd^autic^ung  burd^  bie  fd^iefe  Sbene  ift  olfo  aud^  l^ier  erlaubt, 
falfö  man  ^  je  nad^  bzm  (Srabe  ber  ©enauigleit,  meldten  man  erreichen 
miQ,  burd§  eine  ber  obigen  f^ormeln  beftimmt. 

f^ür  bie  abmartd  gerid^tete  Semegung  gitt  ebenfo 

Mo  =  Qr„^tg(a,n  —  t)- 
3für  bie  fd^arfgöngige  Schraube  gilt  btmnai^  bie  gormel 

Mo  =  Qrmtg(c6m  ±  t) 


für 
bejro.  für 


tg  *  =fcosc^  .  >V«m  +  tg^ß  +  1 


tgi^ 


r^ 


fCOS  Um 

cosß 


ober    tg  ^ 


fcos  « 


m 


n^ 


sind 


172) 


SaS  gleid^fd^enlelige  ®reiedf,  meld^eg  bem  ©eroinbe  ber  fd^arfgöngigen 
©d^raube  ju  Orunbe  liegt,  mirb  in  ©eutfd^Ianb  (metrift^eS  (Seminbe)  gema^ 
gig.  416  einem  Duabrate  eingejeid^net,  fo  ba^  2ß  =  6S^&  ift. 

gür  ba^  SBitl^mort^^^Oeroinbe  (©nglanb)  ift  2  /J  =  56o, 
für  baS  ©enerS^Seminbe  (Slmerila)  ift  2  /}  =  60o.   ffiie       ^  ^iß.  416. 
fc^arfe  flaute  mirb  foraof)!  an  ber  ©pifee  atö  im  (Srunbe       [ 
abgeflad^t,  beim  metrifd^en  ©eroinbe  je  um  |ä. 

Siebt  man  bem  SiRomente  Mo  ben  ätabiuS  ber  mitt« 
(eren  ©d^raubenlinie  r«  alS  Slrm,  fo  ba^  eine  flraft  P 
om  SIrme  r^  ber  Oleid^ung  Pr^  =  Mo  entfpri^t,  fo  k^ 
erl^ält  man  für  bie  gleid^förmigen  Semegungen  ber  flad^s« 
g&ngigen  ©d^raube 

F=  Q  .tgian,±(p).    .     .     .     173) 

unb  für  bie  gleid^förmigen  Semegungen  ber  f d^arfgdngigen 
©c^raube 

P=Q  .igiam±if).     .     .    .     174)^ 

SDer  SBirlungSgrab  ift  für  bie  Semegung  aufmörtS 

tgccm 


_       tgorn 
tg{um  +  9) 
unb  für  bie  äSemegtmg  abtoörtS 

tg(^ 


begm. 


beam. 


^gip^m  +  ^) 


tg  («m  —  *) 


tgcc 


m 


S)ie  Stulpe  ber  ©(^raube  ift  bebingt  bur(^  bie  äSeaie^ungen 

SBernide,  äRet^amf.    I. 


37 


beim. 


175) 


eiiUer  Sbfi^nttt.    CrttteS  OavÜet    Stvette  «bUüung.  [3. 

etflC«»  —  VX  i*  <  C'!7(a-  +  y)| 

«.*?(««  — *)<-P<  C(?(««  +  *)) 
©effift^emmung  tritt  ein  für  ce,»  <  q)  fiejnj.  «m  <  tl». 
Siie  9leibunflen  an  bet  ^ot^anflißen  unb  an  bet  ti^ctrfflanfltfien  ©i^cau&e 

iwrben  Iieani.  öe^mmt  bui(|  (^91  =/unb  (ji(j  =  fcostc^^lg'a^  +  (jr"^  + 1. 

gut  y  =  *  ^tte  man  bie  ©leu^nfl 

cosa^-^tg^a^  +  ij»^  +  1  =  1     ober     .»«»«„((ffä«^  +  tg^ß  +  1)  =  1, 
b.  ^. 

sin'Oin  +  tg'*ß  .  cos'otm  +  cos^Om  ^  1     obet    (j7'^  .  cos'ce,,,  ^^  0, 

SHefe  ©leic^g  ift  nur  für  ^  =  0  erfüllt,  b.  I|.  bie  ffltibung  an  ber  fc^orj* 
gängigen  iSd^iaube  ift  niemals  gleich  bei  9tetbmig  an  bet  flat^gängigen  S<^rau&e. 

gür  (jif'  >  (?v  ergieBt  f'*^  tg^ßcos^a^  >  0,  für  (jr  *  <  fj  y  ergiebt 
r«^  (j-'/Scös'a»  <  0,    b.  t|.   bie  Sieibung    an   ber   fd^arfgängigen 


gifl.417a. 


Sdiraube    ift    ftetS    grabet   alS    bie 
SKeibung     an     ber     flai^gängigen 


8i9-417t>. 


Xtanim  merben  SefeffigungS: 
fd^rauben  ftetS  aliS  («^arfgflngige 
@(i^rau6en  (unb  amor  mit  Meinem  SBert 
von  a)  Cieftimmt,  gonj  abgefefien  baoon, 
ha^  au(^  bie  gönn  biefer  (Schraube  für 
bie  3nanfpnt(^nal|me  beS  ju  i|r  Der» 
toenbeten  3nateriale8  günftiger  ift.  %a' 
gegen  bient  bie  flai^güngige  ©t^raube 
im  betriebe  für  Übertragung  oon 
ffleroegungen,  roobei  bie  Reibung  mög= 
D*    lic^ft  gering  fein  fott. 

Sei  ber  ftniigängigen  ©i^rauBe  ift 

Qu^erbem  atterbingS  noc^  bie  SReiBung  on 

ber  aJlantelflflt^  ju  berÜdEri(|tigen,  falls 

^  bie  ©ifiraube  burc^   eine  flroft  K  am 

%[nne    l   bemegt    itiirb.     $ier    ift,    mie 

gig.  417  geigt,  neben  Mo  =  Äl  nodö  ber 

feitliifie  ^riaontalbiud  oon  [K']  ju  berfidri^^tigen,  ben  man  fic^  an  ben 

©teUen  A  unb  S,  b.   f).  oben  unb  unten  an  ber  äßutter  in  bie  ^mis 

jontalbruJe  [Da]  unb  [Db]  gertegt  benfen  (amt  (oergl.  gig.  417  b).    gp^t 

man  bie  ©c^raube  für  biefe  SSetiaci^tung  dtö  einen  (Sqlinber  com  SRabiuiä 

r„  =  --'^    '  auf,  fo  treten  noi^  bie  SReibungSmomente  DaSt»  unb  I>B/r„ 

auf,  beren  ©mnme 

(Da  +  DB)/r^  =  ^-^-K./-r„, 


ift  ba  Da 


-  K'    unb     Db 


K' 


ift. 


3.]  ünnienbungen  bev  ßel|te  von  btit  ERtiE>unstn. 

Unter  Serücfftditiflung  biefeS  aBibetftonbeS  tft  fflt  ©leit^geroii^t 

«nb  mau  ^«  alf.  ^  ^    c^^*!7(«.  ±  y) 

j_M- 


b  - 


intib  ber  91ennec  negatio  begm.  0,  i>.  ^.  eS 

bie  ÜBebtngung  für  bie  33es 
isegung  iff. 

SDlan   überttöflt    biefe  gormel   QeitQmüiÜ)   a\iä}  auf   bie  frfiorfgSnflige 

Scf|tau6e,  inbem  man  <p  itat^  li-  «nb  /  burc^  ~-s  etfegt. 

(Snblidi  ift  noc^  ju  betnerlen,  bog  bei  beiti  einbringen  ober  Sßfen  einer 
SefeftigunSfi^raube  not^  ein  SeibungSmoment  in  einer  (Ebene,  (entreißt  jur 
gig.  418,  ©i^aubena(fife,   ga  Berüdfii^tiflen  tft, 

i.  S.  für  gig.  418  gmifi^n  ber  Olhitter 
MiMj  unb  ber  patte  AB.  SJiefeS 
^at  bei  einer  5ßteffung  §  in  ber  31ic^= 
tung  ber  ©cfiraubenai^fe  ben  SJert  ft/r', 

—  glg.  419. 


roobei  r*  =  ~~ — -  gefegt  niirb,  falls  s  bie  ©t^lüffelnwite  imb  d,  =  2  r^  ber 

Surdimeffer  in  ben  iSptgen  ift. 

Sntfprec^enbe  9tei6ungStt)erte  treten  aui^  in  @ettieben  auf  für  bie  fSf 
rüfirungSfläcEie  beS  EnbeS  einer  ®cf)rou6en(pinbeI  unb  einer  SPreftpIotte. 

Sei  ber  etnfat^en  ©i^aubenpreffe ,  bie  gfig.  419  barfteüt,  ift  j.  9.  an 
ber  ©teile  AB  np(^  bie  Sleibung  ber  Spinbel  gu  beiüdfic^tigen,  tveltfie  man  cilä 
SHeibung  eineS  ouSgeloufenen  ©tÜ^japfenS  auffaffen  lann,  fo  ba^  i^r  aHoment 

ift,  foIt8  ber  gapfenabfi^lufe  be8  ©^nubenenbeS  bei  AB  ben  DiobiuS  q  ^al. 
3)Q  burifi  biefeS  SUloment  bie  «ßtotte  CD  för  CD  — 2a  mit  ber  flraft 
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580  »ritter  Kbfc&nitt.    SritteB  flapttrt.    SroeUe  «btEitung.  [4. 

fleßen  bie  ©fluten  S,Si  unb  SjSi  gebtüift  nitrb,  (o  entfielt  an  bie(en  bie 
Stetbung 

falls  ber  Wribunflfitoefficient  für  bie  SÖerülinmfl  in  C  unb  D  mit  /  bejeidinet 

mitb.    man  ijat  alSo  ^i  [tott  Q  einaufü^ten  q(i  —ff^^)'  ^-  ^-  «^  fl*** 

Jtfo  =  C  (l  -  //  1^)  [r„t0  (<^  +  <P)  +  hf^l 

Sie  ÄDttdtut  //  —  ift  bei  SInroenbuttgen  gu  uetnadiMfftflen,  faD8  ni(^t 
audi  n«^  bo»  @en)i(^t  bet  ©diroube  unb  ber  ^refeplolte  berfldfi^ttgt  nritb. 

4.    fictlfettttt  unb  €tfi^linicn  vw  ©euBlbtn.     3Bir  betrauten  jegt 
gmei  Äeite,  bie  r4  einetfeit«  gegeneinonbeu  ftüsen,  nrie  eS  gifl.  420a  geigi, 
Sifl.  430  a. 


unb  anbecfeitS  buttfi  gniei  fefte  (Sbenen  I  unb  II  gehalten  toerben.  fEiam 
ber  etfte  Seil  eine  ffieroegung  ausführt,  bie  bem  Pfeile  Bj  begro.  Bi  ent= 
fpriifit,  \o  ift  bie  Seroegung  beS  jroeiten  ffleiteS  bu«^  ben  $fetl  St  beim.  Bi 
beflimmt,  b.  ff.  ber  erfte  Seü  treibt  ben  jnieiten  oor  fid^  ^er  unb  an  {i<^ 
^rauf. 

S}iejer  Säemegung  entfpred^  bie  in  gig.  420  a  bei  ben  ütormalreaftionen 
[N,],  [Ni],  [Ni],  [JVi]  eingegeic^neten  SfleibungSroinlel  <p.  buti^  roeli^e  bie 
SH^tungen  ber  SDiberftönbe  [11',],  [W,],  [WJ],  [ir^]  beflimmt  roetben.  ®Ieid)= 
gewillt  tritt  ein,  menn  öufaere  ^flfte  [Ki]  unb  [K^]  bejrp.  burcfi  bie  ®d|mtt' 
fiunlte  0]  unb  Og  non  [ir,]  unb  [IIK]  unb  oon  [11«]  unb  [H^]  gelten  unb 


4.]  9(nn)enbungen  bet  Seigre  oon  ben  9leibungen.  581 

jtoar  fo,  bafi  bie  brci  Äräftc  in  Oi  unb  bie  brei  ftröftc  in  0^  cinanber  unter 
fic^  auffieben.  gig.  420  b  unb  gig.  420  c  jteHen  bie  betreff enben  Seaie^ 
jungen  für  Oi  unb  O^  bor.  3Kan  gennnnt  biefe  am  einfac^ten,  wenn  man 
ft^  [Kl]  erft  paroHel  au  I  unb  bann  parallel  gu  III  geriti^tet  benft  unb  e» 
beibe  STlale  aulS  btefen  Sagen  in  feine  mirllid^e  Sage  brel^t;  entfpret^enbed 
gilt  für  [ÜTJ. 

9ta(^  bem  Sage  ber  brei  jtr&fte  gilt  bann  für  gig.  420  b 

Kl  :  Wi  :  Wi  =  sin(2 (p  +  o^)  :  cos((p  +  Si)  :  cos((p  +  o^  —  «i), 
unb  für  gig.  420  c 

®a  W{  unb  Wi  naä)  bem  ^Principe  ber  ^aarmirfung  einanber  gleid§  flnb, 
fo  ift  unter  anberem 


^v    Kl sin  («I  +  2  y)  .  cos  (cj  —  y ) 

K2        cos  (Si  -f  9?)  .  sin  («j  —  2  g)) 


m 


176) 


©ier  ift  [Kx]  bie  treibenbe  Äraft  unb  [K^]  ber  SBiberftanb  für  eine 
gletc^fdrmige  SSemegung  ber  fteillette. 

gig.  420  b.  gig.  420  c  gtg.  420  d. 


Ol) 

90»+f +  «t  — «i 


90»-hy  +  «j 


"o: 


-y-«i+«i 


90»+9»-«j. 


flel^rt  man  bie  SemcgungSpfeile  Bi  u.  f.  m.  um,  fo  finb  bie  SBinfel  (p 
auf  ber  anberen  Seite  oon  [Ni]  u.  f.  m.  5U  jeici^nen  unb  man  erhält  ebenfo 


2     i^  _    cos  (£1  —  y)  sin  (0^  +  2  y)    _  - 
Xi        sin  (aj  —  2  y)  .  cos  («a  +  y) 


177) 


$ier  ift  [Ä,]  bie  treibenbe  Äraft  unb  [Ki]  ber  SBiberftanb  für  eine 
gleichförmige  SSemegung  ber  Jteilfette. 

3m  erften  gaUe  mürbe  Z^  =  00  für  «,  =  2  y  unb  für  «i  =  90^  —  y, 

meil  ber  SRcnner  oon  ^  ben  SQ8ert  0  erl^ielte.   gür  a2  =  2  <p  \\t  2i  MOM^ 

K2 

=  3600  —  2  y  —  (900  —  y)  —  (90«  —  y)  =  180«,  b.  1^.  MO  unb  If  Og 
fallen  in  eine  Oerabe,  fo  ba^  fxä)  Reit  2  feftllemmt.  gür  Ci  =  90«  —  y 
fiele  [Kl]  in  bie  SHd^tung  oon  Wi,  fo  bafe  [T^]  überhaupt  nic^t  auftreten 
fönnte  unb  alfo  eine  SrudüBertragung  auf  fteil  2  überl^aupt  nid^t  ftattfinbet. 
3m  jmeiten  gallc  gilt  für  «i  =  2  y  unb  e^  =  90o  —  y  ©ntfpred^enbeS 
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S)rUtei  Sbfd^nitt.    2)ritted  StaptUt    3n)eUe  Slbteilung. 


[4. 


@(^tebt  man  gig.  420  b  gum  Jtraftbreied  guf ammen  unb  ebenfo  gig.  420  c, 
\o  laffen  fid^  beibc  S)rcic(f e,  ba  ja  TTi  =  Wi  ift,  octeiniöcn,  tote  c§  gig.  420  d 
(a.  0.  ®.)  geigt.  S)abei  nnrb  0  ber  $oI  für  bie  S)arfteIIung  belS  ©eilecfS 
Jtfi  Oi^f Oa^f)  ber  Hauptfigur. 

Sollen  bie  Aei(e  1  unb  2  in  9ht]^e  oerl^arren,  fo  barf  roeber  bie  erfte 
nod^  bie  gleite  SSeroegung  möglid^  fein.  9IuS  ®(eid^ung  1)  folgt  ir^  <C  miC^ 
unb  aus  ®Iei(^ung  2)  folgt  iT,  <  inZi  atö  Sebingung,  b.  1^.  man  ^at 

fn>  —:>  -=' 

2)ie  SteibungSlegel  oon  My,  M  unb  üfj  beftimmen  babei  ba^  (Sebiet  für 
atte  möglid^en  ßagen  oon  [iri],  [Wi],  [W^],  [Wi],  meiere  ber  SRul^e  ber  fleile 

entfpred^en;  innerhalb  biefeS 
gig.  420  e.  ^  ©ebieteS  gtebt  eS  natürlid^ 

unenblic^oiele  @eiIpoIggone 
M1O1MO2M2,  beren  ®reng* 
lagen  burd^  gfig.  420  d, 
meldte  ber  Semegung  Bi  2c. 
entfprid^t,  unb  burd^  gig. 
420  e,  meldte  ber  entgegen^ 
gefegten  Semegung  ent« 
fprtc^t^beftimmtfmb.  Stufeer* 
bem  ift  auc^  für  bie  Sage 
Ml,  M,  M2  ein  großer  ©piel* 
räum  oor^anben.  ©clbfts* 
oerftönblid^  mu^  babei  eine 
2)rudübertragung  mdglid^ 
bleiben,  b.  1^.  bie  ©eiten  beS 
©eiledfS  muffen  burd^  bie  S5e* 
rü^runggf[ä(^e  felbft  gc^en 
unb  nid^t  etma  buri^  beren 
Srmeiterungen. 

S)ic  SBetrad^tung  löfet 
ftd^  ol^ne  meitcreS  auf  be« 
liebigsoiele  fleile  übertragen, 
inbem  man  g.  S.  gunöc^ft 
bie  ©tüftflöc^e  I  burd^  einen 
brittcn  Seil  erfcftt,  ber  auf 
einer  ©tü8fla(^e  I  ru^t  u.  f.  f. 
Sin  äeifpiel  für  eine 
berartige  Äeilfette  bietet  ber 

SBogcn  einc§  geroö^nlid^en  OemöIbeS,  mobei  man  oon  ber  gegenfeittgen  Se* 

feftigung  ber  ©teine  burd^  bcn  SDlörtel  abfielt. 

ßffnet  fidö  bie  ©d^eitelfuge  bei  Ä  nad^  aufeen,  mobei  ftd^  gugleid^  an 

irgenb  einer  ©teile  P  eine  guge  nad^  innen  öffnet  (oergl.  %xq.  421),  fo  ift 

H  gu  grofe.   Um  bie  guge  bei  F  gu  fd^Iie^en,  müfete,  roenn  [G]  bag  ©emid^t 


4.] 


Slmoenbungen  ber  Beirre  oon  ben  Sftei^ungen. 


583 


beS  Oetüötteftüdc»  jnnft^en  Ä  \xxü>  P  bcjeit^net,  für  P  otö  S)re^punft  fein 

ax>  Hy,    b.  ^.  H<  Ö-- 

gür  ffa?  =  Hy  gel^t  bie  Sftcfultantc  oon  [H]  unb  [G^]  gcrabe  burd^  P, 
b.  §.  bic  Sftid^tungglinic  bcS  SrudcS  trifft  bic  äufeerc  aBöIbungSlinie, 

fte  überft^rcitet  bicfe  für  fi'>  6^--    ßicgt  Ä  unter  P,  fo  roirlen  [H]  unb 


[6r]  in  bemfelBen  Sinne,  b.  ^. 
bie  flonftruftion  ift  in  SJejug 
auf  P  ftd^er. 

öffnet  ftd^  bie  ©d^eitet 
fuge  bei  B  naä)  innen,  njobei 
ftd)  sugleic^  an  irgenb  einer 
©teile  Q  eine  gfuge  nad^  ou^en 
öffnet  (oergl.  gig.  422),  fo  ift 
H  3U  Hein.  Um  bie  guge  bei 
Q  ju  fd^liefeen,  mü'^U,  wenn 
[a']  bog  ®zwxä)i  beS  ®zwölbzt. 
ftücfeS  jmifd^en  j&  unb  Q  be* 
geid^net,  für  Q  atö  ®re^pun!t 

^""       Ht/  >  G'x\ 
b.  ^. 


Sig.  421. 


X 


gig.  422. 


1^>  ^'  — • 

gür  Ht^'  =  Gx'  ge^t  bie 
SHefuItante  oon  [H]  unb  [ff'] 
gerabe  burd^  Q,  b.  I|.  bie  Sftid^s  ^ 
tungSlinie  beg  ®rud(e8^ 
trifft  bie  innere  SBölbunggs^ 
li nie,  fte  überfd^reitet  biefe  für 
,  x' 

aSeftimmt  man  alfo  G—  für  jebe  guge  beS  (SemöIbeS  unb  begcid^net 

y 

man  ben  babei  auftretenben  SDlinimalmert  \G  —  \       burc§  B^,  fo  mu^ 

\       ^  /Min. 

H  <n^  fein:  ebenfo  mufe  H  >  H^  fein,  faUS  man  fff'^^       burd^  H^ 

\         y  /Max.      _ 

begeic^net.    gür  ben  äöert  beS  t^atfäd^lid^  oorl^anbenen  [-ET]  gilt  alfo 

H^>H>Hi 178) 

alg  Sebingung  bafür,  ba^  fein  flippen  ber  ©emölbefteine  eintritt  begm.  bafür, 
bafe  bie  SRii^tungglinie  bt^  S)rudfe8  nic^t  auS  ber  SBöIbung  l^erauStritt. 

©anbelt  eS  ftd^  j.  ».  um  ein  fc^eitred^teS  ©emölbe,  fo  ift  für  irgenb 
eine  guge  QP  für  ö  atö  ©rel^puntt  [H^^]  unb  für  P  aK  ©rel^pimlt  [Hp] 
3u  benugcn.    SSergl.  gig.  423  (a.  f.  ©.)• 
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Strittet  i(bf^nitt.    2hrUte0  StopUel.    Smtite  «U>tetlung. 


[4. 


gür  P  als  S)re^unft  toirb^  ba  J.  unterhalb  von  P  liegt,  boS  SWomcnt 
Crx  burd^  Hp  .  y  ftctS  unter ftäftt,  fo  bafe  für  H  |ier  überl^aupt  feine  obere 
©rcnge  Hi  ejiftiert. 

gfür  bie  untere  ©renje  H^  ift  Q  a(d  S)rel^punlt  ju  nel^men,  unb  man  I)at 

^^  «'  rit    ^Q  —  ^ 

(r  —7  ^  (r    •  ; • 

gür  ^C  =  J9  unb  2i  Pö^'  =  «  ift  JBP  =  jer  +  dcote,  fo  bafe 


m 


_  1  3jg«  +  Sdjgcofg  +  d^cot^s 


s 


2jer  +  dcofa 
ift  (oergl.  @.  469). 

gür  eine  SluSbel^nung  l  beS  (SeroöIbeiS,  fenlreci^t  3ur  (Sbene  ber  S^ic^» 

nung,  ift 

O'  =  \d  .1  .d(2e  -f  dcots), 

falfö  baS  fpecififd^  ®en)id^  bed  äRaterioHS  mit  d  beg  eiltet  mirb.     90t an 
^at  alfo 


y 

Stg.  423  a. 


f-  =  |d  .  i  .  {^z^  —  d^cotU). 


gig.  423  b. 


QV 


V         '^ 


\ 


/ 


T 


y 


f^ :^v a- J, 


\ 


\ 


\ 


\ 


\  \ 


^ 


H, 


\i' 


i« 


\ 


\ 


\ 


\ 


\ 


M 


ober 


@oQ  bie  9lid§tungglinie  beS 
®ru(Ieg  fenlred^t  ju  ben  gugen 
oerlaufen,  fo  muffen  biefe  alle 
burd^  eine  ®erabe  ge^en,  fenlre^t 
jur  ßbene  ber  gcid^nung  in  M. 
3n  biefem  "S^Ut  ift  ÄM=  atga  =  etgs  unb  man  ^at 


y 

G'x' 


y 


,     =^^8  A  .  aUot^B 


(^'^'«-S 


'  ^1 


G'x 


gür  ha%  3Kajimum  H^  oon  — —  gilt  bann  H  >  H^,    SHefeS  3Jlaa;i* 

mum  tritt  ein  für  ben  größten  SBert  oon  cota  beam.  für  ben  Ileinftcn  SBcrt 
oon  £,  b.  ]^.  für  a. 
SRan  5at  alfo 
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Hi  =  \ö  .1  .  a^(s  —  ^  cot^aY 

®a  bte  SRtd^tungSltnic  bcS  DrudcS  jcnfted^t  ju  bcn  gugen  ftclien  joll,  fo 
^eben  ft(§  bte  flomponcntcn  von  [H]  unb  [ö'],  loclc^e  ber  guge  PQ  parallel 
ftnb,  auf,  b.  ]&.  eS  ift  Hcoss  =  Cr' sine  ober  H=  G*tge. 

gür  ß  =  a  gilt  olfo 

unb  eS  ift  babei 

a'  =  ld  .1  .  d(2a  +  dco<a). 
2)arauiS  folgt 

cota'i  —  sU^Y—  l\cota  +  6^  >  0.    , 

Set  gegebenett  SBerten  oon  a  unb  d  ift  alfo  a  getnäfe  biefer  Ungleichung 

2d 
ju  beftimmen.    SRan  genügt  i^r  3.  SB.  burd§  cota  =  —  gemöfe  gig.  423  b, 

in  weld^er  cot  a  =  tga*  ==  —  ift.    S)urd^  a  gemittnt  man  $ßun!t  M  unb 

bamit  bie  SRid^tung  jeber  Beliebigen  guge  FQ. 

2)a  bie  Sftid^tungSIinie  beS  ©rudeS  auf  ben  ^rxQtn  fenlret^t  fte^t,  fo 

tdnnte  ber  Steibungdlegel  in  j[ebem  ®tü|punlt  bie  £)ffnung  0  l^aben,  b.  E|. 

bie  Steine  tonnten  l^ier  abfolut  glatt  fein.   S)ieS  folgt  aud^  au8  ben  im  Ein* 

K  K 

gange  biefer  Plummer  enttoidelten  gormein  -—  unb  •=?  für  9  =  0,  ba  üTi 

unb  K2  l^ier  bie  Oemid^te  ber  (Semölbefteine  ftnb,  für  toeld^e  G  =  Hcots  gilt, 
©anbelt  eg  ftd^  ferner  um  einen  (Semölbebogen ,  beffcn  SSertilalfd^nitt. 
burd^  3n)ei  tonjentrifd^e  ©albhreife  begrenat  ift,  fo  ift  für  irgenb  eine  rabiale 
guge  OQP,  gemöfe  gig.  424  (a.  f.  ©.) 

.         ^     OP'  -  OS'  r^^^^-OS.sin^ 

(jT  —  =  Cr  •  -Tri ^  ^»  ==  Cr 


Uttb 


y  ÖA  —  OP"  ra  —  r^coss 

e 


4,  nnf         n  c'  r^sins  —  OS  .  sin 

y'  ~  OB  —  OQ"  ""  ri  —  racosa 

®abei  ift  a  =  6^'  =  J«  .  i  .  (r^«  —  r^arcs,  faHS  bie  SluSbel^nung 
beS  OemöIbeS,  fenhed^t  jur  geid^nungSebene,  mit  l  unb  ha^  fpeciftfd^e  Oemid^t 
mit  8  bejeid^net  mirb. 

SHu^erbem  ift 

3         3    ^*^  9" 

OS=§^i ^, -' 

^  rl  —  r^  B 


arc-^ 


S)emnad^  ift 


Dritln  tibfctinitt.    2)iittc0  ftaintel.    3mettf  aEiteilung. 


iLL  =  M.i f.. 

ff  Ti  TiCOSt 

güi  ben  erften  äluSbntd  ift  £  fo  gu  beflitntnen,  ba^  er  ein  3Rinimutn 
(Hy)  rmxb;  fflr  ben  jioeiten  $[uSbruif  ift  c  \o  ju  befttminen,  bog  er  ein 
anoi^imunt  (H,)  wiib.  <Se  gitt  bamt  ffii  baS  t|atfäcf|lid|  ootfianbene  [H] 
bie  9ejiel|ung 

-ffi  >  H  >  H,. 

Um  H]  unb  if,  gu  beftttnmen  für  ein  gegebenes  SBei^ttniS  —  =  n, 


■  ben  äSett 
y 

ZT,  =  0,1285  .6  .l.r^  axOi  jirai:  für  t  =  61<»16',  b.  f|.^eS  ift  a«  nelimen 
i/  >  0,128B  .S.l.rl 

Slnftatt  nun  audi  noc^  H^  ju  beftimmen,  gel|t  man  mit  bem  SBerte 

Ut    on   ben  Entrourf   unb   oetgröfeeit  H  not^  SBebütfniiB,    aber  (o,   ba§ 

bie  entf)]re(^enbc  Stt^tungStinie   be8  3)ructeS  (oeigl.  ®.  583)   nii^t 

gjg_  424.  0^  '^'t"  ©eroSIbequerft^nitte  ^t' 

ouStiitt. 
:  SDHt  §ülfe  biefer  Sinie  (ann 

mon  nun  überhaupt  für  bie  ©it^e 
^eit  bet  ©emölbefonftiuttion  bie 
fotgenben  Stegein  auffteDen. 

SoQtn  bie  ©eroöEbefteine 
ni(^t  gegeneinonbei  gleiten,  ]o 
mufa  bie  91i(^tungSIinie  beS 
%xixd'ei.  gemfi^  ber  e&en  buii^s 
geführten  Unterfud)ung,  an  jebem 
StöSpun!te  innerhalb  heS  3U. 
gel|örigen  91eibungS(egel8 
bleiben. 
;  I  ;  SDlan  pflegt  biefe  Sorbeninfl 

•* r^ >;  (ji8  [,i(  eine  Sebingung  ber 

^ r j  ©tobilität   beS  OeroötbeS  ju 

beaeif^nen. 
SKSjroeiteSebtngunsfDmmtbaau,  ba|  bie 9)ii^tungSItnie  be8  S}rui{eS 
gana  inneifialb  be§  @eroÖlbeg  oeililuft,  b.  I).  ftetS  auf  n)iilli({|  tnatecieKe 
leile  trifft  unb  nirfit  etroa  bie  geomelrifc^e  Erroeiterung  einer  ®emö[befuge. 
SBö^ienb  hie  etfte  ©ebingung  Sii^er^eit  gegen  Sinftura  buri^  ®(etten 
ber  ®en)Mbefteine  gemö^rt,  giebt  bie  ameite  (Sic^ei^eit  gegen  Sinftura  burd^ 
Aippen  ber  SemBlbefteine. 


5.] 
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älu^erbem  mu^  nod§  brütend  baS  äJlaterial  bte  2)rude,  bie  i^tn  ju^ 
gemutet  toerben,  aud^  loirllic^  ausholten  lönnen,  b.  1^.  bie  Dern^enbeten 
SDrude  müflen  suläfftg  fein  in  Sejug  auf  bie  geftigfeit  bc8  aHaterioIeg. 

äBir  betrad^ten  bie  jmeite  93ebingung  no(^  ttwa^  genauer.  SBejeid^net 
[H]  nneber  ben  ©orijontalfdö^ß  i"  i^ß^  ©d^eitelfuge,  fo  ift  [H]  augleic^  ber 
^orijontale  Srud  für  jeben  SCeil  ber  Äonftruftion,  weil  bie  ®en)ölbefteine  aK 
Selaftungen  nur  oertilale  Jhöfte  l^injufügen. 

gfür  H<  0,1285  Ä  .  Z .  r/  würbe  ftd^  bag  Oewölbe  in  ber  fjuge,  bie 
e  =  610  15'  entfprid^t,  nad^  au^en  öffnen  (Srud^fuge).  S)ie  Slid^tungSlinie  beS 
SrudfeS  würbe  für  H=  0,1283 d.l.r^  bie  innere  SBöIbungSlinie  in  jener  guge 
berül^ren,  für  Heinere  SBerte  oon  H  würbe  fie  bort  auS  bem  ©ewölbequerfd^nitt 
l^erauStreten,  für  größere  SBerte  oon  H  bort  in  bem  ®ewöI6equerfd^nitte  bleiben. 

Sntfprec^enbcS   gilt   für   ba^  SKinimum   oon  —   in  SSejug   auf   bie 

Öffnung  nad^  innen  in  einer  beftimmten  SJrud^fuge. 

§at  man  für  ein  ®ewölbe,  wie  eS  an  bem  Seifpicle  gegeigt  worben  ift, 
bie  ©renaen  H^  unb  H^  für  -ET  beftimmt,  fo  Wfet  fid^  in  jebem  5ßunlte  ber 
@d^eitelfuge  AB  in  jebem  SBerte  oon 
[H]  in  ben  ©rengen  Hi  unb  fl,  eine 
9li(|tung8linie  beS  ©rudteS  geid^nen, 
weld^e  innerhalb  beS  ©ewölbequer^s 
fd^nitteS  bleibt. 

©d^neibet  fte  bie  Sugen  inner:* 
^alb  ber  Steibungl^Iegel  ber  ®tüg« 
punlte,  fo  ift  bei  guWfftger  SSelaftung 
beS  3JlateriaIc8  Stabilität  oorl^anben, 
anbernfalß  mu^  ber  Sttngriffgpunit 
oon  [H]  ober  beffen  SBert  innerl^alb 
ber  ©rengen  Hi  unb  H2  ober  bie 
gugenfteHung  geönbert  werben. 

S)ie  ^nberung  ber  9tid^tung§^ 
Knie  beg  ©rudfeS  bei  SBerwenbung  oon  H  in  ben  ©renjen  Hi  unb  H2  ift 
aus  gig.  425  erfid^tli^  wo  Gj,  G2,  G^,  .  .  .  bie  ©ewid^te  ber  ©ewölbefteine 
finb,  00m  ©d^eitel  auS  georbnet. 

Über  bie  wirflid^e  ßage  ber  Sftid^tungSIinic  beS  2)rud[e8  in  einem  auS^s 
geführten  ©ewölbe  läfet  fic^  erft  auf  ©runb  beS  elaftifd^en  Ser^altenS  beS 
äHaterialeS  ©ewi^^eit  erhalten. 


Sig.  425. 


5.  Seil«  unb  StctteitroIIen  unb  entf^ired^enbe  Serbinbungen.  2)ie 
Slraft  P,  weld^e  eine  Saft  Q  über  eine  fefte  JRoUe  fü^rt,  l^at  babei  ben  SBiber;» 
ftanb  ber  S^pfenreibung  gu  überwinben,  fo  bafe  P  >  §  ift.  ©er  Überfd^ufe 
P  —  Q,  ber  bei  einem  JRoIIenl^albmeff er  r  hci%  SKoment  (P  —  Q)r  liefert, 
überträgt  bie  Sewegung  be8  Seilcg  burd^  bie  ©eilreibung  auf  bie  SRoDe.  S)a 
baS  aWoment  ber  ^ojfl\txvcÄh\x'a%  D  .f .  q  ift  (oergl.  @.  545),  faDg  D  ber 
3apfenbrudt,  q  ber  Sopfcnl^albmeffer  unb  /  ber  entfpred^enbe  SReibungSfoeffi:* 
cient  ift,  fo  gilt 


588  S>Tittet  Vb\^nm.    S)iitte8  AopUtL    ^roette  «(btcttung.  [5. 

iP-Q)r  =  D.f.(t. 

Set  einet  qltv^'ibatäQm  Setoegung  bei  9loQe  tft  für  paraMe  @et(e 
D  =  P  -I-  ^,  |o  bal 

P+  Q  ^  r 

unb  P-Q      fQ 

»  2/p    ,    /*9' 


1  +  Z£       (i  +  ^y       i  +  2Zp^ 


•2 


P  r  ■\-  /q *"    \  T  J    r  r 

tft.  '■  ^* 

S)a  —  ein  echter  Srud^  tft,  fo  löfet  ftd^  ^—^  im  35^1^^  «nb  im  3lenncr 

T  V* 

gegen  bie  anbeten  ®rdgen  joemac^IAfftgen  imb  mmt  erl^&It  in  gemiffer  ^n^ 
nö^erung,  \dS&  man  noc|  2q  =  d  fegt, 

ober  e  r  r 

i'=«  +  «-=^ 179) 

2)er  SBocgang  ift  bemnad^  fo,  afö  menn  Q  megen  ber  3<ipf^^^^^^^"8 
vm  Z  =  Q  '  ^-^—  oermel^tt  merben  mü^te,  fo  ba^  bie  ftraft  P  eine  größere 

T 

ßaft  C  +  Z  Bemcgt,  ftatt  ber  ßaft  q. 

®inb  bie  Seile  nic^t  parallel,  fo  ift  für  2«  ali^  Sentriminlel  beS  um« 
fpannten  SogenS  angenähert  D  =  2Psina  unb  bemnac^ 

(P  —  Q)r  =  2Fsina  .  f .  q, 
b.  ^. 

1  (2(^l  +  ?^5in«) 


p=e 


1 ^^-^sma         1 ^^—-stn^a 

r  r* 


aHan  ^at  alfo  in  gleid^er  Slnnö^crung  mie  oben 

P=e(l4./^)    unb    z=^^^     .    .    .     180) 

S)erf elbe  8Iu8bru(I  ergiebt  ftd^  unmittelbar  f ür  D  =  2  ^  si  u  a. 
gür  a  =  900  erl^ölt  man  mieber  bie  gformcl  für  parallele  ©eile. 
Säerüdfw^igt  man  no^  bie  Steifigicit  beim  Slufmideln  unb  Beim  316* 
mideln  (oergl.  §  93),  fo  ift  P  noc^  weiter  a«  oermel^ren 

für  $onf feile  um  S  =  —  •  (?,  mobci  a  =  0,03  «a  big  0,09  d^  ju 

T 

fegen  ift,  falls  8  ben  Seilburd^meffer  in  ßentimctem  bcacit^net,  unb 

für  Äetten  um  S  =  ^^  big  ^^,  fattS  8  bie  Störle  beS  ftetten:^ 

r  r 

eifenS  bejm.  ben  ©clenlboläcnburd^meffcr  bcjeic^nct. 


5.]  QCntDenbungen  bet  Se^re  von  ben  aieibungen. 

gür  ©caroHen  crl^ftlt  man  alfo  für  P  oK  aRimmum 
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181) 


r  r 

gfür  r  =  4a,  d  =  0,8«,  /=  0,08  ergiebt  ftc^  j.  ».  P  =  1,04  §  btö 
1,09  C  bei «  =  1,6  cm  unb  P=  1,09  ^  big  1,25  Qhzxd  =  6,2  cm  für  a  =  90». 
gfür  flettenroQen  ergiebt  ftc^  ebenfo  für  P  old  ältimmum 


=  «(l  + 


fdsina        0,2« 


) 


182) 
r  r     '  ^ 

gfür  r  =  10«,  d  =  3*,  /=  0,08  ergiebt'  ftd^  3.  ».  P  =  1,044  q 
bis  1,06  §  f ür  a  =  90^,  toobei  für  ocrgal^nte  ÄettenroHen  ber  obere  ®rena* 
lüert  (1,06)  ju  nel^men  ift. 

gig.  426.  glg.  427. 


90V« 


sbV^a        läb*-2a 


R 


S)abei  ift  r  ju  meffen  in 
ßentitnetem  oon  ber  Sllitte  ber 
9ioIIe  bis  3ur  ^Ritte  beS  ©eileS 
ober  ber  Äette. 

SBeaeit^nen  P  unb  ö  ©eüf pannungen ,  fo  ift  P  bie  Spannung  im  ob^ 
laufenben  ©eilftüdf  (Trum)  unb  Q  bie  Spannung  im  auftaufenben  ©eilftücf 

(Trum). 

SBeaeid^net  man  bie  Älammer  bei  $  burd^  ft,  fo  ift 

r  =  liQ    unb    (t  >  1. 

S)er  aSirfungSgrab  ift 

1 
1^  =  — . 

gtir  Sra^tfeilroIIen  l^at  man  im  SMittel  ri  =  yki  3^  f^^"- 

gür  bie  lofe  5RoQe  (oergl.  gig.  426)  ift 

P  =  iiQ    unb    i22  =  pa -j-  §2  —  2PÖcos2a, 
b.  §. 

P  =  Ü. 


unb  ^  =  ii 


yi  +  fta  —  2(ico82a  Vi  +  ft«  —  2[icos2a 

gär  poraDele  ©eile  (2  a  =  180»)  ift  l^ier 

P  =  E^-4—    unb     Q  =  B'^ — 

1  4-  ft  ^  1  +  ^ 
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gür  bic  fogettannte  ^umgcle^rtc  löfc  aiollc',  bic  gig.  427  (o.  o.  ©.) 
barftcQt,  ift  für  2  a  =  180o 

Q  =  ^R    unb    P=  R  +  Q, 
b.  i).  man  f^ai  §ier 

p  =  J2(l  -f  ^)    unb     Ö  =  fiR. 

gür  ben  SloHcnjug  (ocrgl.  gig.  198)  crgtcbt  ftd^  unter  Scrücfftd^tigung 
bcr  SReibung  foIgcnbeS: 

9Kan  ^at  für  bag  ffimporjicl^cn  oon  [R] 

a)  K=(iSe,  Se  ='iiS,,  S,  =  liS^,  S»  =  ftSj, 

b)    2^   +    Gj   =  gj    -|-    iSs/  ßi2  +   (tj  =  S3    +    ß'4/   S4   -|-    6r3  =  S5  +   S'g. 

Sefttmmt  man  oon  X  auS  ober  t)on  E  auS  bie  @etlfpannungen  burc^ 
einanber,  fo  erl^ölt  man 

gür  fi  =  l,  b.  fj.  Bei  SJemad^Iöfftgung  ber  3iciBung  crgtebt  ftc|  roiebcr 

ii  +  Gl  +  2  (?3  4-  4  ffs  =  SK 

gür  baS  Slblaffen  oon  22  gilt 

a)  Se  =  ^^^  S-,  =  (iSs,  Ss  =  /iS^,  Si  =  /tS,. 
©tc  ®ruppe  b)  bleibt  unocrönbert. 

®egen  a)  im  vorigen  galle  erfd^eint  f*  erfcftt  burt^  — ,  b.  1^.  eS  gilt  jc^t 

gür  ben  gflafd^enaug  ber  gig.  222  ergiebt  ftc^  ebenfo  für  baS  Smporaie^cn, 
faUg  bie  ©eile  von  Iinl8  nod^  red^tS  burt^  1,  2,  3,  4,  5,  6  unb  bog  ©eroic^t 
ber  unteren  giafd^e  burd^  G  begeit^net  roirb 

a)  P  =  ftSi,  Si  =  ftSa.  Sa  =  (iS„  S3  =  (iS„  S,  =  fiS,,  S5  =  (iSe, 

h)  R  +  G  =  Si  +  S,  +  Ss  +  S,  +  S,  +  S,. 

aJlan  ^at  alfo 

(R  +  G)(i'      ^  p 
1  +  /t  +  •  •  •  ft^ 

3ft  n  mieber  bie  ©efamtja]^!  ber  SRoQen  unb  G  ba$  ®emid^t  ber  unteren 
giafd^e,  fo  gilt  allgemein 

^  ^        (R  +  G)ii-        ^  (R  +  G)ft»(ft  -  1) 
1  +  f*  +  •  •  •  Z*""^  I***  —  1 

2)cr  äBirlungSgrab  ift 

_     /i»»  —  1        1 

Seim  SHff erentialflaf d^enjug ,  ben  gig.  428  barfteDt,  bilben  bie  Beiben 
oberen  SRoHen  einen  eingigen  fldrper,  ber  ftd^  um  bie  gemeinfd^aftlid^e  fefte 
S)re^ad^fe  Ä  ju  breiten  oermag.    SHe  SHoIIen  finb  l^ier  afö  ffettenfd^eiben  ton» 
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ftnriert,  b.  §.  an  Üirem  Umfanße  mit  3"^"*"  oer|ef|en,  bie  in  bie  ©dtialen 
bet  Itettc  flteifen  unb  auf  btefe  SSrife  ein  ©leiten  berjelbcn  auf  ben  Uni= 
fiingen  oer^tnbcm.  £)ie  untere  lofe 
!tettenfif)eibe  trägt  bie  ju  ^ebenbe 
Saft  Q.  S)ie  Salbmef^er  ber  beiben 
Dbeten  ÄEttenft^eiben  feien  R  unb  r. 
bet  §albmeffer  bet  unteten  ©dieibe 
fei  Vi  unb  bie  3ipf'ti  mBgen  ben 
Solbmeffer  rj  ^a6en.  Sei  bet  um 
baS  @t)ftem  bet  btei  Jtettenfi^eUien 
gefegten  Jtette  o^ne  @nbe  fei  in 
bera  ft^taff  ^erunter^flnflenben  Seile 
btT  obeten  größeren  ®cf|eibe  bie 
ftraft  P  niirtfom,  unb  bie  oon  bet 
unteten  lofen  Scheibe  nadj  oben 
fü^renben  ieile  berÄette  mägen  bie 
Spannungen  Sj  unb  Sj  etfa^ren. 
SRan  I|at  ^iet,  falls  (i'  ben 
ftoefficienten  füt  bie  untere  3toIle  be« 
jeidinet,  Si  =  (t'f^  unb  S,  -f-  S,  =  fi. 
b.% 

^'  =  «TT7 

unb 


S,  =  «• 


1 
1  +  C'' 


S)en(t  man  fät  bie  obere  SHoUe  bie  ftiaft  ä,  am  9Itme  r  eifegt  buri^ 
eine  Ätoft  am  arme  -S,  fo  fyA  biefe  ben  SBert  -^,  unb  eS  mittt  nun  on 

ber  anJenliSn*«  (S)  ber  oSeren  StoOe  bie  «roft  i"  +  ^-     3ft  c  ber 
Soefficient  für  bie^  obere  SloIIe,  fo  gilt  alfo  fär  baS  ^eben  ber  Saft 
S,r 


P  + 


-fS.. 


Xrfigt  man  bie  oben  beftimmten  äSerte  oon  Si  unb  Sg  in  biefe  gormel 
ein,  fo  ergiebt  fu^ 


-rh'(>'>-iy 


Sei  bem  geringen  Unterfc^iebe  bet  §albmeffet  bet  obeten  unb  unteren 
SloIIe  lann  man  fi  -^  ji'  fegen,  b.  f).  man  erEiAlt 

1  +  ^V^       b) 

gör  haS  9lb(affen  ber  ßaft  ift  inieber  (i  bur[^  —  ju  erfesen,  fo  bafe  jejt 


XtriOei  übf^ttt    XnrttteS  Oaplttl.    3n»ite  abteilung. 

1  +  ^  V     -^v 

©elbftlieinmunfl  tritt  ein  für  ^  <  -5,  b.  ^.  für  —  <  fi'. 


Sei  äBemoditfifrigung  im  SReifeung  O  =  l)  tft  P  =  -1 -^  ■ 

anan  ^ot  a(fo  für  baS  Smpcrjie^n  bm  SSiitungSfliab 

'  2         it^R  —  r 

gflr  f*  =  1,06  unb  B:r  =  12: 11  ift  ij  -^  0,4. 

6.  !C(t  §tlpel.  aSJenn  bte  ©tangen  jl.i'  unb  BB'  btiw.  in  J  iinb 
B  (oetfil.  gig.  429)  mit  Soljen  oon  bm  Slabien  (t,  unb  ^^  eingetentt  fmb 
unb  iDenn  bei  S)i:ef|pun(t  0  burd)  einen  3i^f^  o""^  9Tabiu8  r  gebilbet  miib. 


fo  f|ot  für  eine  gleidifSimige  Seroegung  im  Sinne  beS  3)reI|ungS))fei(e8  D,  bem 
bie  Sie^ungSpfeile  Di  unb  7),  ber  ©fangen  entfpiecf)en,  für  SC  =  c  bofi 
SDloment  aP  +  Gc  neben  bem  SUomente  ^b  überbieS  bie  9lei6ung8momente 
(nergl.  bte  $fei(e  £„  B,  B,)  in  A,  B  unb  C  au  übenoinben,  für  nieb^e  beim. 
i',  0  unb  P  +  Ö  -f  G  bie  Sopfoihrude  fmb.  Sejei^net  man  ben  SReiBungSs 
foefficienten  für  bie  S'^Pf^'^ci^ui'S  bmi^  /„  wobei  /,  in  ftarf  ausgelaufenen 

4 
Qagern  ben  3Bert  /,  im  oQgenteinen  aber  ben  SBect  — /  (oetgl.  ©.  650)  be* 

jeii^net,  fö  ift 

aP  +  cG  =  bQ+/.g,P+/.g,Q  + /.riP  +  Q  +  G) 
ober 

P[a-/,(P.  +r)]=Q[b  +Mq,  +r)]-aic-f.r). 
<3iebt  man  bem  ^attor  von  Q,  ber  bei  ber  (£nlnri(felung  oon  P  auftritt, 
bie  t5<)i™ 
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<*  1         ^  9i  +  r' 

\o  erhält,  abgefel^cn  oon  — ,  bcr  Slenncr  Bei  aJhtltipIilation  mit  1  +  /, 

angcnäl^crt  bcn  SBert  1,  voSfyctob  ber  ßd^ler  ebenfo  bcn  SBert  1  +  /,  ^*  7"^ 

+  f,  ^^  etl^ölt    8Bcnfo  crl^t  ber  goltor  oon  —  ö,  ber  Bei  ber  Snt* 

njufelung  oon  P  auftritt,  im  Jlenner  angenäl^  ben  SBert  1  mib  im  Sft^Ier 

ben  aBert  1  -/,-  +/,^i-±-^. 

c  a 

aHan  %oi  alfo 

göt  p,  =  9,  =  p  tft 

gür  ben  gleicharmigen  $ebel  (a  =  5),  beffen  ©ftmerpunft  iS  im  S)re]^ss 
punfte  C  liegt  (c  =  0),  ift 


/v/ 


ö  (l  +  2/, .  ^^)  +  ^  ./s^  =  Ö  +  Ö. 


93ei  aSemad^I&fftgung  ber  SteiBungen  m&re  in  biefem  gaQe  eine  Jhaft  Pq 
nötig,  fo  ba^  p^  =  ^  ift;  eS  mufe  alfo  P©  um  ^oermel^rt  merben,  wenn 
Semegung  im  Sinne  beS  $feile8  D  eintreten  foU. 

Crfcfet_  man  -f /,  burc^  — /,,  fo  erholt  man  P=  Q—Q,  b.  l^.  Po 
mufe  um  Ö  oerminbert  werben,  toenn  SSemegung  im  entgegengefeftten  ©innc 
«intreten  foll. 

2)a  in  biefem  gaDe  Q  als  ftraft  unb  P  oK  Saft  anjufel^en  ift,  fo  gilt  aud^ 

Dber 


1  +  2/.£J^        1  +  2/,»  +  ' 


a  a 


äRuIti|)It}tert  man  bie  galtoren  oon  Q  unb  G  im  ^&i^tt  unb  im  9lenner 
tnit  1  —  2fz- ,  fo  erl^alten  bie  Slcnner  Bei  ber  oorauSgefcfeten  Sin«« 

tv 

aBernide,  ajlet^anit    I.  3g 
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nä^crung  bcn  SBcrt  1,  n)ft§rcnb  ber  3d^Icr  bei  Q  bcn  SBcrt  1  —  2/,^-i-^ 

CT 

unb  bcr  Q&ijitx  Bei  —  6r  ben  SBert  /,  —  erl^ält. 

SRan  fielet  alfo^  ba^  beibe  (Snttmdelungen  übereinftimmen. 

2)iefelbe  SSetrad^tung  Ift^t  ftc^  oud^  mit  $ülfe  beS  SteibungdlreifeS  (oergl. 
®.  551)  burt^fül^ren.  9ln  ber  Srenje  ber  SSetpegung  im  @imte  bel^  ^feileS 
D  beam.  ber  Pfeile  Di  unb  Da  ber  gfig.  429  Berühren  bie  flräfte  [P],  [Q] 
unb  bie  Slealtion  in  C  Begm.  bie  3leiBung8lrcife  oon  Ä,  B  unb  C,  utib  jmar 
berühren  ^P]  unb  [Q]  i^re  Jheifc  red^tS,  mä^renb  bie  SReaftion  in  G  il^rcn 

A   Sig.  430. 


a 5 


B' 


D, 


M 

ShreiS  linö  Berül^rt.  Senlt  fid^  nämlid^  J.,  fo  mufe  ftd|  4-ä.'  nad^  aufeen 
unb  BB*  nad^  innen  breiten,  um  oertilot  gu  BleiBen,  b.  ^.  Bcibe  Säemegungen 
folgen  beut  Ul^rgeigisr;  bieiSteiBungSmomente  für  ben  Stallen  bed  ^ebetö  ent« 
fpred^en  infolgebeffen  (tjergl.  bie  5ßfeile  B^  unb  Ej)  Bei  A  unb  Bei  B  gleidö* 
faUg  ber  Ul^rgeigerBemegung ,  fo  bafe  für  il^re  ©arfteHung  [P]  Beam.  [(?]  oon 
A  Beam.  B  ou8  nqd§  red^S  gerüdEt  merbcn  mufe.  2)a  fid^  ber  ©eBel  felBft  gegen 
bie  U^r  Bemegt,  fo  xtm^  ho§>  JReibungSmoment  (oergl.  ben  Sßfcil  B),  meld^eS  bie 
Sftealtion  J?  -[-  Q  -\-  G  l^eroorruft,  oud^  mit  ber  Ul^r  breiten,  b.  5.  bie  SRc* 
altion  mu^  nad^  linfö  nerfd^oBen  merben,  um  c8  grop^ifd^  baraufteöen.  3)iefe 
»eaiel^ungen  ftnb  für  a  =  I)  unb  c  =  0  in  gig.  430  bargefteHt. 

3Jlan  l^ot  nun  ol^ne  meitercS  für  einen  $unlt  ber  aSertifalen  ber  mx^ 
fd^oBenen  Slealtion  [K\  a\&  S)re]^punlt 

i^[ö  -/(9  +  r)]  =  Q[a  +  /(p  +  r)]  +  a(/r). 

SDiefcS  ift  bie  oben,  an  erftec  ©teile  entmidCelte  ©leid^ung  für  ^i  =  ^2, 
c  =  0  unb  a  ==.  h,  faHS  /  bur^  fz  crfc^t  mirb. 

S)a  hcL%  ©qftem  [P],  [G],  [Q]  unb  [K]  ein  ©rjftem  im  ©leid^gemid^te 
bilbet,  fo  ift  (xyx6)  P  leidet  grap^oftatifd^  in  Beftimmen,  falls  [G]  unb  [Q]  ge* 
geben  ftnb.  gür  bog  Äraftedf,  meldEieS  obiger  golgc  entfprid^t,  ift  0  Beam.  4 
nic^t  gegeBen,  fo  hali  nod^  ber  5ßoIftra]^I  I  Beam.  V  f^l^lt;  er  ergieBt  ftc^  au§ 
bei*  Hauptfigur,  meil  ftd^  ha%  ©eiledE  fd^üe^t,  unb  fann  in  bie  SleBcnfigur 
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übertragen  toerben,  fo  bafe  man  bort  P  vixü>  bomit  aud^  Ä^  finbet.  ®tefe 
Seftimmung  ift  innerl^alB  ber  ©renjeit  ber  getd^nerifd^en  ©arfteDung  genau. 

gür  bte  ®egen&en)egung,  bei  ber  fid^  B  fenit,  rüdtcn  [P]  unb  [Q]  auf 
bie  linle  Seite  t^rer  ftreife,  [K]  auf  bie  redete  Seite  feineS  ÄreifcS. 

SKan  erl^ält  jeftt  ben  anberen  (Heineren)  SBert  oon  F,  ber  benfelben 
SBerten  oon  [G^]  unb  [Q]  entfprid^t. 

2)er  i&ebel  bleibt  in  %xf)z,  folange  baS  tl^atfäd^Iid^  oerroenbete  P  in  ben 
(Srcngen  bleibt,  weld^e  bie  beiben  oben  beftimmten  SBerte  oon  P  angeigen. 

7.  Dnctfc^ttialäcn.  ffiS  fteHen  bie  beibe  Sheife  M^  unb  itf,  (^ig.  431) 
üön  ben  ©alBmeffern  B  unb  r  ben  normalen  Duerfd^nitt  jn^eier  Duetfd^* 
njaljen  vor,  beren  geringfte  (Entfernung  gleid^  e  fein  mag.  gmifd^en  beibe 
aSaljen   merbe   ein   flörper   geftedft,    beffen  «jg  43 j 

SHmenfionen   größer   ate   ber   8lbftanb    ber    . 
beiben  SBaljen  fein  mögen,  unb  meld^er  bie*  v^  /^\ 

felben  in  ben  fünften  Ä  unb  B  berül^rt.      ^;^^'^''^^=^^t>yi,    j  \, 
SBirb   ber  Äörper  burd^   irgenb  eine  flraft      /^         .^sT       ^?^<^i:i\ 
3n)ifd§en  bie  SBalgen  gebrängt  unb  bann  ftd^    /  /      \      /  \^     ^ 

felbft  überlaffen,  fo  foU  berfelbe  oon  btn  (  ^i/-^— -  c-f" r" "M2  ] 
SBaljen  erfaßt  unb  burd^gejogen  merben.  gür    V  /       V       y 

biefe  Säebingung  ftnb  bie  3labien  ber  SBalgen      \^^        y^  — 

3u  beftimmen. 

»ei  bem  Sinbrüdfen  beS  ftörperg  jroifd^n  bie  äBalaen  entfielet  in  ^2^ 
eine  Spannung  S,  bie  im  fünfte  A  oon  B  nad^  Ä  unb  im  5ßunfte  B  oon 
Ä  nad^  B  mirifam  gebadet  merben  mu^.  gerlegen  mir  biefelbe  nad^  tangen* 
tialer  unb  normaler  Stiftung  in  bie  ftomponenten  Ssinu,  Scosu  bejm. 
Ssinß,  Scosß,  fo  finb  bie  Sllormallomponenten  aK  bie  Urfad^e  ber  bei  Ä 
unb  B  entftel^enben  SReibungen  angufel^en,  unb  eS  mu^,  bamit  ber  Äörper  oon 
ben  äBalaen  gefaxt  merbe,  bie  JReibung  an  beiben  $ßunften  gleid^geitig 
größer,  alS  bo^  Streben  aurüdtgefto^en  au  merben,  b.  1^.  afö  bie  betreff enbe 
S^angentiallomponente  fein,  b.  1^.  man  iiat 

fScosa  >>  Ssina, 
unb 

fiScosß  >  Ssinß, 

wenn  f  unb  /i  bie  SReibungStoefficienten  für  bie  beiben  SBalaen  bejeid^nen. 

3ft  nur  eine  biefer  SBebingungen  erfüDt,  fo  mirb  ber  flörper  oor  ben 

SBaljen  eine  ©rel^ung  erfal^ren,  unb  finbet  feine  berfelben  ftatt,  fo  bleibt  ber 

ftörper  in  3lul|e.    SIuS  ben  obigen  Ungleid^l^eiten  ergiebt  ftd^  l^ieipnad^,  al§ 

Sebingung  beS  (Sinaie^enS 

tang  n  <if 
gleichzeitig  mit 

tang  ß  <  /i. 

Slel^men  mir  a  =  ß  unb  ift  /  ber  Heinere  ber  beiben  SReibungS«» 
foefficienten,  fo  rcbugieren  fid^  bie  beiben  Ungleid^l^iten  auf  bie  eine 

tang  a  <  /    ober    a  <C  9. 

38* 
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SS  fei  AB  =  d  bie  S)ide  beS  burd^  bie  Sßolaen  p  atel^enben  AörperS, 
fo  crgiebt  fld&  auS  ber  gigur  für  y  =  180»  —  «  —  /5 

b.  ^.  für  «  =  /3  ift 

_  d^  --  e»  +  2r(dc<?8a  —  e) 

2rsina^  —  (dcosa  —  e) 

8luS  biefer  ®Iei(^ung  I&^t  fid^  B  berechnen,  toenn  r  gegeben  unb  bie 
obige  SBebingung  babei  berüdCftd^tigt  toirb.  ^^r  ben  (Sleid^getDid^töjuftanb  ift 
a  =  9  3u  fegen,  tboburd^  ber  Quotient  red^tlS  einen  flebieren  SBert  er^&It, 
f 0  ba^  bie  Sebingung  bed  (Sinaie^end  ber  SBaljen  burc^  bie  Ungleid^^eit  avA^^ 
gefprod^  ift: 

o j^  >^  <g'  —  e^  +  2ridco8<p  —  e) 
2rsinq>^  —  (dcosq>  —  e) 

Qabm  bie  betben  SBoIgen  gleid^en  Shm^meffer,  bann  ift 

2B  =  2r>^  ^~' 

1  —  costp 

ober 

YT+T^  —  i 

aSirb  bie  SBalje  oom  ©albmeffer  JR  gu  einer  ebenen  Patte,  roie  bie  Sin* 

orbnimg  bei  ben  ftoHerfteinen  gegeben,  fo  ift  JR  =  oo  ju  fefeen,  unb  wir  er^^ 

Ratten 

rt    ^   dcosw  —  e 

.  sm  qp* 

ober 


3ft  bie  äBalje  oom  ©albmeffer  B  ^ol^I,  alfo  eine  Xrommel,  roel^e  bie 
anbere  SBalge  umfc^Iie^t,  fo  ift  B  negatio  gu  nel^men,  unb  eS  finbet  ftd^ 
in  ö^nli^er  SBeife  mt  oben  bie  notn^enbige  99ebingung,  ba^  ber  abfolute 
äßert  oon 

2B<  ^'  ~  ^'  +  2r(dcosq>  —  g) 
—  2  r  sm  9^  +  (d  cos  9  —  e) 
fein  mu^. 

aSeim  SBaljproaeffe  ift  3.  ».  für  glü^enbcS  (Kfen  (f=tgq>  =  0,1) 

aufesen.  «I  -  e  <  0,01IJ  für  iJ  =  r 

8.  2)ai»  SBeKrab*  1.  aSei  magerec^ter  fiage  ber  ^d^fe  (oergl.  ®.  360) 
gilt,  roie  gig.  432  jcigt,  bei  SSemad^löfftgung  ber  Skibung  aK  Sebingung 
bei^  ®Iei(^gen)i(^teS,  ba^  bie  äRomente  oon  [P]  unb  [Q]  einanber  aufgeben.  9ln 
ateibungen  ftnb  ju  bcrüdffid^tigen  bie  SReibungen  in  ben  ßagem  unb  bie  ©eil* 
fteifigleit.  gür  erftcre  mu^  man  bie  gapfenbrudfe  lernten.  Um  biefe  ju  Be»« 
ftimmen,  jerlegen  mir  bie  Jhäfte  fenhed^t  unb  paraDel  jur  Sld^fe  ber  SBelle 
unb  jmar  l^ier  in  oertifaler  unb  l^orijontaler  3Hd(|tung. 
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[P]  unb  [Q],  lueldie  in  ülotmoIfc^niUen  ber  aSeDe  lieflen,  mögen 
mit  ber  SkrtÜoIen  bejit).  bie  93int«I  «  mtb  ^  bi(ben  unb  oon  beni  Snbe  >) 
beS  Soff^tiS'-^  bejm.  bie  9Ibftfinbe  a  unb  b  l^aben,  niA^renb  boS  @eit)ic^t 
bet  aSelle  [G]  oon  D  ben  Slbftonb  c  §o6e  unb  DJE  =  l  ift.  (S8  feien  ferner 
bie  $albmeffer  beS  SHobeS,  ber  SBeQe  unb  ber  Qap^m  bejm.  E,  r,  g. 

ajlon  ^at  bann  fßr  bie  SJruife  in  D  unb  £  BejiD.  beren  QoxiiontaU  unb 
SertitaUomponenttn 

Fb  r=  I  [PO  —  «)<»««  +  «0  -  i)co3ß  +  GQ-  c)] 
Bd  =  j-  [—  P(I  —  o)8i»«  +  «0  —  J>)3t»^] 
Te—   ■-  [Pacos«  -1-  Qbcosß  +  Gc] 


Sie  2)rude  felbfl  fmb  Kd  =  \rh  nnb  Eh  imb  Äi  =  Vp|"+~S|. 

3Ran  (|at  bann  oIS  Sebingung  beS  ©leii^genn^fiS  fOr  P  alS  jhaft  unb 
Q  als  SJoft,  fottö  mon  ben  Äoefficienten  ber  gopfenreibung  mit  /,  beaeid|net 
1)    PB=Qr  +  f.Kj>(,  +  f,K„Q. 

aSetben  bie  fträfte  [P]  unb  [Q],  wie  gig.  432  jetgt,  bun^  ©eile  ßbet- 
tragen,  \o  mufe  für  [P]  bog  ablaufen  unb  für  [Q]  baB  aiuffoufen  noii|j^bun§ 
ffiinffl^nmg  oon  ii'E  unb  n"r  btiw.  ^j^  432. 

ftott  k  unb  r  Berütfftt^tigt  nierben. 

S)ie  (Sleic^nng  1)  für  FS  ift  im 
adgemeinen ,  ba  P  au(^  in  [En]  unb 
[?£]  ftedt,  fe^r  oerraideU,  man  ^tlft 
f\ä)  bann  in  ber  $ra£iS  baburc^,  baf( 
man  P  junftdift  auS  ber  (Sleit^ung 
PR  t=  Qr  benennet,  meldie  bet  ajer= 
natfiiatfigung  ber  SHeibung  entfprii^t, 
mit  biefem  äSerte  oon  P  bie  9ted|nung 
f&r  £p  unb  Kb  burt^ffi^rt  unb  nun 
P  gemöfe  ber  ©leii^ung  1)  berechnet. 
Selegentlic^  mu|  man  bann  mit  biefem 

äBeite  non  P  ntK^malS  Ki>  unb  Ke  bereiinen  unb  bomit  roiebet  1'  ner» 
beffem  u.  f.  f. 

©inb  [P]  unb  [Q]  oertifal  (oc  =  0,  ß  =  0),  fo  ift 

iCp  t=  Fi,  =  y  [P(Z  —  fl)  +  yO  —  b)  +  GO  -  c)]  ""^  Hp  =  0 

Äff  =  Fb  =  y  [Pa  +  Qb  +  Gc]  unb  He  =  0. 

')  3)te  Meoftionen  treten  im  ungönftigften  ^aUt  an  ben  (Snben  auf,  tuä^renb 
fie  im  oDgemeinen  in  ber  3»Pfenmittc  angenommen  nieiben  blkrlen. 
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aßan  l^at  in  biefem  SfaHc  (a  =  0,  /3  =  0) 

2)    FB=Qr  +  f,Q(P  +  (2  +  ff). 

Sei  ©ctlüBcrtragung  ift  toieber  für  22  unb  r  Bcjto.  ft'Ä  unb  ft'V  ein« 
aufeftett 

3ft  j.  39.  [P]  bcr  3a^nbru(f  cincS  3labe8,  bag  mit  bcm  olg  Sa^nrab 

tonftruierten  3labe  B  im  (Kngriff  ftc^t,  unb  ift  [Q]  an  einem  ©eile  Befeftigt, 

fo   VDvcb  (Sleid^ung  2)  für  eine  ©eilbide  S  in  Zentimetern   bei  mittlerer 

@teifigleit 

PB  =  Q(r  +  0,06*0  +f,Q(P+Q+  G) 

unb  man  ^at 

Q(r  +  0.06a^  +  M)  +  GM 

B--M 


unb 


Äommt  aud§  für  bie  Übertragung  oon  Q  leine  ©eilfteifigfeit  in  grage, 
unb  ift  aud^  nod§  6r  ju  oemad^Wfftgen  gegenüber  P  unb  Q,  fo  gilt 


p.i[,+,,aiii] 


2.  SSei  oertifaler  Stellung  ber  Sld^fe  (ffirbminbe,  Oflpel  2c.),  mobei  D  in 
gig.  432  jum  unteren  ©tügpunite  merben  mag,  ift  aud^  no^  bie  äteibung 
an  ber  ©tü^flör^e  \  Gfg  au  berücfftd^tigen,  meldte  burd§  bai^  ®enrid^t  G  \)tx^ 
oorgerufen  mirb  (oergl.  ®.  554). 

Sie  SBerte  Kb  unb  Ke,  meldte  ber  2)lantelreibung  ber  S^Pf^  ^"*' 
fpred^en,  fmb  je  nad^  ben  Slic^tungen  non  [P]  unb  [Q]  gu  berechnen,  mftl^renb 
[G]  leinen  Seitrag  bagu  liefert. 

.  3ft  ber  eintrieb  ber  äRafd^ine  j.  83.  burd^  bie  beiben  Shöfte  eineS  $aareS 
gebilbet,  fo  finb  Kd  unb  Ke  nur  oon  Q  obl^ängig,  beffen  Komponenten  für 

D  unb  E  bie  SBerte  Q — = —  unb  ^  l^aben.    3Kan  l^at  bann  für  gleiche 
3apfen 

Mo  =  Cr  +  Ö  ?^  ./,9  +  ^/,9  +  1  GfQ 

3ft  bei  Q  bie  ©eilfteifigleit  ju  berüdEfid^tigen,  fo  ift  r  mieber  ju  erfegen 
burd^  r  +  0,03  «2  biS  r  +  •  •  •  0,09  d>  für  «  aK  ©eilbidfe  in  Sentit 
metem. 

3.  aSei  geneigter  8Id^fe  muffen  bie  Äräfte  nad^  Sftid^tung  ber  8Id^fe  unb 
fen{red§t  bagu  aerlegt  merben.  2)ied  trifft  ftet^  ju  für  bQ&  ®emid|t,  meld^eS 
bann  bei  einer  Steigung  a  gegen  ben  ^orijont  in  ber  9Kd^tung  ber  9Id^fe  ben 
S)rucf  Gsina  unb  fenfred^t  bagu  ben  Srudt  Gcosa  ausübt;  erfterer  giebt 
bie  3fleibung  an  bcr  ©tüftflöd^e,  lefeterer  oerteilt  ftd^  auf  bie  ©tüftpunite  I) 
unb  E  unb  trägt  bort  gur  SKantelreibung  bei. 

SSergl.  baju  ©.  555. 


9.] 


Qnmenbungen  bei  Se^re  oon  ben  Stetbungen. 
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9.    Sie  ^irnfc^e  Oietkuttgdttiage  nnb  ber  ^ron^fi^e  Sremdiautn. 

Segt  man  auf  eine  SStUt  W  t)om  SlabiuS  r  ein  Sager  Li  L^  tof e  auf,  wü^ 
an  feiner  unteren  ©d^ale  einen  Sßagebalten  trftgt,  fo  fud§t  bie  SBeQe  infolge 
ber  9leiBung  Sager  unb  SBageBaKen  mitgunel^men.  Selaftet  man  bie  linle 
©ehe  ber  SBage  (oergl.  gig.  433)  mit  P  +  Q,  mffl^renb  bie  redete  mit  Q 
belaftet  ift,  fo  mirlt  P  am  Slrme  l  ber  infolge  ber  SteiBung  eintretenben 
2)re]^ung  ber  SBage  entgegen.  (Siebt  nun  P  burt^  Skrfud^e  bie  ®rd^e,  bei 
melier  ber  93aßen  ber  SBage  l^orijontol  ftel^t,  fo  ift  PI  bem  äRoment  ber 
9leibung  glei(^.  Sejeid^net  man  ba&  ©emid^t  ber  äBage  mit  6r,  fo  ift  ber 
®rudf,  mcld^er  baS  SlleibungSmoment  l^eroorruft,  G  -\-  2Q  -\-  P  unb  biefeS 
fclbft  alfo  (G  +  2Q  +  P)fr,  fo  bafe  alfo 

Pl  =  (a  +  2Q  +  P)fr 

PI 


unb 


ift. 


/  = 


(G  +  2Q  +  P)r 

äßit  biefer  oon  $irn  eingefül^rten  SBorrid^tung  lA^t  fid^  alfo  ber  9lei^ 
bungSfoefficient  /  für  3opfenreibung  beftimmen,  mobei  bie  JßfIMe  Ki  unb 
Ki  in  ber  äBanb  ba3u  btenen,  bas(  äRitnel^men  bed  äSaßenS  ju  oerl^inbem. 

3eigt  3.  99.  ber  SSerfud^  für  eine  SBeQe  and  ®u^eifen  unb  ein  SSronjes: 
lager  bei  Z  =  1  m,  r  =  10  cm,  G  =  100  kg,  ^  =  1000  kg  bie  l^orijontale 
©tettung  beg  SSatteng  für  P  =  16,8  kg,  fo  ift  für  biefe  SSerl^ältniffe  /  ^  0,08. 


Sfig.  438.  • 

8  S' 


•  Kl 


I 


S 
G 


3ft  /  beftimmt, 
fo  lann  biefelbe  SSor* 
rid^tung  bagu  bienen, 
bie  SlrbeitSleiftung 
einer  3Kafd^ine  ju  be^ 
ftimmen.  äBenn  bie 
8BeIIe  W  etma  burd^ 
ein  S^^nrab  mit  einer 
jmeiten  SBelle  W  in 
Serbinbung  ift  unb 
burd^  biefe  eine  ht^ 
ftimmte  Slrbeit  leiftet, 
fo  mad^t  fte  babei 
eine  beftimmte  Stnjal^I 
oon  Umbrel^ungen.in 
beraJHnute.  äBirbbie 
SSerbinbung  oon '  W 
unb  W  gelöft,  fo 
läuft  W  rafd^er.  Segt  man  nun  bie  SlleibungSmage  auf  bie  SBelle  W  unb 
belaftet  biefelbe  mit  Q  bejm.  Q  +;P,  bis  W  mieber  bie  frül^ere  Slnaal^I 
n  Umbrel^ungen  in  ber  SRinute  mad^t,  fo  mi^t  PI  bei  l^orijontaler  ©teOung 
beg  Sßagebaßeng  bad  entftanbene  SleibungSmoment,  beffen  9Irbeit  genau  fo 
gro§  ift  mie  bie  8lrbeit,  meldte  W  beim  Eingriff  mit  W  im  SSetriebe  leiftet. 

^  ift  amedCmö^iger ,   bie  99elaftungen  Q   burc^  Slngie^en  ber  Sager- 
fd^rauben  S  unb  S'  ju  erfegen,  fo  ba^  man  mit  einer  S^U  für  P  augs^ 


1 ^ 
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Umtmi,  unb  bemnac^  auc^  nur  bie  Ihtle  ^fte  beS  SBageBoRenS  gebraud^t. 
Sltan  gelangt  barni  ju  einer  SSorric^ng,  bie  bereits  oor  ber  ^trnfc^ 
SteibungSmoge  oon  $rong  eingefül^rt  morben  ift,  ju  bem  $rongf(^en  3oum. 
9ßan  pflegt  babei  ben  ^Iben  Skigebalten  an  ber  oberen  Sager^dlfte  an^u« 
bringen,  mie  gfig-  434a  jeigt.  ©tott  ber  anberen  $dlfte  bed  93agebaIIend 
nut|  bann  bei  A  ein^  für  aQemal  ein  ®ennd^  angebracht  xDtxbm,  fo  ba^  ber 


8flg.  434a. 


unbelaftete  Qaum  bei  rul^enber  2BeDe  W  ^orijontal  ftel^t,  falls  man  ni(^t 
baS  (Setmc^t  G  ber  Knien  $ölfte  beS  SBageballenS,  meld^eS  in  bem  ©d^mer« 
punfte  S  8ur  SBirfung  lommt,  burd^  fein  äHoment  VG  berüdlpd^tigen  miH. 


Sig.  434  b. 


Sei  Skrfuc^en  legt  man  gunöd^ft 
bie  obere  unb  bie  untere  Satfe  be§ 
Raumes  locf er  auf,  oerfd^raubt  fte  leid&t 
unb  belaftet  bei  B;  babei  bienen  bie 
$flödfe  Zi  unb  K^  in  ber  SBanb  gur 
©id^erl^eit  gegen  baS  ©d^Ieubem  beS 
3aumeS.  SDtan  jö^It  nun  bie  Xouren^ 
^afjH  für  W,  entmeber  unmittelbar  ober 
mit  Sülfe  eine»  SSeloctmeterS ,  unb 
bringt  fie  burd^  abmed^felnbeS  Slnjiel^en 
ber  ©d^rauben  S  unb  S'  unb  burd^ 
SJerme^rung  ber  »elaftung  bei  B  auf  ben  SBert  n,  ben  bie  SBcHe  W  beim 
gingriff  mit  W  fyitit.  3ft  biefer  3uftanb  erreid^t,  fo  ift  bie  ärbeitSictftung 
im  betriebe  für  W  biefelbe  mie  jegt,  mo  i^re  ärbeitSIeiftung  in  ber  Über* 
minbung  ber  ^Reibung  bcftel^t.  SJeaeid^net  Mo  baS  3Koment  ber  9leibung, 
loelc^eÄ  übermunben  mirb,  fo  ift,  falls  ba^  (Begengemid^t  Ä  angebrad^t  ift, 

Mo  =  F  .1 183) 

SHe  Slrbeit  für  eine  Umbrel^ung  x^t  Mo  .  2x,  für  n  Umbrel^ungcn  alfo 
3[o  .  27t  .  n,  f 0  ba^  in  ber  ®ef unbe 

Mo  .  2x  .  n 
60 

äJleterfilogramm  Slrbeit  geleiftet  merben,  ober  in  5ßferbeftärfcn 

Mo  ,2n,n 


60  .  76 


=  0,001  396 «.  Jlfö 184) 


10.] 


^IntDenbungen  ber  Bellte  oon  ben  SHeiBungen. 
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SBürbe  bcr  Sattfen  oon  ber  SBcHc  mitgenommen,  fo  fj&ttt  B  bie  ®e* 
fdlnnnbigfeit  c  =  — ^^,  fo  ba§  bie  SlrbeitSleiftunfl  in  ber  ©elunbe  für 

Mo  =  PI  aud^  burt^  JP .  c  bargefteDt  werben  lann. 

Oiebt  8.  ».  ber  SJerfud^  P  .^  50 kg  für  l  =  2m  mtb  für  n  =  100, 
fo  ift  bie  airBeitgleiftung  oon  W  Beftimmt  olS  13,96  P .  S. 

3n  Sejug  auf  bie  SSerfud^e  mag  nod^  fiemerft  werben,  baft  man  ben 
3aum  nid&t  unmittelbar  mit  ber  äBeKe  in  SSerül^rung  bringt,  fonbem  auf 
biefer  (um  fie  au  fd^oncn)  eine  aJremSfd^eibe  befeftigt. 

3n  gfig.  434  b  ift  noc^  eine  aSorrid^tung  bargefteüt,  bei  meld^er  baS  ®e:* 
mid^t  beS  »alfenS  unter  aßen  Umftönben  aufeer  ^etxa^t  bleibt,  meit  ^icr 


Sie.  435. 


eine    fenfrec^te    Sttt^fenfteHung    beS 
aJaKenS  eingefüllt  ift. 

S)erartige  SSorrid^tungen  mie  ber 
^rongfd^e  Qaam  ^eifecn  SäremS* 
bijnamometer.  Stiere  einf ad^fte 
gorm  ift  in  giß-  ^35  bargeftellt, 
mo  bie  Sleibung  burd^  einen  belafteten 
®urt  au^efül^rt  mirb.  SBerben  für 
bie  Slnorbnungen  I  unb  II  bie  S9e» 
laftungen  P  unb  Q  fo  beftimmt, 
ba|  bie  SSeQe  C  biefelbe  Sourenga^l 

n  einölt,  meldte  fie  im  betriebe  ^at,  fo  ift  für  I  bie  Spannung  oon  B  burd^ 
Q  unb  für  II  bie  Spannung  oon  B  burd^  P  gegeben.  Sejeit^net  man  bie 
Steibung  burd^  B,  fo  ift  alfo  in  beiben  göHen 

Q  =  F  +  B, 

b.  ^.  man  f^ai  B  =  Q  —  P,  fo  baft  für  einen  SCBeHenrabiuS  r  baS  SRoment 
ber  Sfteibung  r{Q  —  P)  unb  il^re  8Irbeit§Ieiftung 

r(Q  —  P)  .27C  .  n 

..,  60  .  75 

tft. 

10*  9Icibungdrotten  mt  92cibnngdräber.  Um  bie  Steibung  eines 
SapfenS  oom  ©albmeffer  r  ju  oerminbern,  legt  man  i^n,  mie  gig.  436 
(a.  f.  ©.)  aeigt,  auf  gmei  gteibungSrotten  I  unb  II  oom  ©albmeffer  r\  bie 
felbft  mit  Qap\tti  oom  ©albmeffer  q  in  ßagem  rul^en.  S)er  S)rud(  [2>]  auf 
ben  Sopfen  Z  gerlegt  ftd^  in  bie  S)rud(e  [N^]  unb  [N^l  meldte  für  bie  gapfen 
oon  I  unb  II  bie  betreffenben  SReibungSmomente  liefern. 

Statt  beS  3leibung8momente8  D/r,  meld^cS  ber  unmittelbaren  Sluflage^ 
rung  oon  Z  entfpred^en  mürbe,  ftnb  alfo  l^ier  bie  SReibungSmomente  Nifg 
unb  NJ'q  anaufeften.  S)abei  ift  ber  aSorgang  beS  naiveren  fo,  bafe  in  Äi 
unb  Äi  beam.  für  Z  bie  3teibungen  \Bi]  unb  [B^]  entfte^en,  melden  für  I 
unb  II  beam.  bie  ^Reibungen  [B^]  unb  [B^]  entfpre^en. 

S)a8  aHoment  ber  äußeren  flräfte,  melc^eS  für  Z  t^atfäd^Iid^  bie  SReibungen 
überminBet,  ift  _        _ 

Mo  =  {Bi  4-  Bi)r. 


P .  S 


185) 
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gür  I  unb  II  »irfcn  [UJ  unb  [E,]  am  Slrme  r\  fo  ba^ 
JBi  .  r'  =  ^Ti/p     unb     R^  .r'  =  N2  .f .  q 


[10. 


ift. 


9Ran  l^at  alfo 


T 

gig.  436. 


Sielet  man  t)on  ber  geringen,  gelegentlid^  b^  Stietternd  beS  S^Pf^^ 
befprod^enen  Ungleid^^ett  t)on  ^1  unb  ^3  ab,  fo  ift  für  2  6  ofö  Sentriminlel 


gig.  437. 


N,  =  N,= 


D 


b.  ^.  man  l^at 
Jlfo  = 


Q 


2  cos«' 


(^/O- 


rcosfi 

©OH  alfo  gegenüber  Dfr 

eine  ffirfpamiS   eintreten,   fo 

mu^ 

p  <  r'  cos  6 
fein. 

gür  f  =  60^  muft  5.  ». 
2  ^  <  r'  fein. 

S)ie  SBerte  ber  9tetbungen 
[El]  unb  [2?2],  meldte  nid|t  be* 
ftimmt  ju  werben  braud^en, 
finb  l^ier  nid^t  etma  oB  fNi 
unb  /jlVa  anjufel^en,  ba  bie 
giäc^en  in  ^1  unb  A^  nid^t  aufeinanber  gleiten  foDen,  fie  finb  mel  geringer. 


10.]  Smmnbungen  bn  St^xt  non  btn  StKibunatn.  603 

aSir  6etraä|ten  btefen  IBoigang  no^  etmaS  genauer,  tnollen  dbtx  bo&ei 
ben  3(ipfen  Z  bm^  ein  Stob  erfegt  bentett,  niie  eS  gig.  437  jeigt,  bei  ber 
eS  fi^  um  aroei  SHeibungStöber  -d  unb  B  ^anbett.  Sßerben  bie  Umfange 
ber  SRöber  A  unb  B  burdi  bie  Jhdfte  [N]  unb  [W\  gegeneinanbet  gepreßt, 
fo  entftefien  jugteitl  bie  tongentialen  SBiberftänbe  [R]  unb  [B].  ©oll  B,  ein- 
f(^(ie^ti(^  ber  Übemmtbung  ber  ^^ff^K'^'i^uiiS'  ^^  beftimtnte  Slrbeit  (eiften, 
fo  (ann  man  fi^  biefe  burt^  boS  älufniiifeln  einäS  <Senni^teS  Q  am  ^tme  r 
neranfc^aulidien,  fo  bo^ 

B.rt  =  Q  .r 

©oBei  ift  R  <  /Ä",  foUS  fein  ©feiten  ftottfinben  foU,  fo  bnft 
Qr 
r% 

bie  S9ebingung  baf&i  ift,  ba^  S  bm<^  9letbung  oon  A  mitgenommen  mxb. 
,     Sobei  ift  /  ber  SHeibungiBloefficient  inner^oIS  ber  SBeroegung. 
■  gia-  438. 


IBöftt  man  bie  Sftfibet  bun^  eine  Reilnute  (fteitrflbet)  ineinonber  greifen, 
roie  eS  giß.  438  jetgt,  fo  ift  ^=2"^  ""*"  ^^=^'  ^"""^  'P 
jegt  bie  Sebingung 

sirt  0       /fj  /r j 

3U  erfüllen,  b.  ^.  in  btefem  ^He  borf  B  Keiner  fetn  aß  im  ODrigen  ^Ut. 
9Hmmt  man  nodi  tHactfu^t  auf  bie  StnpTeffung  ber  Sftfiber  infolge  i^er 
Skfticität,  fo  ift  ju  fe|en 

^       {Qr)sin{d  +  ^) 
»s  sin  tp 

%üx  d  =  150  unb  /  =  0,1  ift  ^  =  0,39  unb     .   f"^    ..  =  0,28, 

fo  ba^  B>^-  ^^  im  erften  galle  mib  -^  >  7^  ■  Ö28  **"  ä"'"'*" 
goDe. 

93et  SBeröifft^tigung  ber  3apfentet6ung  (/,)  fmb  für  bie  S^tlifen  »om 
^albmeffer  pj  unb  q,  bie  SFtomente  N  .f, ,  q^  unb  ^ .  /i .  pi  ju  übenpinben. 

3)08  treibenbe  SMoment  Mo  für  .d  f|at  bann  für  bie  ©renje  beß  ©leiten» 
ben  Sßert 


b.  S. 


2)rüter  Hb^äfniü.    Drittes  ftapitel.    3tDeite  abteilunß. 

ebenfD  tft  für  B  aa  bei;  ©len^e  btS  ®IeitenS 
«,-,  =  rl3  +  N.f..<i„ 


SaiouS  folgt 


m>  =  rq 


^    f    ',\f.       f.  ^  'J 


ift. 


9lebu3iert  man  3fo  auf  ben  Umfong  (rj)  unb  ebenfo  r§  auf  ben  Um« 
5  (»■«)'  Tb  ift  -Mo  =  r^K^  unb  r§  =  r^ifa,  fo  boft  bann 


©ofl  bte  aitbeit81ei(tunfl  «on  rQ  ritiei;  6eftionnten  Slnjatit  iV"  oon  ^ferbe» 
ftdrlen  entfpcn^nt,  fo  ^t  man  für  eine  Seft^toinbigteit  v  oon  Q 
^  .  75  =  ^  .  f. 
S)o6ei  ift  »  —    '^g '"*,  falls  «,  bie  loutenaalil  oon  B  ift,  fo  bafi  alfo 
Ä.  75.60       ,,^„    ^ 


-  =  716,2  - 


unb  Äa  ■ 


:  716,2  .  - 


H 


-  ift  (ober  aucti  =  716,2 


iV     1 


,  falls  fu!^  »1  unb 

r,  auf  \)0.%  erfle  Sftab  beaietit). 
3ft  X  bie  anjatit  P .  S, 
nwtc^  jl  beroegt,  fo  ift 


'+^)^1 


11.  SrttnSDotrii^tnngtn. 
9I[S  Seifpiel  mag  3unQ(^fl  bie 
in  gig.  439  bargefteOte  Saden- 
&remfe  be^anbelt  merben.  Sie 
beftel)t  aus  einem  ober  mt\ 
©tüifen  $0(3  ober  Sugeifen, 
bie  gegen  ben  Umfang  einet 
SBeOe  ober  eineS  barauf  ft|en> 
ben  iRabeS  getirüdt  werben, 
^ierburc^  9leibung  trgeugen, 
um  mit  $,ülfe  berfelfeen  eine 
oor^nbene  Seroegung  gu  oei< 
nieten  ober  a"  oerlangfamen. 

(£S  gehören  ^ierju  bie  fo' 
genannten  @c^Ieif  jeuge,  bie  &ei 
ben  Sufirmerfen  jur  atniöen« 
bung  tommen. 


11.] 


SlntDenbungen  bei  Seigre  von  hm  Steibungen. 
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SS  fon  ber  9letbungSmberftanb  bei  einem  ©d^leiftperle  (gfig.  439)  für 
CifenbQ^nr&ber  Bered^net  toerben,  bei  loeld^em  bad  Sremfen  an  jniei  9t&bem 
^  unb  Äi  gu  gleid^er  3^t  ben)itlt  n^irb.  3^  i^m  Snbe  n)txb  ber  ftnie^ebel 
DEDi  mittels  ber  Schraube  S  vx  eine  mdglic^ft  l^origontale  Soge  gebrad^t, 
moburc^  bie  beiben  Safd^en  B  unb  J9i  gegen  bie  9labumf dnge  gebrüdCt  n>erben. 
SHe  flraft  an  ber  Stürbet  fei  K^,  Sftnge  berfelben  a,  mittlerer  SalBmeffer  ber 
©d^rauBe  r^,  h  beren  Oangl^öl^e,  oß«  ber  mittlere  SleigmtgSminlel  unb  /  Slei* 
bungSbefftcient  für  bie  SSemegung  ber  @d^raube.  SBeiter  fei  ß  ber  äßinlel 
jmifc^en  einem  Srme  beS  Stniel^ebeß  unb  ber  Qugl^taxtQt  EK,  /]  ber  Sleibungl^« 
loefflcient  annfd^en  Slabumfang  unb  SSade. 

gür  biefe  Slnna^men  ift 

2)ie  Straft  K,  mit  meld^er  bie  Stange  in  E  aufmörtS  aiel^t,  ift  für  bie 
@d^raube  afö  Saft  auf jufaffen,  fo  ba^  man  l^at 

Kia  =  Kr^tg(pc„^  +  (p) 


ober 


K  = 


K^a 


rnitg(c^  +  q>) 

S)er  ^orijontale  S)rucl,  ben  ber  Stnie^ebel  (oergl.  ®.  302)  auf  B  ober 
auf  J5i  ausübt,  ift  ^^Ktgß,  bie  entfpred^enbe  Sleibung  alfo  \f^Kigß. 
9ln  beiben  SSadCen  jufammen  betrögt  alfo  bie  Sieibung 

B  =/i-^-coi(a^  +  q>)  .  tgß. 

9Bir  betrad^ten  ferner  eine  Stegelbremfe,  mie  fte  bei  Stuppelungen  oor:: 
lommt. 

SHe  SReibxmg  mag  auf  ben  3BänteIn  jmeier  normalen  Stegel  ^eroor^: 
gebrad^t  merben.  S)er  Stegel  auf  ber  treibenben  SBeQe  ift  feft  unb  bietet  ber 
3leibung   eine   lonlaoe  Dber^  gjg^  440. 

flft(^e  bar,  bei  bem  anberen, 
ber  auf  ber  getriebenen  SBeKe 
oerfd^i^bor  ift,  gefc^e^t  bie 
Sleibung  auf  ber  lonoesen 
Dberflöd^e. 

SS  ift  ba^  Sletbungd« 
moment  Mo  ga  beftimmen, 
menn  ber  oerfd^iebbare  Stegel 
mit  einem  S)rude  F,  vx  9Ud^ 
tung  ber  Sli^fe  mirtfam,  gegen 
ben  feften  gefd^oben  mirb.  8u 
bem  Snbe  fei  r^  ber  äußere, 
r,  ber  innere  ©albmeffer  beS 
reibenben  Stegelmantetö,  a  ber  SBinlel,  ben  bie  Seite  beS  StegeK  mit  ber 
aid^fe  bilbet,  unb  /  ber  SlleibungSIoefftcient.    SRan  ^at  l^ier 
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Strittet  9(bfdgnttt    2)titted  5!apiteL    3n>eite  SditeUung. 


[11. 


*  stn  (a  +  ip)  r/  —  r j-* 

©er  S)rudf  P  ratrb  genjö^nlu^  burd^  eine  Slüdgabel  mit  boppelter  ©cbct 
oerbinbung  übertragen,  raonad^  ftc§  P  burd^  bie  roirlfome  Äroft  K  unb  bie 
Öebelorme  a,  h,  a'  unb  h'  nnc  folgt  Befttmmt 

et     o! ' 

2)te  ffraft  Pi,  rocld^e  bei  berartigen  SSremfen  im  S^pfen  ber  inneren 
Süc^fennabe  mirffam  fein  mufe,  um  bie  Srcmfe  au  Bfen,  ift 

p  ^  jStn(y  — g) 

SBir  betrad^ten  meiter  eine  Smtbbremfe,  mie  fte  gfig.  440  (a.  0.  ©.) 
barfteHt.  3ft  Jfö  \^oS!>  SKoment  ber  an  \>tm  $ebel  roirlfamen  ftraft  \K\  für 
B  als  S)re^punft,  fo  ift 

Mo  =  nS,, 

ba  [Si]  burd^  ben  ©rel^punlt  gel^t. 

S)ie  SReibung  für  bte  ©d^eibe  ift  22  =  Si  —  Sg  =  S,(e/«'-*^«  —  1), 
fo  bafe 


-Mb  =  w 


ift. 


gfarc.a  J 


gig.  441. 


5t0.  442. 


Kt 


Sient  bie  SReibung  bagu,  eine  ßaft  Q  am  arme  rg  gleid^förmig  ju  be*: 
megen,  fo  ift  für  einen  ©d^eibenl^albmeffer  r^ 


b.  ]^.  man  ^at 


i2  .  ri  =  <2  .  ra. 


»•2 


Jtfb  =  n  .  0  •  —  •     ^^^^  ^, r 


3n  ben  gig.  441  unb  442  ftnb  fogenannte  S)ifferentialbremfen  bar* 
gcftettt,  bei  bcnen  bcibe  SBonbenben  an  einem  jnjciarmigen  ©ebel  cngebrat^t 
ftnb.    $ier  ift 

Mo  =  Sitn  —  S^n, 

3)a  Si  ^  Sa  .  e/«»*c.«  tft,  fo  lann  Mo  beliebig  flein  gemad^t  roerben, 
menn  man  m  unb  n  fo  mä^lt,  ha^ 


12.]  SniDcnbungen  btx  Sittfn  von  btti  ätetbuneen.  607 

3Ran  tatm  ^m  ftatt  btx  {traft  K  am  (Enbe  beS  ^belamteS  «Dein 
baS  ®twi^t  beS  ^ebeldrmeS  6enugen. 

12.    ^a^ntitbcr.    Wx  betiac^ten  I|ier  ben  ^H,  in  bem  hie  SBeOcn  bet 

M&bet  potoDet  gelagert  finb,  fo  ba^  eg  fi^  um  eine  fogenannte  c^linbrifd^e 

SQeija^nung  (oeigt.  S.  150)  ^nbelt.     3>te  beiben  SJeQenai^fen  mSgen  in 

t$ig.  443  fenlr«f|t  gut  Qbene  ber  3^"ung  bun^tieten,  in  ben  $untten  Wi 

Sifl-  443. 


unb  TP,..  Iiie  SRäbet,  nielt^  auf  W,  unb  TT,  fi^en,  mögen  fidj  in  B  be-^ 
rühren,  wobei  M^N,  baS  ^ropl  eine»  Qa^neS  für  T^i  unb  M^lf^  boS  ^ßrofil 
eines  ^o^neB  für  TP»  barftetit. 

3ft  r,  bie  JBinlelgefd^roinbißleit  für  TTj,  fo  ^at  B  als  SjJunft  con  TP, 
bie  ©efc^roinbigleit  [ft,y,].  Sei  ber  Übertragung  ber  »eniegung  erfiält  TT'j 
eilte  2BitifeIgef(^roinbi0ieit  yj,  fo  ba&  j?  olS  5|iunlt  oon  W,  bie  ®e(t^n)inbifl= 
feit  [btYt]  ^t;  eS  finb  [61)',]  unb  [b^Ya]  ^ejm.  fenhedfit  ju  WiB  unb  TFaB. 
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2)ritter  «rbfdgniti    2)rUteS  jtopitel.    Srotitt  Abteilung. 


[12. 


3ertegt  man  biefe  ®ef(^nnnbtgleiten  in  SKc^tung  ber  £angente  imb  ber 
9l0rmale  von  B,  fo  muffen  bie  SlonnaHomponenten  (cn)  infolge  bel^  Sin« 
griffet  übereinftimmen,  b.  ^.  man  ^at 

(5iy,)stnvi  =  (&aya)sini/2. 

2)a  nun  bie  Sote  pi  unb  jpa  begm.  auS  Wi  unb  TT^  auf  bie  9lormaIe 
bie  SBerte  pi  =  h^  sin  v^  unb  pj  =  d,  ^'^  ^2  fyxhtn,  f 0  gilt  aud^ 

PiYi  =  P^ri    ober    i),  :  Pj  =  y«  :  n- 

2)arau8  folgt,  ba  jPi  :  i?,  =  0  Wi  :  0  W^  i% 

OWi  :  OW2  =  y,  :  yi. 

®oII  alfo  baS  SSer^AltniS  ber  SBinlelgefd^minbigleiten 
y^  :  y^  =  s  Bei  ber  Semegung  !onftant  bleiben,  fo  mufi  bie  Kor« 

rw^  ^^  male     im    Serü^rungS« 

punite  aroeier  göl^ne  ftetS 
burd^  ein  unb  benfelben 
$unlt  0  ber  Sentrale 
W1W2  ge^en,  unb  gmar 
teilt  0  bie  Centralftretfe 
Wi  W2  im  umgelel^rten 
aSer^dltniffe  ber  SBinlel^ 
gefc^minbigleitenyi  unby^. 
fBlan  nennt  biefe  Segie^ 
l^ung  baS  ®runbgefe|  ber 
äSerjal^nung. 

@d^Iögt  man  alfo  um  Wi 
mit  WiO  =  ri  unb  um  W^ 
mit  WaO=r2  ftreife,  fo  rollen 
biefe  jheife  bei  ber  Semegung 
für  ein  lonftanteS  s  oufein* 
anber  ab.  Siefe  Greife  l^ei^en 
bie  Xeillreife  (^rimitioum^ 
fange)  ber  SJergal^nung.  SWit 
$ülfe  ber  Xeitfreif e  fann  man 
für  ein  beliebige^  $rofi(  eineS 
Sa^neS  oon  TTj  baS  juge« 
l^örige  $rofi(  einel^  3(>^n^^ 
oon  W^  beftimmen. 
^iQi  in  Siß-  ^^^  f^i  ^i^  gegebene  Äuroe,  meiere  ba^  S^^nprofil  für 
Wi  giebt.  ftommt  ein  beftimmter  ^ßunlt  Ai  oon  F^Qi  bei  ber  SSemegung 
mit  einem  $unlte  Ä^  ber  gefud^ten  Shtroe  F2Q2  überhaupt  in  Serü^rung, 
fo  mufe  ber  SSerü^rungSpunft  Ä  auf  ber  Sa^n  oon  Äi  liegen,  b.  I^.  auf  einem 
ftreife  00m  SiabiuS  T^i^i.  3)ie  3lormaIe  ber  Shtroe  PiQ^  in  Äi  ge^t  burd^ 
0,  menn  Äi  nac^  Ä  gelangt  ift.  S)a  bie  SRormale  für  bie  Sage  Ä  jum  S^eil« 
f reife  oon  Wi  biefelbe  relatioe  Sage  l^at  mic  für  bie  2age  ^1,  fo  fann 
man   OÄ  baburd^  beftimmen ,    ba^  man   bie  ©tredfe  ÄiN  =  n  auf   ber 


12.] 


^ntoenbungenlbei  fiel^re  Don  ben  dletbungen. 
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SRormalcn  in  Äi  mifet,  b.  ^.  ^  liegt  auf  einem  ftreife  um  0  vom  SlabiuS 
0Ä  =  n. 

S)er  Ort  ber  Serü^rungSpunfte  Ä  ^ei^t  bte  ffiingriffSlinie. 

®er  $unlt  A^  beS  gefud^ten  $rofiIe8  P^Qi,  ber  mit  Ä^  in  J.  in  Se^: 
rü^rung  ift,  mu^  von  W^  ben  äbftanb  W^A  ^aben,  b.  1).  auf  einem  Streife 
um  TTa  oom  3labiu8  T7a-4  liegen,  ©eine  relatioe  ßage  ju  -Ij  finbet  man 
offenbar,  inbem  man  A  afö  Sßunft  von  Wi  nai^  Ai  surüdbemegt  unb  gugleic^ 
bie  entfpred^enbe  2age  A^  oon  A  als  5ßunft  oon  T7a  auffud^t.  Sie  ent* 
fprid^t  bem  8lbroIIen  beS  Seilfreifeg  oon  W^  um  OA'  =  ON,  ba  W^AO  in 
bie  ßage  WiAiN  gelangt,  menn  A  aö  ^ßunlt  von  Wi  nad^  Ai  gurüdfel^rt. 
S)abei   nimmt    W2OA  bie  g^g  445 

Sage  W^A'A^  ein,  b.  ^. 
A'A^  =^  OA  =  n.  S)em* 
na(^  ift  Ai  gegeben  burd^ 
ben  ftreiS  um  TTj  oom 
ÄabiuS  W2A  unb  burd§ 
ben  ftreiS  um  A'  vom  3la* 
biuS  n. 

©ierauf  grünbet  ftd^ 
unmittelbar  bai^  eine  ber 
Sleuleaujfc^en  SBerfal^ren 
für  bie  ftonftruftion  beg 
^rofileg  für  W^. 

Sine  anbere  flonftruf« 
tion  (nergl.  @.  149)  ergiebt 
fid^  na^  ^oncelet,  inbem 
man  baS  StbroIIen  oon  Pi  Qi 
auf  bem  gu  beftimmenben 
^Profile  PaQi  nöl^er  unter*» 
fud^t.  äHan  beult  fid^  baju 
Beiben  Släbem  au^er  i^ren 
SBinlelgefd^minbigleiten  yi 
unb  ya  noc^  bie  SBinlelgefd^minbigfeit  —  ya  erteilt,  unb  gmar  fo  (um  W2), 
ba^  W2  ru^t  unb  bie  Slelatiobemegung  oon  Wi  gegen  T^a  unterfud^t  werben 
lann.  SS  rollt  jeftt  ber  SeilfreiS  oon  W^  (augleic^  mit  feinem  $ßrofite  F^Qi) 
auf  bem  ru^enben  Xeilfreife  oon  Wq  ab,  fo  ba^  bie  oerfc^iebenen  Sagen  oon 
PiQi  bie  gefachte  ßinie  P^Q^  einfiüHen.  ffiabei  ift  bie  SBinfelgefd^minbigs: 
feit  oon  Wi  für  ben  SBerül^rungSpunft  0'  ber  Streife  al8  ffirc^punft  y^  +  y^. 
©n  ^unlt  ^1  beS  5ßrofiIeg  P^q^  befd^reibt  alfo  in  ber  3eit  r,  für  Umx  =  0 
ben  Sogen  aiiy^  +  ya)^/  faHS  O'^i  =  ai  gefegt  mirb.  It)atfäd^Iic^  gel^t 
burd^  0  in  ber  Qeit  t  ber  Sogen  (riy^r  00m  Seiff reife  Wi  unb  ber  Sogen 
{^2?)^  oon  bem  Seillreife  W^.   Segeic^net  man  biefe  Sogen,  meiere  einanber 

gleid^  fmb,  burd^  h,  fo  ift  (h(-  +   -^ h  ber  Sogen  für  A^  (ogl.  gig.  445). 

f5für  bie  Jßrofile  merben  bie  cgllifd^en  Äuroen  [EtjHoibe,  ffipicr)!Ioibe, 
J&gpoci)Hoibe  (5ßericgfIoibe)  unb  ftreiSeooIoente]  oenoanbt,  meldte  burd^  3tbs 


Wtvnidt,  aRec^anif.    i. 


39 
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2)ritter  Srafd^nht.    2)ntted  StapxM.    Bmette  «btetlung. 


12. 


rollen  [omt  jhetfen  unb  (Seraben  auf  ftreifen  entfielen;  bie  ftonftrultion  ber 

^loxmaltn  (mit  $ülfe  bed  augenblidlidien  S)re^punlte3)  tft  für  biefe  Auroen 

befonberd  einfac^. 

giß.  446.     0W2 


gür  bic  ÄretScoofoente  tft  bic  (EtngrtffSlinie  eine  ®erabe,  für  bie  anbcren 
^rofilliirtjen  ein  iheiS. 

3n  3ftg.  446  fmb  jur  Srjeugung  ber  3ö^nprofiIe  bie  beiben  SloHfreife 
(SBöIäunggheife  ober  Slabfreife)  R^  unb  iJ^  eingeführt.  S)urd^  aibroHen  oon 
El  innerl^alb  beS  3:eiIIreife8  Tj  entfielt  bie  ßgpocqfloibe  OHii,  burd^  316* 
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roHen  oon  Bi  auf  bem  S^UIteife  T,  entfielt  bie  Sptcgflotbe  OJBJi,^.  2)ur(^ 
StbtüDen  t)on  E,  tnnerl^alb  beS  SeillreifeS  Ts  entfielet  bie  ^gpocgtloibe  OF2  s, 
btttd^  SlbroQen  oon  Jß2  ciuf  bem  £etllreife  Ti  entfielet  bie  (Spicgüoibe  0E2,i. 
©d^Iögt  man  mit  ber  l^alBen  So^nbreite  um  0  einen  ftreiS  (Mi  unb  M^),  \o 
ftnb  bie  S)urd^mef|er  WiMi  unb  T^jJf,  bie  ©rimmetrolen  ber  Beiben  S^^ne, 
fo  bo^  bie  Bereits  Beftimmten  Sturoen  um  fte  gefloppt  merben  muffen,  um 
bie  öu^eren  3^^nflanfen  gu  geben.  2)urd^  bie  itreife  Ki  unb  E^,  meldte 
Jtronentreife  (Jtopfireife)  genannt  merben,  unb  burd^  entfpred^enbe  itreife, 
meldte  SBursellreife  (^u^I^^ifO  genannt  merben,  Begrengt  man  bie  3^^"^ 
ooOft&nbig. 

2)ie  Singriffdlinie  liegt  auf  ben  Beiben  äftoOtreifen;  bie  Singriff SBa^n^ 
meldte  mirOid^  Benugt  mirb,  mirb  ouf  il^nen  burd^  bie  ^ronentrejfe  aBgegrengt, 
fo  ba^  fte  burd§  EiOE^  bargefteQt  mirb. 

©inb  öon  ben  SeiHreifen  Ti  unb  T^  bie  Sogen  JiO«7l  unb  J^OJi  jur 
Srgeugung  ber  3^^"^  nrirUit^  Benugt  morben  (SingriffSBogen),  fo  ift  EiOE^ 
=  j^OJi  =  JiOJi.  »ei  »eginn  beS  ©ingriffeg  in  E^  Berühren  fic^  bort 
A2  unb  Fu  fo  bafe  für  bie  gejeid^nete  Stellung  OA^  unb  OFi  in  Serül^nmg 

gemefen  fmb,  beren  relatioe  JBerfd^ieBung  OÄ^  —  OFi  Betrögt.  S3ei  ber 
meiteren  93en)egung  lommen  fd^Iieglid^  in  E^  bie  fünfte  Äi  imb  F^  gur  Se^» 
rü^rung,  fo  ba^  nad^  ber  gegeic^neten  Stellung  OÄi  unb  OF^  gur  Sßerül^rung 

gelommen  ftnb,  beren  relatioe  SJerfd^ieBung  OÄi  —  OF^  Beträgt 

SSegeid^et  man  ben  mittleren  9lormalbrudE  für  ben  gangen  (Singriff  burc^ 
N,  fo  ift  bie  mittlere  SleiBung  burd^  fN  barftellbar,  unb  il^re  8lrBeit  St«  ift 
im  aihttel 

a«  =  fN[ioX  -  0F\)  +  {6X  -  OFOll  .    .    .    jgg^ 

=  fN[{OÄ^  -  OF,)  +  (62,  -  6f,)]} 

S>a  [N]  m&^renb  beS  gangen  (Eingriffes  in  feiner  iemeiligen  Slid^tung 
bie  S9a^n  EiOE^  gurüdflegt  fo  ift  bie  baBei  geleiftete  SlrBeit 

81  =  N(E^  +  OEi) 187) 

aitan  ^at  alfo  ben  oer^&ItniSmft^igen  93er(uft  an  9IrBeit  bur(^  gleitenbe 
SleiBung  in  Segug  auf  bie  9tu|arBeit  gegeBen  afö 

aj  =  ^ 188) 

SHe  entmidtelte  gormel  ift  bie  ©runblage  für  bie  grapl^ift^e  Se^* 
ftimmung  ber  SfteiBungSarBeit  Bei  3ö^nrÄbem. 

3^re  Umfeftung  in  eine,  für  bie  Sftet^nung  geeignete  gorm,  f (^eitert 
naturgemäß  baran,  bofe  bie  3Iu8brüdfe  für  bie  Sogen,  meldte  in  il^r  auftreten. 
Anwerft  oermidCelt  ftnb. 

aJlan  pflegt  beSfialb  einen  red^nerifd^en  SHuSbrudt  für  bie  fogenannte 
Orabflanfenoerga^nung  gu  entmiÄeln  unb  biefen  aud^  für  anbere  JBer* 
ga^nungen  gu  BenuHen,  maS  Bei  ber  Unftd^er^eit  in  SJegug  auf  bie  »eftimmung 
oon  /  unb  N  fel^r  mo^I  gu  red^tfertigen  ift. 

39* 
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[12. 


Sei  bcr  äußeren  ©robflanlenocraal^nunQ,  roelc^c  gig.  447  barftcllt,  greift 
oon  bem  einen  Stabe  nur  bie  Shont,  oon  bem  anberen  nur  bie  äBurjel  etn^ 
fo  ba^  ber  gange  Singriff  auf  ber  einen  Seite  oon  0  erfolgt. 

S«r  ift  ^  ^ 


OE^ 


Sig.  447. 


S)re^t  man  bie  SRöber  gurüd  nac^  E^,  fo  ba^  0"jE;i  mit  OA^  unb  ^lO' 
mit  OFi  longruent  ift,  fo  ift 


as=/ 


0"P0' 


ober  aud^ 


h.  +  ^ 

f aus  man  bie  ^rojeftionen  pi  unb  ^^  Q«f  ü^  3lci§fenrid)tung  Wi  W^  einführt. 


® 


/%^ 


13.]  SlntvenbunBra  ber  Sc^ie  tun  ben  {ftet&ungen.  613 

@mb  r,  unb  r,  bie  ätobien  ber  2>tltretfe,  fo  tft 

2r,  .y,  =  Öö"  ~  00'» 

2  rj  .  j),  =  0Ö"°  ^  0^'*. 
SDton  &at  olfo  ^_,  ,^ 

aSeaeitfinet  man  OE^,  b.  I|.  bie  t^atfAc^Iiifl  btnugte  (StnonffSlinie,  butd^ 
e,  I»  ifl,  i)0  00'  =  00"  —  OE,—e  ifl, 

i)' '»'> 

gar  bie  foflenannte  innere  SBeraa^ung  (lEeiitren  W-^  unb    W^  auf 
berfelben  ©eite  oon  0)  gilt  ebenfo 


■^K^ 


•K^-i)^ 


SJfl  bie  Entfernung  aroeier  Sö^ne,  geraeffen  im  leiltteisboflen,  a\&  Sei» 
(ung  t  begeii^net  niirb,  \o  gilt  für  bie  ^^^nejaftten  «,  unb  e^ 
2ror,  =ir,(     unb     2Är,  =  «,(. 

anbererfeitS  ift  e  ^  qii,  wobei  (p  proporttonol  ift  gur  Iwuer  btö  (Sin* 
gttffeS.    äRon  f|at  o!fo  au^ 


— ^(i 


i-j-P 190) 

S)a6ei  gilt  bo8  ^eu^n  +  für  flutete  EBeraa^nung  {ffioHtöber) ,  baS 
3eid|en  —  für  innere  SBerjatinung  (^o^Iräber). 

gfir  /  gaben  bie  SBerfui^e  0,3  6i8  0,1,  bei  gut  eingelaufenen  SRöbem 
!ann  /  aurfi  noc^  unter  0,1  flnlten, 

13.  $ic  6ci|raubc  o^nc  @nbc.  S)enn  ficfi  bie  äSetlen  jiDeier  Slflber 
(treiben,  anftatt  poraHet  ju  fein,  fo  nenrenbet  man  Äegelcfiber  (lonifi^e 
9}er5a^nung,  oergt.  S.  150).    ftreujen  fic§  goa  44g 

bie  äBeOen,  \o  flnb  mieberum  befonbeie 

JRabformen  einaufü^en,  falls  man  nic^t 
buri^  @tnfül)rung  einet  $ü[f§nielle  boS 
dlöberpaoi  burc^  jniei  $aare  lonifdier 
ober  buri^  ein  5ßQflr  eqltniirifc^et  unb  ein 
Sßaor  lonifcfier  SRöber  etfefit. 

jtreujen  fi(f|  bie  SBellen  unter  rechtem 
SBinfel,  fo  tonn  man  mit  einer  ©rfiraube 
^Sdinede)  unb  einem  ®if|rautienrabe  bie 
Übertragung  ber  SSeroegung  (Srfiroube 
otine  ISnbe)  teroirfen  (Sig.  4i8). 

Saß  SÜloment  Mo  für  bie  ©d|raube,  für 
n>et(^e  ber  Srutf  P  bes  SBabe«  aI8  ßaft  onau= 


614  2)rittet  «(bfd^nitt    2)rUted  J!apUel.    3iDeUe  SCbteUung.  [14. 

fe^en  tft.  Beträgt  naä)  gfortnel  171)  fOr  ocm  att  ©tetgung  her  mittleren 
©d^raubenlime 

Prfntg(pc^  +  9?). 

Süperbem  ift  bte  Sleibung  im  Sager  ju  Berüdftd^tigen,  mobei  nomentlid^ 
bad  einfeitige  9lnpreffen  ber  ©d^aube  burd^  [JP]  in  ^rage  lommt 

äRan  lann  bad  entfprec^enbe  Stoment  xta^  ben  gformeln  ber  Sap^tn^ 
reibmtg  beftimmen  ober  bolSfdbe  burd^  SSerfud^e  feftfteQen.  äRan  pflegt  il^m 
baburd^  Slec^nung  gu  tragen,  ba|  man  10  $rog.  jufd^Iögt  unb  alfo  mit 

Mo  =  1,1  Pr«.  .  tg(Un,  +  (p) 
red^net. 

®et  guter  Ölung  ift  tgq>  =  0,1  ju  fefeen. 

©elbft^emmung  tritt  alfo  ein  für  <^ «,»  <  0^. 

2)en  ^c^fenbrudC  ber  @d^ned(e  befeitigt  man  boburd^,  ba^  man  amei 
©d^nedCen  auf  berfelben  SBeQe  oermenbet,  oon  benen  bie  eine  xt^i&,  bie  anbere 
linlS  gemunben  ift,  mft^renb  fte  fonft  miteinanber  übereinftimmen,  unb  biefe 
gmei  im  (Eingriff  befinblid^e  ©(^raubenr&ber  mit  parallelen  9lc{)fen  treiben  I&^t. 

gfür  bie  Sieibung  beim  ©leiten  ber  3^^^^  bt  i^rer  Sreitenrid^tung  fegt 
man  ben  oerl^ältnigm&^gen  SlrbeitSoerluft  an  afö 


as  = 


f am  t  bie  Teilung  unb  r^  ben  mittleren  $albmeffer  ber  @d§rauben  (@(^ned(en) 
beseid^net. 

S)en  älrbeitSoerluft  burd^  bie  eigentlid^e  3c^^nreibung  l^at  man  für  jer  att 
S&^neaa^I  unb  9  ald  2)auer  beS  Eingriffes  burd^ 

SB=^(|<P«-<p  +  1) 

gu  beftimmen. 

SBirb  baS  Sd^raubenrab  jum  $eBen  einer  Saft  Q  am  Slrme  r  benugt, 
fo  ift  für  Ri  als  ©cbelarm  oon  F 

PItt  =  Qr 

bei  aSemad^Iäffigung  ber  SBtberftönbe  im  Sager  be«  SRabeS  beam.  ber  ©eit 
fteifigfeit. 

ffirfeftt  man  nod^  Mo  bmd)  eine  ftraft  K  am  8Irme  l,  fo  ift  in  biefem 
gfalle 

14.  @(Iet(^f9tmige  Setoiegung  tion  ^ul^rkoerfen.  SBirb  ein  Stdrper 
MN  auf  eine  SBalae  gelegt,  mie  eg  gig.  449  barftcQt,  fo  tritt  an  ben  5ßunhen 
Ä  unb  Ä'  roHenbe  SReibung  auf,  menn  bie  5haft  K  in  äBirffamleit  tritt.  äBäre 
bie  SBalae  mit  bzm  99oben  feft  oerbunben,  fo  mürbe  bei  Ä  bit  gleitenbe 
IReibung  fP  auftreten.     äBäre  bie  SBalae  mit  bem  Äörper  MN  feft  oer- 


14.] 


Slntoenbungen  ber  ße^re  t)on  ben  9letbungen. 
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bunbcn,  fo  toürbe  Bei  -ä'  bie  glcitenbc  Sfteibunß  /'(P  +  (x)  auftreten.    S)a 

betbeÄ  nid^t  ber  gaß  tft,  cntroidEelt  f\ä)  6ei  J.  nur  ein  SBrud^tcil  B  t)on  fP 

unb  bei  ui'  nur  ein  Sru^* 

teil   2?    t)on  /  (P  +  G^). 

S)afür  finbet  ein  Sinpnlen 

ber  SBalje  in  ben  SBoben  unb 

ein  CKnftnlen  beS  flörperS 

gegen  bie  äBalse  ftatt,  wxt 

eS   bie  ßinien  ABC  unb    f 

-ä'J5'  ff  in  [tarier  Sergerrung 

barfteüen.  S)ief em  ßinftnfen 

entfprid^t  für  Ä  aK  ^xzt)^ 

puntt  baS  SRoment  ber  xoU 

lenben  Sleibung  T7=  P./r 

unb  für  Ä'  ate  ©rel^punft 

bad  -SDloment  ber  rollenben 

Sleibung  T7'  =  (P+  G)/;. 

»etrac^tet  man  nur  bie  SBalae,  fo  ift  für  Ä  aI8  S)re]|punft  B'  .2r  =  W 

unb  für  Ä'  alg  Sre^unlt  JB  .  2  r  =  Tl^,  f aUS  eine  gleid^förmige  3)re^ung 

ber  SBalje  entfte^en  foH    ältan  ^at  alfo 


B  =  B  =  :^^iP+  G)/;     unb 


E'  =  S'  =  2^  .  P  .  /r- 


©ringt  man  aDe  ©orijontoHrfifte,  bie  auf  MN  mttm,  unter  8lbfpaltxmg 
ber  entfpreci^enben  Ströftepaare,  in  Ä  an,  fo  folgt 


b.  ^. 


^  =  jB'  +  jB, 


ii:  =  2^[P./. +  (P+  G)/;]. 


Segt  man  ben  Adrper  auf 

amei  SBaljen,  fo  jerlegt  ftd^  P 

auf  irgenb  eine  SBeife  in  Pj  unb 

2^2/   wnb  bicfer  Serlegung   ent« 

fprid^t  eine  Serlegung  oon  K  in 

Kl  unb  Äa. 

äRan  l^at  bann 

1 


gig.  450. 
p 


wm^^mm^mmmw/. 


unb 


b.  \  man  erhalt 


^1  =  27  [^1  •  /»•  +  (^1  +  ^)/-1 


^a  =  27[^2-/-  +  (^*  +  Gr)fr\ 


ir=  JT,   +   iT,  =  -[P    .  /r  +   (P     +    G^fr\ 


►K 


gür  /r  =  fr  ergiebt  fid^  im  befonbern 
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99etrad^ten  mir  nun  baS  9lab  eineS  gul^nDerleS,  fo  muffen  nrir  ba^ 
®cmid^t  P  bc8  roHcnben  leileS  unb  baS  ©cmid^t  Pi  bc8  fortfd^rcttenben 
leileS  unterfd^ctbcn.  Sei  gcmöl^nltd^en  SBagen  befielt  ber  roHcnbe  Steil  nur 
in  bem  Slobe,  bei  Sifenba^nmagen,  mo  ^iab  unb  Sld^fe  feft  nerbunben  finb/ 
aber  auS  Stab  unb  Sld^fe. 

gür  Ä  ift  bog  aRoment  ber  roüenben  3leibung  (P  +  PJ/r  m  «Ber^^ 
roinben,  für  0  au^erbem  baS  aßoment  ber  S^pfenreibung,  meldte  Pi  ent* 
fprid^t,  alfo  P,/p.    (SBergl.  §ig.  451.) 

Stimmt  man  A  als  ©rel^punlt,  fo  ift  l^ier  für  eine  magered^tc  flraft  K 
in  0 

Kr  =  iP+  PO  fr  +  Pi/p. 

SHefelbe  Betrachtung  gilt  aud§  für  ein  SRdberpaar  an  einer  8ld^fe  bejm. 
für  mel^rcre  Sl&berpaare. 

3ft  bic  Sal^n  geneigt^  fo  änbcrt  fid^  an  bem  SReibungSmomente  ber  8<^Pf^^ 
nid^tS,  md^renb  ber  SRormalbrucf  für  bie  roUcnbe  3lcibung  in  (P  +  Pi)  cos  a 

gig.  451.  gig.  452. 

p 


übergebt  (oergl.  gig.  462).    Qkx  gilt  alfo  für  bie  flraft  K',  meld&e  biefe 
SBiberftönbe  ju  überminben  ^at,  für  jebeS  9lab 

^,  ^  (P  +  FQfr.coscc  +  P,fQ 

r 

aiu^erbem  ftnb   aber  nod&  bic  Komponenten  Psina  unb   P^sina  3U 
überminben,  fo  bafe  l^ier 

Ki=  K'  +  {P  +  P^sina 
au  fegen  ift. 

S)a  a  für  bie  tl^atföt^Iid^  oor^anbencn  Sahnen  ober  SBege  fel^r  !lein  ift, 
fo    t|t    roegen    cosa  =  1 — --  -}-...  unb  stna  =  —■ .  .  .,  tn 

L    ,   a  1 

erfter  8Innä^erung  cosa  =  1  unb  sin  a  =  arc  cc,  fo  ba^ 
^^  ^  (P  4   Pi)/r  +  PifQ  _,_  (p  ^.  pjarc«  =  ^  +  (P  +  POarca 

gefefet  mcrbcn  barf. 

35ei  aSermcnbung  oon  Seilen  ober  3Q^^ftö^Ö^^   if^  i^i^fc  Setrad^tung 
nid^t  mcl^r  aulöffig,  ba  a  l^ier  größere  SBerte  annimmt. 
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gih:  baS  gleid^mö^ge  Slblaffen  eineS  äBagenS  auf  geneigten  Salinen  bei 
Senugung  eined  @eileS  oon  ber  Spannung  S  f^at  man 

(P  +  P,)sina—  S  =  K\ 

5ür  einen  beftimmten  SBinlel  «o  tritt  ol^ne  Slnroenbung  eineS  ©cileS 
(S  =  0)  gleid^fömiige  Seroegung  abraärtS  ein,  man  l^at  für  cosoq  =  1  unb 
sino^Q  =  arcuQ  unmittelbar 

arcc^  -  (^  +  ^'^^^^  +  -P'-^g  -  ^^  _        ^ 

S)emna(i^  ift  au(§  für  bie  S3emegung  auf  ebener  Sa^n 

JT  =  (P  +  Pi)  arc  «0. 

2)a  Mq  burd^  93erfuc^e  oerl^öItniSmä^ig  leicht  beftimmt  merben  lann, 
mö^renb  bie  Scftimmung  oon  fr  unb  beffen  ajermenbung  nidit  einmanbfrei 
ift,  fo  pflegt  man  a^  unter  bem  9tamen  ,®leid^gemi(^tl^neigung'  auc^ 
ber  il^eorie  ju  Orunbe  ju  legen. 

äftan  l^at  bann  K'  r>^  K  unb  finbet  fo 

Kl  =  (P  -\-  Pi){sina  -\-  arco^) 

/^  (P  -f  Pi)arc(cc  +  «o) 
unb 

S  r^  (P  +  Pi)arc(a  —  ao). 

Segeic^net  man  arcu^,  melc^eS  burd^  stnu^  ober  tguQ  crfefet  merben 
barf,  burc^  //  fo  fp«It  /  bie  SRoHe  eineS  SReibunggfoeffiaienten,  b.  ^.  bie  »e** 
megung  fann  fo  beurteilt  merben,  aI8  menn  gleitenbe  SReibung  oor^anben 
märe  mit  bem  floeffiaienten  / 

It|atfä(^Iid^  mirft  [K]  xn^t,  xoxt  biSl^er  angenommen  mürbe,  in  ber  $ö^e 
ber  Sld^fen,  fonbem  oberhalb  berfelben.  Sine  Betrachtung,  meldte  ber  Unteres 
fudiung  auf  ©.  533  entfpridjt,  aeigt  aber,  ba^  bnx^  biefe  5ßaraMoerf(^ie^ 
bung  oon  [K]  in  ben  Sejie^ungen  paraDel  jur  ga^rbal^n  nid^tS  geönbert 
mirb,  nur  fenfred^t  baju  (S)rudEoerteiIung)  treten  Snberungen  auf,  mclt^e 
aber  auf  bie  abgeleiteten  gormein  of)ne  Sinflu^  fmb. 


fUrmtsen  }nx  if^xt  ttm  htn  ^^Urungen. 


1.  Sin  5{5rper  Hegt  auf  einer  ^ori3ontaIen  Unterlage,  l^at  ein  ®enrid^t 
von  62,75  kg  unb  nnrb  burd^  eine  Jtraft  oon  15,25  kg,  bie  nad^  l^origontaler 
9Ud^timg  n^irtt,  fo  eben  fortbeniegt 

SBie  grofe  ift  ber  SleibungSIoeffiaicnt? 

0,243. 

2.  Sin  mit  Sifen  befd^Iagener  ©d^Iitten  oon  150  kg  (Seroid^t  nnrb  auf 
einer  ^origontalen  ©d^neebal^n  gerabe  fortgejogen. 

3Bie  grofe  ift  bie  bagu  notnjenbige  Jhaft,  wenn  /=  0,06  ift? 

9  kg. 

3»    gür  eine  auf  Stra^enpflafter  fortgejogene  ©c^Ieife  ift  /  =  0,45. 

SBie  grofe  ift  bie  jum  gortgicl^en  notwcnbige  Äraft,  wenn  bie  ©d^Ieife 
mit  ber  Saft  260  kg  micgt? 

SBie  grofe  ift  bie  Jlraft  jum  Stnjie^en  ber  ©d^Ieife,  menn  ber  SHeibungS* 
loeffiaient  ber  SButie  0,7  ift? 

112,5  kg  beam.  175  kg. 

4.  Sin  mit  Sifen  befd^Iagener  ®d|Iitten  oon  25  kg  ®emid§t  mirb  auf 
einer  l^origontalen  @d^neemaffe  in  Semegung  gefegt. 

SBelc^en  SBeg  legt  berfelbe  gurüd,  menn  eine  Strbeitl^grdge  oon  20mkg 
g^g  453  auf   it)n   übertragen   mürbe   unb   ber 

K,  y^TT  SReibungSloeffiaient  0,05  ift? 

16  m. 

ay   .-^^. „^-^  \a  5^    SBenn  ein  flörper  00m  ®e* 

mid&te  G  auf  einer  magcred^ten  Sbene 
1^    fortbemegt  merben  foD  bur(^  eine  ffraft. 


M  meldte  mit  biefer  ben  SBinM  a  bitbet, 
fo  ftnb  amei  Slnorbnungen  (oergleid^e 
gig.  453)  möglid^:  Ki  mirlt  aic^cnb  unb  K^  mirlt  fc^icbenb.  35eac^tet  man 
ben  SBinlelpfeir  W,  fo  l^at  [K^]  bie  SReigung  360»  —  a,  menn  [ZJ  bie 
Steigung  a  l^at.  gür  magered^te  flröfte  [Kj]  unb  [K^]  fäHt  biefer  Unter* 
fd^ieb  fort. 

SRan  ^at  (oergl.  ©.  539) 


Ki  =  a 


sin  (p 
cos(u  —  q>) 


unb     Ki=  G 


stn(p 
cos(a  +  9) 


6.  -— 15.]  Übungen  gut  2e^tt  t>on  ben  SHeibungen.  619 

6*  SHc  »ctrod^tung  ber  atufgabe  9lr.  ö  tft  für  bie  fd^iefc  Sbcnc  [a] 
burd^gufül^ren,  n)obei  s  ben  SSinlel  ber  ftröfte  gegen  biefe  begeic^nen  mag, 
unb  gmar  für  baS  ^naufgtel^en  unb  SIblaffen  einer  Saft  G.  gür  itröfte, 
parallel  gur  ft^iefen  (Ebene,  föDt  biefcr  Unterfc^teb  fort, 

COS  (€  ip  9))  CöS(6  ±  9) 

7»    SBeld^e  »egtel^ngen  geigen  bie  SBerte  für  Zi  unb  Z,  in  Str.  6? 

8.  SBie  grofe  ift  ij  für  ö  =  270  kg  unb  /  =  0,49  ($oIg  auf  Oufe* 
eifen),  faM  bie  f triefe  Sbene  bie  Steigung  65«  7'  l^at  unb  bie  Äraft  mit  ber 
f Riefen  ebene  ben  SBinlel  37»  13'  bilbet? 

jKa  =  601,2  kg    begm.     173,2  kg. 

9.  äBelc^en  JßJinlel  s  bitbet  eine  Jhaft  [G]  mit  einer  fd^iefen  ffibene 
von  ber  Steigung  a,  auf  melc^er  fte  einen  Ädrper  t)om  ®ennd^te  [G]  ^It? 

gür  bie  gie^enbe  Jhaft  ift  a  =  90»  —  a,  für  bie  fd^iebenbe  flraft  ift 
«  =  90»  —  a  +  2  9. 

10.  (Ein  ftörper  aud  ®ranit  liegt  auf  einer  geneigten  (Ebene  ouS  $oIg, 
bie  ben  SBinlel  40^7' 3"  mit  ber  ©origontalebene  Bilbet,  /=0,58.  S)er 
St&tptt  foQ  auf  ber  (Ebene  burc^  eine  im  <S(^merpunfte  bedfelben  mirifome 
itraft  gehalten  merben,  meldte  gleid^  bem  ®en)id§te  bed  flörperl^  ift 

SBeld^en  SBinlel  bilbet  bie  ftraftrid^ung  mit  ber  SKd^tung  ber  geneigten 
(Ebene  für  bie  ®renge  beg  ©leitend? 

49053'    begm.    1060  44'. 

11.  ÄBcId^e  Regierungen  gelten  für  3h:.  9  unb  10? 

12.  2)ie  Slnmenbung  9lr.  4  bed  erften  Jtapiteß  biefeS  9Ibfd§nitteg  ift 
unter  Serüdftd^tigung  ber  Sleibung  auf  ben  (Ebenen  gu  be^anbeln,  faQS  bie 
(Si)Iinber  ber  gfig.  203  burci^  Stdrper  mit  ebener  Srunbflad^e  erfegt  merben. 
gür  bie  SSemegung  in  ber  Slic^tung  ber  Pfeile  gilt  für  ben  gfall  beS  ©leid^«: 
genrit^ted 

Fl  sin  («1  —  9)  =  P2  sw  (oj  +  9). 

gür  bad  91blaffen  t)on  P^,  b.  1^.  für  bie  Semegung  gegen  bie  Pfeile  gilt 

Pj  sin  (tti  -f  9)  =  Pj  sin  (oj  —  <p). 

S)amit  fmb  bie  ©rengen  für  Pj  bei  gegebenem  P9  Beftimmt,  falls  Shtl^^ 
oor^anben  fein  fött.    3m  erften  gatte  ift  bei  bef(^Ieunigter  Seroegung 

g  _      i^i  i^a     sin  (cti  —  y )  +  sin  (0.3  +  y)  ^ 
Pi  +  P,  COS(p 

13.  S)ie  SBetrat^tung  ber  3lr.  12  ift  burd^gufül^ren  für  bie  folgenbc 
Slnmenbung  SRr.  5.   gür  bie  beft^Ieunigte  Semegung  im  Sinne  ber  Sßfeile  gilt 

_  Pin  sm(ai  —  y)  —  Paragtn(«2  +  <p)     ^  ,.    r    r 

14.  unb  16.    ©rap^oftatifd^e  »cftimmung  für  STh:.  12  unb  3lr.  13. 
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m,    3n  einem  $o^(ct)ImbeT  fiefinbet  f«^  ein  Aöipei,  tieffen  ©tflgflöc^e 
bem  Sqlinber  anflepofet  ift,  auf  ber  ©renje  her  SBenwgung.  SBeli^e  SJage  |at 
gtfl.  454.  ";?    »«fll-  Sie-  -ißi. 

b.  ^ 

S)er  SReiliimffSteflel  für  MM' 
als  9((^fe  umfaßt  ade  mSgltdien 
Mu^lagen  beS  ©«^loerpunfteS  S. 

17.  3n  einem  $o^lci)Iinber 
befinbet  |t(f|  ein  priSmatift^t  ©tob, 
beffen  Sli^fe  bie  Siilinberat^fe  fent« 
rei^t  fteuat.  SBeläie  ißegiefiungen 
treten  ^ier  auf?  ißergl.  gig.  455. 
S)un^  bie  S&nge  /  beS  ®tabeS  unb 
ben  ^albmeffet  r  roiib  b  beflimtnt. 
gür  bie  ScroegungSpfeite  1  tft  0„ 
ffli  bie  SenwgungSpfeile  2  ift  0, 
bec  "S^un^fctintttSpunh  bei  rairlenben 
fliäfte  bei  voller  ßntroidelung  ber 
SReibung.  ajergl.  giß.  455. 
,,:.^..  ^3- 455. 


19.] 


tg9  = 
für  Ol  =  (h  ift 


Übungen  jur  Se^e  non  ben  »eibungen. 

ig(6  +  y)  —  fflif.g(t  —  ») 


a,  4-  Ol 
sin  2  7 


2  cos  (e  +  yj  .  cos  (t  —  q3> 
gCr  Os  gilt  entfprei^enbeS. 

18.  Sine  ftuget  (S^Iinber)  liegt 
jrDtfdten  jtiKi  um  B  biegbaren  Sbenen 
A,B  unb  AiB.  »ei  meinem  S)rucEe  P 
fietsegt  fuf|  bte  JTugeE  aufniärtS,  faQS  aQe 
jltAfte  in  einet  »ertifalebene  liegen?  ißeigL 
gifl.  456. 

gür  bte  ebene  linfS  ift  bog  ®[eic^= 
gemixt  bebingt  hmi) 

hP  —  mN,  =  0. 

lEntfptedienbeS  ßilt  für  bie  ebene  ret^S. 
gut  bie  ftugel  gilt  titS  Sebingung 
beS  ©lei^BenJic^teS  (.V,  =  S»  =  N) 


ä  X  a'»(g  —  <P)  ^  , 


3Jlan  ^flt  olfo 


ober  für  m  =  Bcote 


19.  ein  pctSmatifi^ 
©tob  le^nt  fit^  Sei  Ä  ouf 
eine  ^orijontalebene,  mStirenb 
er  bei  £  buii^  ein  über  eine 
fRoüt  geführtes  @eil  ge(|alten 
niitb.  aSelÄie  58ejiel)ungen 
treten  ouf,  folts  äße  fflröfte 
in  einer  Sertttolebene  liegen? 
SJergl.  giß.  457. 

Sie  ®leii$ung 


h 

.  ,i„(.  - 

•P) 

h 

cots 
sin(E 

-9) 

819. 

457 

cos(ß  —  y)=  ^ 

giebt  ben  99ert  oon 
(l)re[|puntt  A) 


atnqi 

ß,  bucdi  ben  bann  «  befttmtnt  ift  gemA^  ber  ®Ieid|ung 

_  (a  +  b)Qsinß-al' 
"  {a  +  b)Qcosß 
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20.    gür  ben  prigmatifc^en  Stab  bet  gftg.  458  foU  bet  SBinlel  s  ht^ 
fttmmt  toerben,  meldtet  ber  ©renje  beg  ®IettenS  entfprid^t. 


giß.  458. 


'  / 


>  _  _  i^:^iM^^vi^'  I  -  _ut 


o 


:N--.___...»li^ 


tgs 


«1  —  fla/* 


1  ft 

3für    ai=a^    tft    ige  =      ^  /  , 

man  \)Qi  alfo  j.  SB.  für /=  0,4  €  =  46041'. 
^ei  unDotlfomtnener  StitrDtdelung  ber 
9flet6ung  mu^  [P]  ha%  gemetnfame  ©ebiet 
ber  SieibungSIegel  treffen,  fotxiett  biefeS  ht 
grage  bmmt.  äkrgt.  bie  Snttüidelung 
auf  S.  536  für  «1  =  0  unb  «a  =  90^ 

21.  aBte  grofe  ift  6  für  ben  ©tab 
ber  vorigen  älufgabe,  toenn  er  über  eine 
aHauerlante  A^B  gelernt  roirb? 

_      2/        ai  +  «a 


sin  2  £  = 


=  sin  2  ff 


1  +P  «1 

»1  +  o, 


a. 


22.    SHe  ajebtngung  beg  ®Icid^gen)id^te8  für   ben  in  ^tg.  459  bar^^ 
gefteHten  priSmatifd^en  ©tab  ift  gu  beftimmen. 

[Q]  unb  [S]  muffen  ftd^  im  SReibungSfegel  oon 
^,  fomeit  biefer  l^ier  in  g^age  lommt,  fd^neibcn. 
Sei  ooQer  Sntmidelung  ber  Sleibung  gilt 


Stg.  459. 


S=  Q 
N=  Q 


cos(p 


cos  (a  —  (p) 
cos  <p  .  sina 


cos  (a  —  (p) 

gfür  Ä  atö  2)re]^punlt  gut  beS  meiteren 

Qasinß  =  S  .  msina, 

mobei  m  =  scosa  —  Icosß  ift.  S)a  femer 
s  .  sina  =  1  .  sin ß  ift ,  f o  ift  a  beftimmbar  unb 
bamit  ß  ober  umgcfcfirt. 

gür  o  4-  a'  =  ^  erl^ält  man,  faM  a  =  a'  ift 

tgia[l^  _  s2  _  l/2sa]  ^.  i/sa^^a 

23.  ein  prigmatifc^er  ©tab  ftüfit  ftdi,  mie  gig.  460  arigt/  auf  amei 
roagerec^t  parallele  5ßflö(fe.  SBeld^c  Seaiei)ungen  treten  auf,  menn  bie  Sld^fe 
■be8  ©tabeS,  beffen  ©eroid^t  oemac^Iäfpöt  meiben  mog,  bie  Sld^fen  ber  5ßflö(fe 
unter  redeten  SBinleln  freuat?    SBcrgl.  gfig.  460. 

Sei  DoQer^SntmidCelung  ber  Steibung  gilt 


fi&ungen  jur  Seilte  tun  ben  ftetbungen. 


e 

rin(»  -  9) 

2»,» 

« 

»■»(«  4-  f) 

2»i»,)P 

ig" 

=  (2 

■  +  «)IJV 

a 

=  u 

m(a-») 

*    cosa  .  sinqi 

gut  a  =  y  ift  o  =  0,  für  a  >  gi  liegt  ^  re^tS  oon  ^,,  fflt  a  <  ?> 
liegt  Q  lintS  Don  Ä^. 

S3ei  tmoollftänbifler  Sritroidelung  her  Meibung  geigt  baS  ®eWet  bec 
^g.  460.  SteifiungiBtegel    tne    SSfung;    in 

gfifl.  460  ift  bie  Äonftrultion  fflt 
a  =  (p  burcIEjgefül^rt,  6ei  oollet 
ffintroidelunfl  ber  SReiBung  muft 
[Q]  burcEi  r,  ge^n  (a  =  0),  fflt 
91  <  R  rüJt  boBei  T,  nai^  rechts 
(o  >  0),  für  9  >  a  rfirft  bo6ei 
r,  na4  (in!8  (o  <  0).  ©er 
«ßunft  JV^  entfptii^  bem  ®läd^ 
geniidite  bei  unvoÖftünbigei  Ont« 
toidelung  ber  9teibung. 

gia-  461. 


24.    9BeId)e  Segie^ungeii  bietet  eine  Srnttletter  (t»rgl.  gig.  461)  bai? 

SBeli^e  SSegie^ungen  bietet  eine  fi)mmetTtfd|  oufgeftente  Xrittleiter  bar, 
von  ber  ieber  6(fientel  baS  ®en)ii$t  [(?]  i}at,  tnfllirenb  auf  A^B  eine  Saft£^ 
aufn)firtS  benwgt  mirb? 

aWe  wird  rine  luagern^te  SBerbinbungSftange  ein? 

Sür  bie  Sdfung  oergl.  bie  (Sntwidetung  auf  @.  372  u.  f. 

26.  Slnroenbung  9h:.  7,  VII  ouf  ©.  514  ift  unter  ©nfü^rung  ber 
Sleibung  ju  be(|anbetn. 
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26.  Snbem  fic^  bie  Srße&ntfTe  bei  Übungen  9h.  29  unb  31  auf 
®.  624  burdi  Sinffi^ning  bei  91eibungen? 

27.  Übung  9h:.  22  auf  e.  622  ift  unter  ffiinfä^rung  ber  9)etbung 
iu  befionbeln. 

28.  S)e8gl.  Übung  91t.  32  ouf  ®.  524. 

29.  2)e8gl.  Übung  9lt.  33  auf  ©.  525. 

30.  SJüggt.  Übung  Sto.  34  auf  ©.  526. 

31.  ®eSgI.  Übung  SRr.  36  auf  ©.  526. 

32.  (66  ift  bie  in  gig.  462  flijaierte  fleiltette  ju  utrtetfui^en  für  P 
oJS  treibenbe  fttaft.  3n  ber  Unterfut^ung  auf  ®.  580  ift  gu  feßen  ij  =  S, 
*j  =  0,  «1  =  2  5,  «j  =  90«  —  Ä.    gür  baS  gleittiförmtge  Eintreiben  gilt 

^^2Qsin(d  +  y)CTsy 

cos  (Ä  +  2  9») 

güi  bie  umgele^rte  SeuHgung  begtu.  für  baS  ßöfen  beS  jtetfefi  gilt 

,    p_^Qsin(d  —  <p)eosip 

^  cosiö  —  29)       ■ 

6elbft^emmung  tritt  ein  für  Ä  <;  9. 

angenähert  tft  P  ^  2Qtg(6  ±  <p)  vnb  ij  =  -ryl^^-^  "■  f-  "■ 

33.  @rap^oftatif(^e  Se^anblung  von  Sh.  32. 

gtß.  462.  gig.  463. 


34.  @S  ift' bie  in  gig.  463  bargefteQte  Aeilfette  ju  untecfui^en,  bei 
ber  ein  leilfömiig  abgeft^offener  5|Sfeiler  burcEi  einen  fleil  angetrieben  roitö. 
anan  ^at  «i  -f-  a,  —  90",  t,  =  0,  fj  =  0. 

§at  /  für  oHe  ®[eitflfi(^n  benfetben  aßett,  fo  gilt 

gfir  baS  aiu8jiei)en  beS  fleilcS  gilt 
bei  ©elbfttiemmung  («,  <  2  9)  unb 
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fg(«,  —  2y) 

35.  ®rapf|Dftati[if|e  Se^anblung  oon  9lt.  34. 

36.  aSJie  flnbert  fii^  baS  ffirgebniS  ber  9h.  34,  faOS  bie  SReitungfe 
toeffijienlen  für  bie  gemetnfatne  ®(ettfläc^e  ber  fleile  /,,  fär  bie  Sleidung  in 

ber  SBertitfllen /j  unb  für  bie  SHeibung  in  ber  horizontalen/,  finb? 

cos  9>,  .  cos  («i  +  <pi  +  <Pi) 

37.  ffiS  ift  bie  in  3ig.  464  borgefteüte  fleilpreffe  ju  unterfudien. 

Sifl-464.  Q.^Q^.-P-'""'(^  +  2y) 

*  sin  (e  +  9»)  cos  <p 
gür     P    als     treiBenbe 
Äraft  ift 

sin  e  cos  (e  +  2  ip) 

cos  £  Sin  {e   +    ^p)  CÖS  q> 

38.  ©rap^ofiatifdie  91uS= 
fü^ning  ju  9ir.  37. 
„.,,  39.    2er  ©i^ieBer  einer 

\;.'  Sampfmafdiine  oon  5  ^tmos 

'■■^  fp^flren  (1  kg  auf  1  qcm)  ift 

20  cm  lang   unb   15  cm  breit. 
SEJelcfie  Ätaft  P  übertmiibet  bie  ©t^ieberreibung  (/=  0,1)? 
P=  150  kg. 
äSie  gra^  tft  bie  älibeitSftarte  bei  einem  @(^teberf)ube  oon  8om  für  bie 
STDurenjat)!  40? 

S)ie   2)ur(^fc5nitt89efc^nrfnbigfeit    beS   Sff|ie6er8    (Bor*   unb   SHldgang 

=  2.  8  cm)    ift    ^^^1^-^  =  10,67^  =  0,1067^    unb    bemnad)    bie 
3Irbeit  für  bie  ©etunbe  150  .  0,1067  ^  15  -^^  =  0,2P.S. 

40.  Sei  einem  Äeite  (aergl.  gig.  408)  ift  AB  :  BC  =  1  :  8  unb 
/=  0,15.    SBie  grofi  ift  P  für  ba8  eintreiben,  foOS  W=  250  kg  ift? 

P  =  105,83  kg  bei  ip  =  B"  30'. 
gür  ba&  Surüiftreiben  ift  P  ^  43,33  kg. 
©ei  9Jernai$täffTgung  ber  SHeibung  ergiebt  fic^  P=  31,25  kg. 

41.  Eine  fc^efe  Ebene  ift  mit  brei  Äeitnuten  nom  asintel  2  ö  =  60« 
oeifelien,  nie[d)e  ben  Sifinitt  ber  fci)iefen  Ebene  unb  ber  ^orijonCalen  unter 
rei^tetn  Siinlel  treffen. 

aSie  önbem  r«i|  bie  gormein  bec  Übungen  3tr.  6,  9,  12,  13? 
Unabpngig  öon  ber  fflnjot)!  ber  ffleitnuten  mu^  /  erfeßt  loerben  burd^ 

KBcinttfc,  gnciftanir.    I.  40 
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42.  Unter  SBecßÄfic^rigunQ  ber  entfte^enben  fträftepoare  ift  bei  9lDnnaI= 
biud  ju  beftimtnen  für  einen  reifitfanligen  Slod  oon  ben  Jtanten  1  m,  1,5  m, 
2  m  unb  ornn  fpecifift^  ®tmid)te  2,5,  ineli^ei  auf  ber  ^fit^e  Don  2  qm  auf 
einet  ^ottjontaiebene  fteE|t,  roenn  eine  fttaft  [K]  von  8000  kg  in  ber  9)htteU 
ebene  beS  SlddeS  parallel  jur  ffante  2  m  nnrh  unb  jroar  junftd^ft  auf  bec 
Dberflfl^B  unb  bann  obroÄrtS  gleitenb  bis  jur  ©runbebene.  Skibei  ift  ein 
etwaiges  ftippen  ga  berfldftc^tigen. 

43.  9h.  i2  ift  burt^ufüfiren,  faQS  ber  Stixl  auf  einer  fc^efen  Sbene 
Qon  bei  Steigung  28o20'  fte^t  unb  bie  ffiaft  [K]  einmal  fär  baS  gleid|< 
förmige  SmpDrjie^en  unb  bonn  für  baS  gleii^fSrmige  Sblaffen  in  grage 
fommt  (/  =  0,3). 

44.  Zßelc^n  ©pieltoum  (^araQeloerfdiiebung)  E|at  bie  Araft  [Kt]  bei 
fefter  Sage  oon  [Kj]  in  gig.  466,  faOS  baS  ftetlfg|tem  nid|t  fippen  foO, 
unter  btr  aJnroußf eßung ,  boft  bie  Äröfte  mit  ben  Keattionen  ein  ®teicfi= 
gemiditSfgftem  bilben? 

gi9-  465. 


45.  %at  baS  fil^tte^te  ©ciDölbe  (oergl  2fig  423)  ift  ber  ©renaroert 
oon  a  au  beftimmen,  foHS  MÄ  :  AB  =  6  ift  unb  abfolut  glatte  gläc^en 
oorauSgefeBt  roerben. 

900  —  a  =  330  45'_ 

46.  gut  bai  (i^eittec^e  ©erofllbe  ift  buri^  »etraditung  ber  in  gig.  466 
bargefteHten  Iteiltette  au  jeigen,  ba^  ber  Sinfturj  burd)  ©(eiten  felbft  bei 
reibungSInfen  gugen  nii^t  erfolgen  niüibe,  faQS  fär  bie  SHbertagerfuge  AB 
©iiiier^cit  öot^anben  ift. 

47.  Sei  bem  (Seroölbe  ber  gig.  424  ift  eine  labeüe  e  =  0»  ...  90" 
für  Hj  a«  entroerfen,  faß«  r,  :  rj  =  1,1  ift.     ®a8  äRapmum  oon  H^  tritt 

gi0.  467.  ""  f"'  ^  =  53n5'. 

48.  SS  ift  bie  in 
gig.  467  bargefteOte  Srf|rau= 
benfeilprefje  ju  unterfui^en, 
bei  meli^er  jn»i  (Schrauben, 
bie  eine  tet^tSldupg ,  bie 
anbete  linfSIöufig,  auf  einer 
8Ii^fe  bie  Heile  A^  unb  A^ 
unb  bamit  ben  Heil  A  oer* 
frflieben. 
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3ft  P  am  9Iime  I  nriiffam,  unb  OKtben  für  bie  ^äftaabtn  bte  etm 
gefß^tten  SBeaeii^nungen  r„  unb  a„  angeiutmbt,  fo  ergiebt  fit^,  faHS  /i  för 
bte  9)ei&ung  ber  ®ii|tauben  unb  faQS  /  für  bte  EHetbung  bei  ^eilftad^en  ehta 
gefQ^  nntb 

-P=  «  ■  y  ■  *?(««  +  9i)M(»  —  9)  +  *??>]- 

49.  ®ra|)^oftattf(!|e  Selionblung  oon  9}r.  18. 

50.  lue  aSegie^ungen  für  bie  S)tfferen'  gifl-  468- 
tiQl((^rau6e  (oergl.  gig.  468)  finb  ju  ent« 

nridcin. 

SMib  bie  j^D^Ifc^TOube  S  butdi  eine 
Ärctft  -P  am  Sinne  1  um  einen  ®onfl  h  ^mab^ 
geft|tau(pt,  mä^tenb  bie  obece  Spinbel  S"  oeis 
tlinbert  ift,  biefe  Sirettung  mitjumadjen,  (o 
fd|iebt  fi(^  S*  um  einen  ®ang  k'  empoi,  fo 
bag  ftcfi  S'  unb  Q  um  h'  —  h  ^ebt 

gfi^rt  man  für  S  unb  ff  bie  ®rö|en 
r„  bejni.  r'„  unb  «„  unb  oC  ein,  fo  gilt 


©oH  7}  pofitto  fein,  fo  mufe  r'„tga'„ 
!>  rnt^DCm  fein,  b.  %.  nur  unter  biefer  Sebingung  niirb  91ugarbeit  geleiftet 

gflr  (4  ^  20"  unb  <«,„  =  8*,  t'„  -=  2cm  unb  r„  =  4cm  unb  bei 
9  =  40  ift  ^  =  0,27,  b.  ^.  t|ier  finb  73  Sproa.  ber  Strbeit  nötig  für  bie 
Uberroinbung  ber  SBiberftAnbe. 

©elbft^mmung  ift  oortjonben  für 

r'^tg((C  —  9)<  r„tg(K„  +  y). 

51.  SS  fmb  bte  SegteEiungen  ber  SiffeientialEiafpel  (nergU  gig.  225) 
JU  unteifui^en. 

SS  fei  bag  «Üenric^t  ber  äSeDe  mit  Qaht^öt  G,  ber  ^albmeffei  beS 
ftär!eren  SeileS  her  SBette  r„  bie  Sponnung  beS  batan  ^fingenben  ®eile8  S„ 
ber  ^albmeffet  beS  ft^toäc^eren  S^eileS  r,,  bie  Spannung  beS  baran  ttnrlen« 
ben  ©eiteS  S,,  ber  3apfen§atbraeffer  ber  aBeQe  p.  S)er  9Irm  ber  ftraft  P 
fei  R  unb  Q  begei(^ne  bie  gefamte  Saft. 

a)lan  !|at  tö"^  bie  ^ebuitg 

Sei  aSernac^Iäffigung  beS  ©eitbiegungSmiberfttinbeS  ift 

PB  +  S^r^  =  S,r,  +  /.(-P  +<?+&)?. 
33er  äSibeiftanb  bei  Seilbiegung  ift  nötigen  gaDeS   einjufüfiren  (uergl. 
©.  561). 

40* 
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52*    S)ie  gonncin  für  bcn  ftegclgapfcn .  in  §  89  finb  abjuicttcn. 
-  *  53.    S)tc  gormein  für  ben  Regclgapfcn  in  §  90  finb  abjuleitcn. 

54.  ®tnc  ^orijontalc  aScHe,  an  bcibcn  Snbcn  in  ßagcm  ruf)cnb,  trögt 
groei  Stöber,  burd^  rocld^e  bic  SBeHe  in  brei  Xcile  geteilt  ift,  bie  fic^  n)ic 
2:2:1  oer^alten.  Sie  SBeHe  f)at  ein  ©eroid^t  oon  300  kg,  ba§  Shraftrab, 
in  ber  (Entfernung  2  oon  bem  einen  ®nbe,  roiegt  1300  kg,  l^at  einen  $aI6* 
meffer  non  1,5  m  unb  bie  gu  fuc^enbe  ftraft  P  roirfe  tangential  in  einer  gur 
SBeHenad^fe  normalen  8Bene  nad^  horizontaler  Slid^tung.  ®a8  ßaftrab  in 
ber  Entfernung  1  oon  bem  anbcren  SBeBenenbe  miegt  700  kg,  ^at  einen 
©albmeffer  oon  0,5  m  unb  bie  2a\t  oon  900  kg  roirft  tangential  in  einer 
3ur  SBeienadEife  normalen  Sbene  nac^  oertitaler  9lid^tung.  S)er  ^albmeffer 
ber  Sappen  fei  0,105  m  unb  ber  Soeffigient  für  bic  3opf^nrciBung  0,08. 

D^ne  Serüdfid^tigung  ber  SBiberflänbc  unb  ber  Oeroid^te  ift 

P  .  1,5  =  900  .  0,5,  baf)er  P  =  300  kg. 

3Kan  ^at  für  bie  fen!red^ten  unb  magered^ten  Komponenten  ber  Sap^tn^ 
brudte  Dl  unb  Dg 

Fl  =  150  +  1300  .  0,6  4-  1600  .  0,2  =  1250  kg, 
Fa  =  150  +  1300  .  0,4  +  1600  .  0,8  =  1950  kg, 

Hl  =  0,6P=  180  kg, 

Ifi  =  04  P=  120  kg. 

Semnad^  ift 

A  =  1263  kg     unb    Da  =  1954  kg. 

S)aS  SfteibungSmoment  ift  alfo 

0,08  (1263  +  1954)  0,105  =  27  mkg. 
aitan  l^at  alfo 

p  =  300  +  1^  =  318  kg. 

55.  Ein  .eiferneS  9tab  oon  10  000  kg  Oeroic^t  unb  einem  $albmeffer 
B  oon  5  m.  rul^t  in  3öpf^"  ^or\  0,13  m  ©albmejfer.  SBie  gro§  ift  bie  ftraft 
P  am  Umfange  be^  ^abe^,  meldte  bie  ^^Pf^^^^'^^ng  überroinbet?  SBelcfie 
SlrbcitSftärfe  ift  gur  Übcrroinbung  ber  SReibung  notmenbig,  toenn  fünf  Um^ 
bretjungen  in  ber  äRinute  gemad^t  merben  unb  ber  3leibung§f oeffigient  fg  =  0,08 
angenommen  mirb? 

.   54^  =  0,72 P.S. 

sec 

56.  Sine  ftc^enbe  SBcHe  ift  mit  einer  liegenben  burdf)  ein  ftammrab 
unb  einen  S)rel}ting  oerbunben.  ®ie  ftefjcnbc  SBelle  mirb  burd^  ^mei  5ßferbe 
in  aSercegung  gefegt,  bie  einanber  gegenüber  an  bem  Sinne  m  roirfea  3)aS 
Oeroic^t  ber  fte^enben  SBeHe  mit  gubel^ör  fei  G,,  ber  ^albmeffer  ber  S^Pf^n 
Qi  unb  ber  mittlere  ©albmeffcr  bc§  Sammrabeg  i?i.  S)a8  ©emic^t  ber 
liegenben  SBeHe  fei  G^ ,  ber  $albmeff er  ber  3apf en  Q2 ,  ber-  ^albmeff er  beS 
S)re^Iing§  B^.  9luf  ber  liegenben  SBeHe  ift  noii  ein  ©tirnrab  00m  $alb« 
meffer  B^  befeftigt,  in  beffen  Umfange  ein  S)rudf  Q  3U  übcrroinben  ift,  beffen 
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SfHd^tung  mit  bcr  JBertifalcn  gufammcnfäöt.  ®8  tft  ber  SBcrt  oon  Q  au  Bc» 
ftimmcn,  roenn  jcbcS  $f erb  mit  bem  S)rude  oon  F  kg  mirft  unb  bie  8apf en* 
reibung  bcrüdftt^tigt  roirb. 

SBir  eil^otten  alS  ©leid^gemid^tSbebingungen,  faüS  ber  im  SRantel  ber 
Slöberoerbinbung  roagcred^t  mirffame  ®rucf  mit  V  bejeic^net  mirb  unb  bie 
3cipfcnbru(fe  ber  liegcnben  SBcHe  Dj  unb  Dg  genannt  mcrben 

1)  2Pm-  fG,^  —  VE,  —  /,F9i  =  0, 

2)  VB2  —  QB,  -  f,D,Q.2  —  /,i)aP,  =  0. 

ES  fei  für  bie  Sered^nung  gegeben 

P  =  60  kg,  Gi  =  300  kg,  G2  =  200  kg,  m  =  3,139  m; 
El  =  0,628  m,  22a  =  0,314  m,  R^  =  0,157  m, 
Pi  =  0,046  m,  Pj  =  0,036  m,  /  =  0,16,  /,  =  0,08. 

8Iufeerbem  feien  bie  Entfernungen  üon  [A]  6ei  bcr  magered^ten  SBelle, 
beren  ßänge  Z=  3,452m  fein  mag,  ^üx  Q,  G^,  V  gegeben  begm.  burc§ 
2,824  m,  1,650  m,  0,314  m. 

SttuS  bcr  erften  ©Icid^ung  folgt 

V  =  694,5  kg. 

gür  Q  finbet  man  annä^ernb  au8  bcr  (Sleic^ung  VR^  —  QR^  =  0 
ben  aBert 

ö=  1190  kg. 

aSered^net  man  mit  biefem  SBerte  oon  Q  bie  3öpfenbrudtc  A  unb  D„ 

foift 

Dl  =  629  kg     unb    A  =  1070  kg, 

möl^rcnb  ba8  SleibungSmoment  5mkg  roirb.  Slun  folgt  au8  ber  grociten  ®Iei^ 
d^ung  genauer 

Ö  =  1107  kg. 

57.  aSBcIc^  flraft  ift  notroenbig,  um  mittete  eincS  glafc^enaugcS,  beffen 
fed^S  SRoUcn  gleichen  S)urc^meffer  ^abcn,  eine  Saft  oon  1000  kg  im  ®Icid^* 
geroid^te  ju  erhalten? 

ES  ift  für  ft  =  1,12 

p = ,000 145=^ = 2«  k,. 

58«  a3ei  einem  jroeiarmigcn  $ebel,  beffen  3Irmc  für  ffiraft  unb  ßaft 
bearo.  0,5m  unb  Im  finb,  unterftügt  baS  (Seroit^t  G  bie  ßaft  Q  im  3lb' 
ftanbe  0,1  m  00m  S)ref)punfte.  SBcIcfie  Jhraft  P  ift  crforberlicf)  für  eine  ßaft 
^  =  40  kg  unb  für  ein  ®eroidE)t  G  =  6  kg ,  faHS  ber  ©ebel  auf  einer 
©c^neibe  ru^t,  beren  SRcibung  ocrnac^Iöffigt  roerben  fann,  roö^renb  bie  ©tangen 
mit  S^pfcn  00m  ^atbmeffer  q  =  0,005  m  eingelenft  finb  (A  =  0,08)? 

®ie  Straft,  meiere  bie  ßaft  gleii^förmig  beroegt,  beträgt  81,3  kg,  bie 
Äraft,  meiere  ba§  ©infen  bcr  ßaft  gerabe  ocrfjinbcrt,  beträgt  81,1kg.  SBei 
aSernac^Iäffigung  bcr  SReibung  ^at  bie  erforberlicf)e  Äraft  ben  SBcrt  81,2  kg 
unb  bie  aicaftion  bcr  Untcrftü^ung  ben  SBcrt  127,2  kg. 


630  S>ntter  «[bfd^nitt    2)ritteS  StapittL    3mette  «bteUung.         [59.  —  65. 

59.  Sn  einem  einonnigen  $e6el  vom  ®ew\^it  5  kg,  beffen  @d§iper« 
puntt  oom  2)re^unlte  0,032  m  entfernt  tft,  n)irtt  eine  Saft  non  200  kg  am 
Slrme  0,012  m.  SBelt^en  SJäert  f^at  bie  Shaft  am  arme  0,08  m,  menn  ber 
Qopfen  1  cm  ftarl  ift  (/  =  0,1)?  fjür  bie  gleid^förmige  ©enfung  ift  bie 
Shaft  30,9  kg,  für  bie  Hebung  33,1kg,  o^e  Sleibimg  32  kg? 

60»  ®ne  fte^enbe  SBelle,  beren  Qap\m  (d  =  10  cm)  mit  üoHer  flreiS* 
flftd^  berührt,  l^at  in  ber  3l(^fenric§tung  einen  S)rudE  von  8000kg  auSju» 
galten.     äBeld^eS  2Rament   ift   aur  Überminbung    ber  S^Pf^nreibung   nötig 

(/=04)? 

3f  =  i  .  0,1  .  8000  .  5  =  2000  cmkg  =  20mkg. 

61-  eine  Kegenbe  SBeae  ift  mit  20  000  kg  bclaftet  unb  ^at  3apfen 
vom  §albmeffer  10  cm.  SBeld^e  8lrbeit  ift  für  eine  Saurcnaal^I  10,  roic  fte 
j.  SB.  bei  ÄBafferräbem  oorfommt,  jur  Überminbung  ber  S^pfcnreibung  nötig? 

200  ^^  =  2,67  P.S.  für  /  =  0,1. 
sec 

62.  äBelc^e  ftraft  P  inu^  bei  einer  flad^göngigen  ©d^raube,  für  bie 
0^  =  60  10'  ift,  am  mittleren  ©d^rauben^albmeffer  r«  aÖ  Slrm  nrirlen, 
menn  eine  Saft  Q  =  250  kg  emporgefd^raubt  werben  foll  {/=  0,16)? 

P=  68,2  kg,  ber  umgelel^rten  Semegung  entfprid^t  P  =  — 12,75  kg. 

gür  Q  =  750  kg  unb  a«  =  2^40'  erl^Mt  man  P  =  156  kg  für  bie 
Hebung  unb  P  =  —  84,4  kg  für  bie  ©enfung. 

SBeld^e  ßaft  Q  lann  mit  einer  flachgängigen  ©d^raube,  für  bie  r^  =  0,026  m 

unb  Om  =•  9010'  ift,  burd^  eine  Jhaft  P  =  45  kg  an  einem  3lrme  non  2  m 

gefjoben  merben? 

Q  =  10  492  kg. 

gür  P=  16  kg  unb  0^  =  30  ergiebt  fic^  unter  fonft  gleid^en  SSer* 
^ältniffen  §  =  5  746  kg. 

63*  SBeldje  ffraft  P  ift  am  mittleren  §albmeffer  r^  einer  ft^arfg&ngigen 
©d^raube  (2ß  =  bb^)  bei  einem  Sld^fenbrudte  Q  erforberlid^,  menn  bie  SDlutter 
alg  ein  ©tüftjapf cn  mit  ringförmigem  Duerft^nitte  (r  =  2  r«)  angefel^cn 
ipirb  (/=  0,16;  «^  =  2040')? 

P  ^  0,5  Q. 

64.  Sei  einer  ©d^raubenpreffe  ift  für  bie  ©cf)raube  r^  =  4  cm, 
ra  =  3,2  cm,  h=  1,6  cm  unb  für  bie  31uflagcrflöd^e  ber  ©pinbel  p  =  3  cm 
gegeben.    SBelc^cS  SKoment  ift  erforbcrlid^,  um  6000  kg  S)rudE  gu  erhalten? 

Mo  ^  62mkg  f ür  /  =  0,16. 

aSei  aSernac^Iäffigung  ber  SReibung  ift  Mo  =  15,12  mkg,  alfo  ti  /^  J. 

65.  35ei  einer  ©c^rauben!eitpreffe  ift  r^  =  0,025  m,  d  =  85^  a„»  =  4<> 
unb  /  =  /  =  0,08. 

SBeld^eg  flraftmoment  entfprid^t  bem  S)rudEe  oon  1000  kg? 

0,94  mkg. 
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66*    »ei  einer  ffiifferentiolfd^raube  ift  «;«  =  20o,  «^  =  8o,  r'n,  =  0,02 m, 
r«  =  0,04  m  unb  /  =  0,08. 

SBelc^eS  SKoment  ift  für  eine  Saft  oon  1000kg  nötig? 

6,08  mkg. 

67»    »ei  einem  ©ifferentialflafd^enauge  ift  r : E=  14 :  15  unb  /t  =  1,06. 
SBie  grofe  ift  für  bie  ©ebung  P :  ©? 

68.  »ei  einem  ©d^raubenrob  mit  @(^nede  (©d^raube  ol^ne  Snbe)  ift 

h  1 

ba8  mirifame  äßoment  14  mkg.   S35ie  gro§  ift  ber  ßöl^nbrudf  für  ^ "^Tn' 

Tn  =  80  mm  unb  /  =  0,15  bei  3Inre(^nung  ber  ßagerreibung  au  10  Sßroj.? 

P  r^  625  kg. 

69.  »ei  einer  ©ifferential^afpel  (oergl.  Übung  SRr.  51  in  biefem  9Ib^ 

fd^nitte)  ift  Q  =  4700  kg,  R  =  0,5  m,  r^  =  0,13  m,  r^  =  0,12  m,  p  =  0,02  m, 

^  =  20kg,  ft  =  1,06, /,  =  0,L 

SBie  gro^  ift  P? 

P  ^  100  kg. 

70.  SBieoiel  P .  S.  mufe  man  einer  SBelle  Ä  mitteilen,  meldte  mit  einer 
SSelle  B  burd^  SleibungSräber  oerbunben  ift,  memt  für  bie  oon  B  ju  leiftenbe 
arbeit  5 P.S.  oerfügbar  fein  foHen?  S)er  Sld^fenabftanb  beiber  äBellen  fei 
60  cm ,  bie  lourenjo^l  ber  treibenben  SBeHe  ni  =  80 ,  bie-  ber  getriebenen 
n.2  =  100,  ber  SReibungSIoefftäient  für  ffiifen  auf  (Kfen  0,15,  bie  Sopfcn^aDb* 
meffer  p  =  3  cm,  ber  Äoef figient  für  bie  SReibung  in  ben  ßagem  /,  =  0,08. 
8lu8  ri  +  ra  =  50  cm  unb  80  .  ri  =  100  .  r,  folgt  (n  =  ^) 

ri  =  I  .  50  cm  unb  rj  =  |  .  50  cm. 
SKan  ^at  (oergl.  @.  603) 

_  716,2  .  5  .  100 

^  ""  100  .  -J  .  50 
unb 

K  -K    ^  K      Ö'08/3.9  ,  3.9\ 

©emnad^  ift,  falK  x  bie  gefuc^te  3lnao^I  P.S.  bejeid^net, 

_  716,2  .  g;  .  100 

^'~      80  .  5  .  50     ' 
b.  f).  man  f^at 

vt  Fi    ,    0,08  /  3  .  9     ,     3  .  9  \1 
^  =  n^+ÖX6V5T50  +  4T6Ö;J 
=  5(1  +  0,13)  =  5,65  P.S. 

3)er  S)rudf  N  ift  für  ben  Orenaauftanb  beS  Oleiteng  runb  1160  kg. 

71.    2)urd^  einen  Sftiemenbetrieb  oon  gleid^en  ©d^eiben  fotten  4 P.S.  aur 
SlrbeitSleiftung  übertragen  merben.    SBie  grofe  finb  bie  Spannungen  P  tmb 
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Q  für  ri  =  ra  =  40cm,  iii  =  «a  =  80,  /,  ==  0,08,  q^  =  q.,  =  2,5cm? 

arian  f)at 

716,2  .  4 
ir  = ~ =  35,81  mkg 

unb  für  bie  (Srenge  beS  ©leitend 

100  .  Xr'  =  C  .  [40(2,4  —  1)  —  2,5  .  0,08(2,4  +  1)] 
r^  66  Q. 

gg  ift  alfü  für  bic  Orenae  bcS  ©leitcnS 

Ö  rv.  64  kg    unb    P  ^  2,4  ö  ^  154  kg. 

72.    gür  bie  »rcmfc   ber  fjfig.   439   fei  Äi  =  15  kg,  a  =  23,5  cm, 
r„»  =  2,6  cm,  ««  =  6o3',  /8  =  80«,  f,  =  0,4,  /=  0,16. 
SBie  grofe  ift  12? 

12  =  1134  kg. 

73*  gür  eine  flegeihtppelung  (oergl.  @.  605)  ift  Z=  15  kg,  a  =  94,2  cm, 
b  =  15,6  cm,  a'  :r=  141,2  cm,  b'  =  15,6  cm,  Vi  =  15,6  cm,  r^  =  13  cm, 
a  =  300, /=  0,16. 

SBie  gro§  ift  ba8  SleibungSmoment? 

•29,46  mkg. 
3Bte  gros  ift  Pi  für  a  =  7«  ? 

Pi  =  107,6  kg. 

74.  gür  aSanbbremfen  (oergl.  ©.  606)  roirle  iC=  15  kg  am  3Irme 
0,942  m  für  m  =  n  =  0,078  m,  a  =  1,4»,  /=  0,18.  3)ann  ift 
g/.arc«_2,21  unb  JB  =  219,2  kg,  rocnn  bie  Spannung  Si  bur^  ben 
©rel^punlt  beS  ©ebetö  gerid^tet  ift. 

®S  fei  unter  benfelben  SSer^ältniffen  E  =  225  kg,  bann  ift  im  aitinimum 

K  =  49,4  kg  3ur  Srgeugung  beiber  Spannungen, 
K=  15,4  kg  3ur  Sr^eugung  von  S^. 

gür  bie  SInorbnung  alS  SifferentialBremfe  ift 

n  =  e/-«»-««»!  =  2,21  w, 

mobei  ber  ©ebel  mittels  einer  Schraube  feftgel^alten  unb  baS  SremSbanb  mit 
einem  berartigen  Srudf  gegen  bie  Scheibe  gepreßt  mirb,  bafe  bie  notroenbigen 
Spannungen  Si  unb  S^  baburc^  crgeugt  werben. 

75.  Sür  Siemenfd^ciben  mit  Spannrotte  ift  25  =  120«,  Si  —  S, 
=  150  kg,  ri  =  0,654  m,  r^  =  0,131m,  q  =  1,098  m,  /=  0,25. 

SDlit  melc^er  Jhraft  R  mufe  bie  Spannrolle  gegen  ben  SRiemen  brüdfen? 
SBeld^e  Spannung  P  ruft  fie  l^croor? 

R  =  P  r^  272  kg. 

76.  Sei  einem  Sifenba^nmagen  fei  ber  ©albmeffer  ber  Sft&ber  50  cm, 
ber  ©albmeffer  ber  S^Pf^n  5  cm.  SDag  Saggeroid^t  (Sfd^fen  unb  Jiäber)  be« 
trage  2000  kg,  baS  ©eroid^t  ber  übrigen  SBagentcile  12  000  kg. 

SBeld^e  gugiraft  Z  entfprid^t  l^ier  ber  gleicf)förmtgen  Semcgung,  falls 
fr  =  0,05  cm  unb  /,  =  0,02  ift? 
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gür  bie  toHenbe  SHeibung  tommi  bie  gefamte  Scloftung  in  Stnret^nunfl 

(12000  +  2000  =  14000  kg),  fo  ba^  ^iec  Ukg  Bugftoft  ecfottwrt  roecben. 
Söt  bie  Sopfcnreibung   fommt  nur   bie   SBeloftung   12  000  kg  jur  Stn« 
rec^nung,  fo  ba^  fiii  biefe  bie  ^UQfi^Qft  24  kg  betiAgt. 
Z  =  14  +  24  =  38  kg. 

77.  ©ne  Gfjouneeroalae  Dotn  §nlbmeffet  B  tufjt  in  Rapfen  oom  $albi 
meffei  r.  SaS  ®eiDid)t  ber  SBalje  fei  Q,  ber  auf  ben  ^apfE"  liegenbe  iRa(|mcn 
mit  3>'f'*^öt  iDtege  G  kg.  SBie  grofe  ift  bie  fltaft  P  in  ben  Qugfträtigen, 
bamit  bie  irfitjenbe  unb  Sapfwu^eibung  gerabe  flbentiunben  roerbe? 

PS^friQ  +  G)+  /,>'^T~G^  ■  r. 
@3  fei 

Q  =  1000  kg,  R  =  0,786  m,  /,  =  0,08, 
G=     100kg,    r  =  0,033  ra,/,=:  0,018m. 
SBete(^net  man  juerft  P  auB  ber  ®leicE|ung  PB  =/r(Q  +  ö),  fo  et» 
ifült   man   als  dlä^erunglSmert   P=^  25,2  kg,  ber  gut  ^eie^nung   beS  fBior 
menteS  bet  Sapfcnteibung  benugt  roitb,  roonarfi  fit^  bann  auS  ber  obigen 
©leit^ung  als  genauerer  SSert  oon  P  finben  löfet 
P  —  25,6  kg. 

78.  ©n  SiDlIenbett  befiele  auS  fei^S  in  paralleler  ßage  ^orijontal  an= 
georbneten  St)[tnbem  oom  ^albmeffet  r,,  beren  Sapfen  ben  ^albmeffec  rj 
baben  mögen,  ©ine  Saft  oom  ©eroirfitc  Q  foH  mittels  einer  Sha^t  P  gerabe 
in  Seroegung  gefegt  roerben,  b.  if.  mit  ben  Sßiberftönben  bet  Seroegung 
gerabe  im  @feii^geroi[^te  fein. 

'  aSelrfien  SBerl  (|at  P,  roenn  bie  SHeibung8!oeffijienten  /,  unb  /r  unb  bo* 
®eroi(^t  jebeS  SgtinberS  G  ift? 


'■^(1 


,   ^»    +  "'    +  '" 
ober  annä^mb 

p^  Qfr  +  f.(Q  +  QG)r, 

79.  Eine  ßaft  Q  (gig.  469)  roitb  auf  ^Drijontalem  SBoben  burc^  unter= 
gelegte  Salaen  fortgefdiafft.  S)ie  ^terju  notmenbige  flraft  P  foH  beret^net 
roerben,  roenn  biefelbe  normal  ju  einem  91rme  gig.  469. 

non  ber  Sflnge  l  roirft,  bet  in  bet  9ti^fe  ber 
SSoIje  münbet  unb  in  biefem  Slugenblitle  mit 
ber  Sßettitalen  ben  SBintel  k  bilbet.  3)et  $albs 
meffet  ber  SÜJatje  fei  r,  baä  eigene  Oeroic^t  G 
unb  bie  JReibungSloejfiaienten  feien  fr  unb  fr- 

ffiet  ®ru(f  am  oberen  seerfi^rungS» 
punite  ift  gleich  Q.  bet  am  unteren  gleich  ,< 
Q  +  Psina  -+■  G.  pr  Ä  olä  S)ret)puntt 
ift  l  -\-  rcosa  ber  9ttm  öon  J',  fo  bafe  al8 
aitoment  füt  bie  Übetroinbung  ber  rotlenben 
Sfteibunfl  i'(i  +  rcosa)  onäufegen  ift. 


Dritter  «bfc^nUt    SritteS  Rapitel.    3ttieite  «Bteilung.  [80. 

Snan  ^at  ba^ 

P  =  - 


g  (/■-+/;)  +  g/r 

I  +  r  cos  et  —  /rStwa' 
)  fftt  /,  =  /;  erfliebt  f«^ 

2Q  +  tf 


-P=/r5 


'  l  +  r  cos  a  —  /r  sf»  a 

80.    aBeld»  Äroft  ift  nötig,  um  einen  ®(^u6far«n  (oerflL  giß.  470) 

gteit^femiig  ju  beioegen?    2)a8  ©eroi^  beS  flarrenS  unb  ber  oufgelegten 

gtg,  470,  Soft  fei  Q.  nrirtfam  in  S,  e8  (et  CB  =  c 

unb  BA  =  a,  ber  ^attmeHet  bcS  iUabefl  B 

unb  ber  beS  S'M'fenS  p. 

3erlegt  mon  [Q\  in  bie,  in  C  unb  j1  an» 

areifenbcn   ^atoDellräfte   T^l    unb    T^j 

für  a  +  c  =  ;,   fD  ift   [^1  in  D   buri^ 

ben  9Ir6eitei  übernninben,  ber  aufaerbem  nod| 
mit  einet  ftroft  [K]  in  bet  Äic^tung  DC 
nrirfen  mufe.   gür  2C  i?C4  ^  «  ift  [Äcosa] 

bie  tieibenbe  {traft,  loelc^e  bie  TOÜenbe  Steibung  utib  bie  ßot'f^nieibung  p 

überroinben  ^t. 

S)et  SßertHalbmd  f|at  ben  SBert  ^  +  Äsin «,  fo  bofe  baS  aWomeiit 
bet  toDenben  SteiBunfl  ff{%-  +  Kain«\  ift;  bet  gopfenbtud  fegt  fic^  ju» 
fantmen  auS    ^  1  unb  [iC],  fo  ba^  et  ben  SBert 

unb  fein  SBoment  ben  ffiJert  r/, .  z  ^at. 

gär  ben  Untetftü^imgSpunft  beS  Stabes  alS  ^e^punlt  gilt  alfo 


SJiefe  quabtatifd^e  Oleic^ung  fflt  K  ueteinfot^t  f«^  etroaS,  foUS  «  fo  flein 
ift,  bofi  sin «  =  0  unb  cos  a  =  1  gefegt  nietben  batf. 


aSierteS  Stapitel. 


96*    Set  SBetoegnngdjuftanb   eined  fiSr^erd  unb  beffett  ^nberung* 

SBenn  ftröftc,  rocld^e  an  einem  ftarren  Äörper  n)trlen,  nid^t  im  Oreid^geroid^te 
ftel^en,  fo  dnbern  ftc  beffert  SemegunöSauftonb  (oetgL  §  54). 

Um  bie  Slufgabe  ber  SHnetil,  meiere  fold^e  Snbenmgen  gu  unterfud^en 
unb  baräuftellen  f)at;  nö^er  gu  befttmmen,  ift  cS  notmenbig,  einerfeitg  genauer 
5U  erlautem,  maS  man  unter  bem  SemegungBjuftanbe  etneS  ftdrperg  gu  t)er^ 
ftel^en  ^ot,  tmb  anbererfeitS  barauf  l^injumeifen,  ba^  biefer  SemegungSjuftanb 
fid^  fettft  bei  ftarren  Äörpem  aud^  o^ne  ben  Sinflu|  öu^erer  ftröftc  änbem 
lann. 

Unter  bem  elementaren  SeroegungSauftanbe  eineS  ÄörperS  oerftel^en  mir 
baS  Sitb  beS  flörperg,  melt^eS  mir  erl^alten,  memt  mir  in  jebem  feiner 
5ßunfte  bie  SemegungSgrö^c,  meldte  einem  beftimmten  ä^itpunlte  t  entfpric^t, 
ate  aSeftor  anbringen.  äBir  nehmen  babei  ben  $unft  gum  Urfprung,  bie 
®efd§minbiglcit  beS  $ßunfte8  gur  3^*  t  alS  3flicf)tung  unb  baö  5ßrobuIt  auS 
bem  SBerte  feiner  ©efc^minbigfeit  gur  3^it  *  ^^^  ^iner  3Kaffe  atö  SKa^jal^I 
beg  SJeltorS.    SSergl.  ®.  250  u.  f. 

SKan  nennt  bie  SemegungSgrö^e  atö  SSeftor  mol^I  aud^  SWomentanlraft 
ober  3mpulg. 

3)er  SemegungSjuftanb  eineS  flarperS  für  eine  beftimmte  8^it  ermöd^ft 
bann  au8  ben  elementaren  Semcgunggauftänben ,  bie  bem  SSertaufe  biefer 
3eit  cntfprcd^en. 

®ie  einfad^en  SemegungSäuftänbe,  meiere  mir  gelegentlid^  fd^on  in  ber 
©tati!  betrad^tct  ^aben,  nämlid)  bie  gleid^förmige  SSerfd^iebung  mit  geraber 
ßeitlinie,  bie  gleid^förmige  S)re]^ung  um  eine,  im  SRaume  unbemcgli(^c  QaupU 
a^fe  beS  ftörperS  burc^  beffen  SHaffenmittelpunft  (oergl.  ©.  388)  unb  bie 
entfprcc^enbe  ©d^raubung,  erf (feinen  bemgemäfe  jcfet  atö  aSemegungSauftänbc, 
meldte  mä^renb  ber  S3eroegung  leinen  Snberungen  unterliegen.  Sie  bitten 
gcmiff ermaßen  ben  Übergang  t)on  ftatifc^en  gu  finetifd^en  SSer^ältniffen,  meil 
I)ier  bie  Semegungen,  menigfteng  für  Äörpcr  in  ber  Ställe  ber  ßrboberfläd^e  ^), 


*)  3ttt  ®egcnfa|e  ju  aftronomifd^cn  JBert)äItniffen. 


636  S)ritter  8lBfd6nitt-    JBicrtcg  StapxttL  [§  97. 

unter  bcm  Sinfluffc  im  ©Icid^gcrotd^tc  bcfinblid^cr  Äräftc  ju  ftanbc  lommcn. 
S)abei  ftctjt  bic  glcid^förmige  aScrfd^tebung  mit  gcrabcr  Scitlinie,  bei  mclc^er 
gar  feine  Sffettiohäftc  auftreten,  bcn  SSerl^öItnifjen  ru^enbcr  ftörper  am 
näd^ften,  mäfireub  bte  S3etra(^tung  ber  anberen  beiben  ScmegungS^uftönbc, 
bei  meldten  ja  Kentripetalfräfte  alS  effeftioe  ffröfte  auftreten,  ft^on  in  bie 
eigentliche  flinetif  fjineinfü^rt. 

SefonberS  ^eroorge^obcn  werben  mu§  nun,  bafe  ftd^  felbft  ber  Se* 
mcgunggjuftanb  cineS  ftarren  ftörperS  and)  of^m  ben  ©influfe  äußerer  fträfte 
änbern  lann,  unb  jroar  gemäfe  ber  räumlit^en  3KaffenocrteiIung,  meiere  bem 
flörper  eigen  ift.  Sei  homogenen  Äörpem  mirb  biefe  röumlid^e  SRaffen^ 
oerteilung  f d^on  allein  burc^  •  bie  geometrift^e  ©eftalt  beS  ftörperS  gegeben, 
bei  heterogenen  flörpern  mirb  fie  au^erbem  burc^  bie  oeränberlid^e  SHd^tigfeit 
beftimmt.  ©rel^t  fic^  3.  S5.  ein  freier  ftarrer  flörpcr  in  einem  beftimmten 
Seitpunfte  um  eine  Sttc^fe,  fo  änbert  fid^  biefer  elementare  ScrocgungSäuftanb 
infolge  ber  äRaffenoerteilung  aud^  ol^nc  (Sinflufe  äußerer  flräfte,  falls  jene  Slc^fc 
nid^t  eine  ©auptad^fe  bc8  flörperg  burd^  beffen  50laffenmittelpuntt  ift.  SBiH 
man  in  biefem  gaQe  btn  elementaren  SBerocgungS^uftanb  erhalten,  fo  bebarf 
eS  ber  Sinfü^rung  oon  Äräften,  3.  SJ.  burc^  SSefeftigung  beS  ftörperS  in  jmei 
5ßunften  (Std^fe  in  ßagem).  9Iud^  ^ier,  mo  ber  SemcgungSauftanb  beS  Körper^ 
unter  bem  Sinfluffe  oon  ffräften  erl^alten  roirb,  l^anbelt  eS  ftc^  im  ®runbe 
um  eine  Snberung  beS  an  unb  für  fid§  ocrdnberlit^cn  a3emcgungS5uftanbe§. 

SBir  merben  nun  junäd^ft  bie  Sel^anblung  ber  Seroegungen,  meldte  in 
tec^nifc^er  ^infic^t  am  mid)tigften  finb,  nämlicf).ber  SSerfdtjiebung  unb 
ber  S)ref)ung  um  eine  fefte  Slc^fc,  jum  Slbfdfjlufe  bringen,  unb  barauf  jur 
Äinetit  einer  beliebigen  S3eroegung  eincS  ftarren  RörperS  unb  eine§ 
©gftcmcS  oon  ftarren  ftörpern  übergetjen.  ße^tere  3Iufgabe  ift,  fo  oiel« 
geftaltig  fie  auc^  erfd^einen  mag,  im  roefentlic^en  gelöft,  menn  bie  @i)xt)zn^ 
lung  um  einen  fcften  Sßunft  eine  fac^gemöfee  S)arftettung  ertjaücn  I)at, 
roeit  fidö  fdE)ticfelid^  in  ünetifd^cr  33e3ict)ung  alle  SBeroegungen  cineS  ftarren 
ÄörperS  auf  Serfd^iebungen  feineS  SDlaffenmittelpunfteS  unb  auf  ©d^mens» 
fungen  um  biefen  ßurüdfül^ren  laffcn. 

97.  S^ic  !tBetfd)teIiung.  9lac^  §  44  u.  f.  ift  bei  einer  SSerfc^iebung 
eineg  ftarren  Sörperg  bo8  ©gftem  ber  Sffe!tio!räftc  in  jebem  Slugenblidfe 
gleic^roertig  einer,  burcf)  ben  aftaffcnmittelpunft  gc^enben,  ßffeftiofraft 
[K]  =  M[j] ,  fattS  bie  SIRaffe  be§  StörperS  burd^  M  unb  bic  augenbli(flici)c 
Sefc^leunigung  ber  aSerfcf)iebung  burdf)  [j]  bejcid^net  roirb.  S)a  nun  ha% 
©t)ftem  ber  Sffeftiofröftc  nad^  bem  5ßrincipc  oon  b'SlIembert  (oergl.  auc^ 
@.  344)  ftctS  bem  ©gftcme  ber  äußeren  5häfte  glcidfimerttg  ift,  fo  ^abcn 
bie  auf  bcn  Äörpcr  roirfenbcn  Äräftc  in  biefem  gaUe  in  iebem  Slugcnblidc 
eine  Jlcfultantc  [A'],  meiere  burd)  bcn  aKaffenmittclpunft  beS  ftörperS  gci^t. 

Umgefc^rt  ift  nad)  bemfclbcn  ^ßicincipc  nur  ein  Sqftcm  äußerer 
Äröftc,  beffen  SHcfultantc  burd)  ben  9Kaffenmittelpunft  beS  ÄörperS 
gel)t,  im  ftanbc,  biefem  eine  SJcrfdEiicbung  gu  erteilen. 

Sei  Scrfc^iebungcn  ift  ber  9JtaffcnmittelpunIt  beS  RörperS  ftctö 
br)namifd§e8  ßcntrum,  fo  ha^  er  al§  materieller  5ßunft  mit  ber  ajlaffc  M 


§  98.]  SSe  Sie^unß  um  eine  fefte  St^fe.  mi 

fQc  hm  Aörpec  eintreten  (ann.  Xie  bqnamifc^en  39en)egungSgUt(^ungen 
beS  materiellen  $un(teS  lajfen  fic^  in  biefem  Saue  oltne  weiteres  nuf  ben 
ganzen  flörper  übertragen,  gunöc^ft  bie  ©letdiung 

J  =  f.    b.  ^.  »efdileunigung  =  ^  ■     •     ■     -     191) 

Sieje  SBetratfltungen  gelten  gunöi^ft  für  einen  freien  Äörper,  bann  aber 
audi,  nai^  ISinfü^rung  bei  Sleattionen,  für  einen  unfreien  Jtöiper. 

UntfprerftenbeS  gilt  für  Sqfteme  (tarier  ftörfiet,  beren  einzelne  ©Üeber 
Sßerjc^ietiiingen  unterließen. 

S)abei  finb  bie  Seineifungen ,  lueli^e  bei  bei  iBe^anblung  beS  $rinctpe8 
ber  Dirtueflen  SBerrüdungen  in  Se^ug  ouf  bie  Sleaftionen  gemocht  roucben, 
forgfilitig  ju  beaditen. 

98.  3)it  5)»e^uBfl  um  eine  fepe  Ät^fc.  SSä^renb  bie  aSerfi^ietiung 
eines  ftarren  jiaiperS  mit  ben  einfatfien  ^ülfSmitleln,  nielc^e  bie  Se^re  uom 
materiellen  'jiunfte  unmittelbar  barbielet,  erlebigt  nierben  tarnte,  geigten  fic^ 
in  Sejug  auf  bie  S^ie^ung  (pergl.  §  49)  um  eine  9Ii^fe  gensiffe  St^roierigs 
teiten,  namentlid)  mar  bie  Srfegung  beS  JtörperS  buri^  einen  materieQen 
Sßunft  niifjt  met)r  mögltd).  Slii^erbem  beburfte  bie  ©leit^ung  ber  Slcfifeni 
bre^ung 

einet  meiteten  aSe^anblung,  fomo^I  itiaS  if)re  SBilbuiig  als  auä)  toaS  ben  Se= 
ret»§  ifiret  ©ülligfeit  anlangt. 

3n  »eaug  auf  ben  3äE|Iet  Mo  beS  anSbrudeS  für  (  ^t  baS  evfte 
flopitel  bteJeS  Slbfi^nittcS  (Sgnamif)  unterbefjen  bie  nötigen  ©cgänjungen 
gebcadfit,  roätirenb  biefe  in  Sejug  auf  ben  iJIenner  %z  not^  auSftefien, 


SSit^tige  golgecungen  auS  ber  ©leii^ung 
für  i  niurben  fi^on  am  S(i)tuffe  oon  §  49 
gegeben,  namentlidi  in  SBejug  auf  bie  3lr; 
beitSftärfe  unb  bie  Sleburtion  träger 
ajiaffen. 

3)o6  obige  ®leiiftung  junät^ft  für  bie 
2)re^ung  einer  feften  9Id)fe  güttig  ifl,  roie 
fie  in  ber  lecfinif  netroenbet  roirb,  roucbe 
bereits  früher  errofttjnt;  aui^  jeigt  bie  3ln= 
roenbung  Dir.  14  o.  S.  386,  ha^  \i)on  in 
biefem  gälte  eine  güOe  Don  SBejietiungen  ju 
beat^ten  finb. 

aSir  betrai^tcn  nun  biefen  gaU  etroaS 
genauer,  gemflfe  gig.  471. 

ajenn  bie  äRitlelUnie  bet  feften  Sl^fe 
als  Z'Slc^fe  eingefütirt  niirb,  fo  gelten  für 
baS  ©qftem  ber  effettiolröfte  ber  Sire» 
fjungen  bie  ®lei(^ungen  9lr.  107  a  unb  107  b, 


1-  471. 


638  2)nttet  8(bfdgnttt    S^etteS  5^apUeI.  [§  98. 

lüobci  man  ftd§  bcn  einen  Snbpunit  5  ber  9Id^fe  J.-B  ate  SlnfangSpunft  0 
ber  ftootbinaten  genidl^It  benlen  lann.  2)a  baS  @t)fiem  ber  gegebenen 
Äräfte,  gu  roeldiem  au(§  bte  SReaftümen  in  J  unb  in  B  gel^öten,  nad^ 
bem  principe  von  b*8llembert  (oergl.  @.  344)  bem  ©gftente  ber  Sffeftio* 
fräfte  gleid^roertig  ift,  fo  erhält  man  aroifd^en  bcn,  auf  baSfelbe  Äoorbi^ 
natenlreu3  beaogenen  ftrdften  unb  äßomenten  beiber  ®t)fteme  fec^S  ©leid^ungen. 
aSon  biefen  ©leic^ungen  genügt  eine  für  bie  S)arfteIIung  ber  Semegung,  fo 
bafe  bie  fünf  übrigen  jur  SScftimmung  ber  gunäd^ft  unbelanntcn  Sleoftioncn 
in  Ä  unb  B  nenoenbet  werben  lönnen.  S)a  nämlid)  bei  htm  Swange  ber 
Scnjegung  für  biefe  nur  bie  S)re^ung  um  bie  Z^Slc^fe  in  fjrage  lommt, 
fo  ift  für  bie  SBemegung  nur  bie  eine  ©leid^ung  oon  Sebeutung,  meldte  bie 
SKomente  für  bie  Z*8Id^fe  barfteHt.  S)iefe  lautet  für  bie  gffeftiofräfte  gemäfe 
®Iei(^ung  3h:.  107  b  bei  einer  SBinlelbefd^Ieunigung  l,  faK  man  baS  S^rög* 
l^eitSmoment  ber  ftörper  für  bie  Z^^SId^fe  mit  Xxm  Be^ei^net,  je  nad^  bem 
Sinne  ber  t  entfpred^nben  S)rc]^ung 

3ft  Mg  baS  SKoment  ber  gegebenen  ftrafte  für  bie  Z»^^^t,  ju  meldten 
bie  Slealtionen  oon  Ä  unb  B  nid^tS  beitragen,  fo  folgt  bemnad^  auf 
©rxmb  beS  5|Jrincipe8  oon  b'Sllcmbert 

Mg  =  M,  =  ±L  .%tg. 

S)amit  ift  bie  frül^er  bereits  benugte  gormel  für  bie  S)rel^ung  um  fcfte 
Sffd^fen  gered^tfertigt. 

SHe  übrigen  fünf  ®Ieid^ungen  beftimmen  bie  oier  jtomponenten  ber 
Steaftionen  oon  Ä  unb  B,  meldte  bie  Slit^tung  ber  X:s8td^fe  unb  ber  FsSTd^fe 
l^aben,  unb  bie  ©efamtrealtion  innerhalb  ber  ZM(^\t,  beren  SSerteilung  auf 
bie  fünfte  Ä  unb  B  ftatifd^^unbeftimmt  ift.    Scrgl.  ®.  473. 

S)a  bie  gffeftiofraft  Z  in  3H(^tung  ber  Z*3ldE)fe  ben  SBert  Statt  l^at,  fo 
l^öngt  biefe  ©efamtreaftion  in  SHc^tung  ber  Zf^ä)]t  nur  oon  ben  gegebenen 
5h:ftften  ab. 

gfür  bie  Seftimmung  ber  oier  Slealtionen  oon  Ä  unb  B,  meldte  bie 
Stid^tung  ber  Zs3ld§fe  unb  ber  r^Sttd^fe  l^abcn,  ftel^en  alfo  oier  ®Ieid^ungen 
5ur  SSerfügung. 

»eaeid^net  man  biefe  oier  9lcaItionen  begm.  b\xxd)  Ba\  Bf,  I^S\  bT 
unb  AB  bvLxij  l,  fo  lauten  biefe  oier  Oleid^ungcn 

x  =  x  +  bT  +  b^S^ 


Y=T  +  Bf  +  Bf 


M.  =  M:c  +  1.  B'X 

My  =  M:—l.  Bf 


B 

(y) 


193) 


falls  man  bie  Äomponenten  beS  ©gftemeS  ber  Sffeftiofräfte,  meldte  bie  ®Ieis 
d^ungen  3lr.  107  a  unb  107b  liefern,  be^m.  burd^  X,  Y,  Mx,  My  unb  bie 

Äomponenten  beS  ©gftemS  ber  gegebenen  Äräfte  begm.  burd^  X,  T,  Mx,  M^ 
besei^net.    (SSergl.  gig.  216  unb  fjfig.  471.) 

S)ie  Sttuflöfung  bcS  ©leid^ungSfriftemeS  ergiebt 
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^X)    _  My   —    My  ^y)    _  Mg   —    ^ 

ifx j ,  BA.—  +  j 

»er  arnfltiffgpunft  ber  Jhoft  [22^^]  +  [R^^],  beten  SBert  Z  —  X  x% 
teilt  ^JB  =  ?  im  Ser^Mtniffe  S^P  :  i^^^\  ber  angriffSpunlt  ber  ftraft 
[bT]  +  [i^B^].  beren  SBert  Y—  F  ift,  teUt  ÄB  =  l  m  SSer^Mtniffe 
-R2^  :  Bf. 

S)a  9  unb  t  in  bcn  äuÄbrüden  X,  r,  -Ma:/  -My  im  allgemeinen  gunf* 
tionen  ber  3^*  P"b,  fo  ftnb  bie  beftimmten  Sftealtionen  ölcid^faHS  im  aH* 
gemeinen«  mit  ber  3^^  perönberlid^. 

Sei  gleidiförmiger  ©rel^ung  (t  =  0  unb  (f  ^  y)  treten  bie  SSerein-» 
fad^ungen  ein^  meldte  Bereits  auf  ®.  387  u.  f.  ausgeführt  mürben, 

3n  tec^nifd^er  $infi(§t  mirb  bie  ©rel^ungSad^fe  aud^  als  eine 
freie  äld^fe  bejeic^net,  menn  bie  SRealtionen  Don  Ä  unb  B  in  bie  SHd^tung 
ber  Sld^fe  fallen. 

(88  l^aben  bann  Bf,  J^\  Bf,  Bf_  fömtlid^  ben  SBert  Slua,  fo  bofe 

X=X,  Y  =  Z  M:c  =  M:,  My  =  My  x%  5Rad^  ben  frül^eren  Setrat^ 
tungen  tritt  bieg  j,  8.  ein,  menn  bie  ©re^ungSad^fe  eine  $auptad§fe  ift, 
meldte  burd^  ben  äßaffenmittelpunlt  gel^t,  unb  menn  au^er  M^  leine  äußere 
5h:äfte  auf  ben  ftörper  mirlen. 

SBä^renb  ftd^  nad^  bem  fonft  üBIid^en  ©ebroud^e  bie  Segriffe  ^  freie 
81(§fe'  unb  ,$auptöd§fe  burd^  ben  SRaffcnmittelpunft'  oöHig  beden,  mirb 
alfo  in  ted^nifd^er  ©inftd^t  eine  Sld^fe  au(§  bann  ^frei'  genannt,  menn  fie 
leine  fen!red§t  gegen  fie  gerid^tete  Stealtionen  auSgul^atten  ^at 

S)a  ber  S)rud(  auf  bie  Sager  unb  bie  Slealtionen  ber  Sager  u.  f.  m. 
gu  SRaterialaerftörungen  führen,  fo  ift  eS  amedmö^ig,  innerl^att  ber  Xed^nil 
mdglid^ft  bie  ^auptad^fen  burd^  ben  ällaffenmittelpunit  eineS  JtdrperS  als 
Srel^ungSad^fen  gu  benugen.  2)iefer  6inftd§t  entfpred^en  aud^  bie  üblid^en 
^formen  ber  in  ber  JCed^nif  oermenbeten  bre^Boren  ftörper. 

gür  mand^e  äinmenbungen  ift  eS  gmedCmd^ig,  ba^  ®t)ftem  ber  Sffeltio;» 
Iräfte,  abgefe^en  oon  Mg,  auf  gmei  ftd)  Ireujenbe  fträfte  jurüdCjufül^ren. 
»ergl.  ®.  337. 

SBenn  man  bie  5ßaare  Mx  unb  Mp  ber  gormel  107  b  Bejm.  in  bie 
rz«Sbene  unb  in  bie  ZZ^ffibene  legt  unb  i^nen  bort  Bejm.  bie  fträfte  Y  unb 
X  ber  gformel  3lr.  107  a  alS  fträfte  giebt,  fo  pnb  bie  guge^örigen  3Irmc  z^ 
unb  ^2  g^g^Ben  burc^ 

Mx  =  Zi  .  Y    unb    My  =  Z2  '  ^• 

©re^t  man  jeftt  bie  5ßaare  Bejm.  in  ber  YZ^^Sbem  unb  in  ber  XZ^SBene 
fo,  bafe  je  eine  i^rer  fträfte  bie  flrftfte  [Y]  unb  [X]  in  0  gerftört,  fo  BleiBen 
bie  anberen  Äröfte  ber  $aare  übrig.  S)ie  crfte  fd^ncibet  bie  pofitioe  Z»3lcf)fc 
im  Stbftanbe  Zi  oon  0  unb  ^at  bie  SRic^tung  unb  btn  SBert  oon  [Y] ,  bie 
jroeite  fcf)neibet  bie  negatioe  Z^^6)\t  im  SlBftanbe  z^  oon  0  unb  fjat  bie 
SRid^tung  unb  ben  SBert  oon  [X]. 
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2für  bicfe  ffiarfteHung  gelten  bemnad^  bic  götmeln 

SHcfe  gormeln  für  -er,  unb  z^  önbem  [ic^  nic^t,  roenn  man  ftatt  ber 
(Sffefttüfröftc  beren  Oeßenfräfte  einführt,  \^<x  babei  bie  SSorjeid^en  im 
3ä^Ier  unb  im  SRenner  oon  z^  unb  z^  umfd^Iagen. 

SHe  (Einführung  biefcr  ©egenfröfte  ift  üon  einer  gemiffcn  SBebeutung. 

Snncr^alb  ber  5Ced^niI  pflegt  man  fi(^  nämlic^  ben  Sinflufe  ber  Sc* 
megung  auf  ben  ft(^  bre^enben  ftörper  baburd^  gu  neranf d^aulit^en ,'  \i^\^ 
man  fic^  bie  ©egenfräfte  ber  Sffeftiolräfte  an  bem  rul^enben 
Äörper  angcbrad^t  benft.  S)a  "tcA  ©qftem  ber  (Sffeltiolräfte  bem  ©qftemc 
ber  öufeeren  flröfte  (einf(^Iie^Iicf|  ber  Sftealtionen)  gicicfjroertig  ift,  fo  fielet 
biefeS  ©gftcm  mit  bem  Stjfteme  ber  ®egen!räfte  ber  ®ffe!tit)!räfte  im  ®Ieic^* 
gemid^te.  SSergl.  ©.  344.  S)enft  man  ftd^  alfo  an  bem  rul^enben  ftörper 
neben  ben  äußeren  flröften  bie  ®cgen!räfte  ber  ©ffeftiolräfte  angebracht,  fo 
Ijanbelt  t%  ftd^  bann  beS  meiteren  lebiglid^  um  ftatifc^e  Setrad^tungcn. 
aSergt.  ©.  260.  a»an  nennt  bie  (fingierten)  ©egenfröfte  ber  ©ffeftiofräfte, 
fo  meit  fie  oon  ber  SBinfelgefd^minbigtcit  ^>  ab^öngen,  ßentrifugaüräfte, 
fo  meit  ftc  oon  ber  SBinfelbefd^leunigung  i  abl^ängen,  S^rögl^eitSfröfte. 
5Ra(i^  ©teic^ung  5Rr.  107  a)  unb  107  b)  gilt  alfo  für  bie  eentrifugalfräftc 
eines  ftörperS  bei  ber  ©re^ung  um  bie  Z«8I(^fe 

r  =  +  9?2  jif  ,^  l     unb    i  Ify  =  —  ^>}I)y  \       '    '     195) 
Z=0  ]  [31,  =0 

Sbenfo  gilt  für  bie  Srög^eitSfräfte 

r  =  —  iMl  \     unb    \My  —  —  iD^\    '    .     .     .     196) 
Z=  0  j  [31,  =  +  tSCrJ 

Seibe  ©gfteme  laffcn  ftd^,  abgefc^en  oon  Jf„  bnx^  bie  gormel  SRr.  194) 
auf  je  amei  ftd^  freu^enbe  fträfte  5urü(f führen,  inbem  man  in  biefer  einmal 
(,  =  0  unb  einmal  q>  =  0  fegt. 

Solange  eg  fii)  um  gleid^förmige  ©rcl^ungen  (t  =  0)  l^anbelt, 
fommt  I)ier  lebiglid^  ba&  Sgftem  ber  Eentrifugalfräfte  jur  ©ettung.    . 

gür  biefeg  ©gftem  ber  Eentrifugalfräfte  gilt 

können  bie  beibcn  fid)  Ireugenben  fträfte,  meldte  biefeg  ©qftem  bar* 
fteHen,  burd^  eine  ftraft  erfegt  roerben,  fo  fann  man  oon  einer  Ken  tri* 
fugalfraft  be8  ganzen  ftörperS  fpred^cn. 

©inb  f,  7?  unb  Dx,  Dy  oon  5luß  oerf (Rieben,  fo  ift  bie  allgemeine  Säe* 
bingung  0  bafür  -\-  Zi  =  — -er.;,  b.  ^.  ^Bx  —  V^^y  =  ö. 

')  ®ie  ift  im  Sonbcrf olle  ber  SBebingung  XMx  +  YMy  +  ZMz  =  0.  »ergL 
6.  335. 
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®cr  SBcrt  btcfcr  (ScntrifugaHraft  x\t  (p^M^^*  +  n^  =  (f^Mg, 
falte  man  ben  9I6ftanb  beS  Sd^merpunftel^  Don  ber  9(c^fc  butd^  (»  bejeid^net 
b.  ^.  für  bie  Seted^nung  biefeS  äßerteS  barf  man  ben  {{drper  ftetö  bur^ 
feinen  ©c^merpunft  erfefet  benlen. 

aSon  SBid^ttgleit  ift  ber  ©onbcrfaD,  in  meld^cm  ber  Äörper  eine  ©gm«* 
metrieebene  ^ai,  fenlrcd^t  gur  Sire^ungSad^fe;  eS  ift  bann  (oergl. 
©.  388)  Dx  =  0  uttb  Dy  =  0,  falte  bie  ©gmmetrieebene  aur  X^-ffibene 
genommen  mirb,  meiere  bann  alfo  aud^  ben  ©d^merpunlt  enthält.  Sie  Sie« 
futtante  auS  [X|  unb  [Y]  ge^t  l^ier,  ba  T:  Z  =  i?:|  ift,  bur(|  ben  ©d^mer* 
puntt.  3n  biefem  galle  oerl^ält  ftd§  ber  Äörper  mie  ein  matcrieDer  5ßunlt 
oon  ber  SKaffe  M,  ber.  mit  bem  Äörperfc^merpunfte  gufammenfftEt,  b.  ^.  ber 
ftörper  ift  burti^  feinen  ©d^merpunlt  erfcgbar. 

Serlegt  man  einen  beliebigen  Äörper  in  unenbli(^:»bünne  5ßlatten,  fenl« 
red^t  jur  S)re]^ungSad^fe,  fo  gilt  obige  äJetrac^tung  für  jebe  eingelne  platte. 
3ft  ber  Äörper  nun  fo  gebaut,  bafe  bie  ©d^roerpunfte  ber  einzelnen  5ßlattcn 
in  eine  Sbene  faQen,  mel^e  burd^  bie  2)re^ung@a(^fe  gel^t,  fo  bilben  bie 
Sentrifugalhöfte  ber  einzelnen  platten  ein  ebenem  Softem  oon  ^raQeU 
Iröften;  biefeS  f^at,  abgefel^en  oon  bem  ©onberfaQe  beS  Är&ftepaareS,  eine 
3lefultante. 

gür  eine  platte  im  SIbftanbe  g  oon  ber  zr^ffibene  ift  Dx  =  ^iiysf 
=  ££(iy  unb  Dy  =  £(ixg  =  zl^yi^x.  SSegeic^net  man  bie  Sßaffe  ber 
platte  mit  m  unb  bie  Stbftönbe  il^reS  ©djmerpunlteS  oon  ber  ZZ^Sbene  unb 
ber  YZ:i(Sbmt  bt^rv.  mit  g  unb  j/  fo  ift  D^  =  »»^  •  9  unb  J)y  =  mg  .  j. 
Segt  man  nun  bie  YZ^dbtm  burd^  bie  ©d^merpunlte  ber  Patten,  fo  ift  für 
jebe  Patte  5  =  0  unb  bemnac^  aud^  By  =  0,  fo  ba^  Dy  aud^  für  beu 
Äörper  ben  SBert  5RuII  erl^ölt,  ebenfo  mie  g.  S)agegen  mirb  Dx  für  ben 
Äörper  2mg  .  g.    SSon  ben  ©leid^ungen  Str.  195)  bleiben  alfo  l^ier  beftel^en 

Y=  +  q>^Mti     unb    Mx=  +  (p^Dx  =  +  ip^Zmzx). 

2)emnad§  ift  für  ben  ^aU  einer  Stefultante  beren  9(ngriffgpunlt  gegeben 

©a  bie  ©öl^e  beS  ©d^merpunfteS  über  ber  ZY^Sbene  burc^  f  =  —— 

beftimmt  ift,  fo  gel^t  bie  Stefultante  l^ier  im  allgemeinen  ni^t  burd^  ben 
©c^merpunft,  obmol^l  il^r  SBcrt  tp^Mri  fo  gebilbet  ift,  ate  menn  au(^  l^ier 
ber  ©d^merpunlt  für  ben  Äörper  ate  bgnamifc^e^  Sentrum  eintreten  lönnte  0- 


0  2ä%t  ftdg  ber  Äörper  auf f äffen  ate  eine  ebene  Sßlatte,  roeld^e  bie  2)re]^ungd« 
ad)fe  in  ftc^  aufnimmt,  fo  lann  man  bie  (Sbene  ber  g^latte  als  YZt^^htnt  uel^men; 
e«  ift  bann  X  —  0  unb  Dy  =  0,  fo  baft  nur  bie  (Sleid^ungen  Y  =  +  9.*3/j?  unb 
Mx  =  -j-  g*Dx  befielen  bleiben. 

3)ie  ©entrifugaUraft  l^at  f)icr  alfo  ben  SBert,  als  menn  fid|  im  ©c^merpunfte 

ber  gJlattc  beren  SJlaffe  oerbid^tcte,  i^r  Slngrifföpunft  liegt  (^0  aber  in  ber  dnt* 

j) 
fernung  Zq  =  ^r^ —  oon  ber  rsittd^fe;  feine  ®ntfemung  y^  von  ber  ZM^\t  ift  ge^ 

geben  burc^  ^((p^^y)y  =  (9'^Mv)yof  b.  I).  c8  ift  y^  =  ^jj— ^• 

SB e miete,  ÜRet^anif.    I.  41 
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3lur  tocnn  riEmz  =  Zmjsi)  tft,  lö^t  pd^  aud§  l^ier  bcr  5Wrper  burc^ 
feinen  ©d^itjcrpunft  erfegen,  alfo  3.  S.  für  Qi  =  ija  =  Qs  u.  f.  ro.,  b.  §. 
loenn  btc  ©c^ioerpunfte  ber  einaelnen  5ßlatten  auf  einer  (Seraben  liegen, 
roeld^e  ber  3)re^ungSad^fe  parallel  ift,  roie  eS  3.  S.  bei  einem  ^omagenen 
giotationSförper  bcr  gaö  ift,  roenn  bie  Ske^ungßad^fe  feiner  Sttd^fc  parallel  ift. 


gig.  472. 


glg.  473. 


^^Y 


>^Y 


gür  eine  ©tange  von  ber  ßange  l,  bie  fic§  um  bie  8ld§fe  OZ  bxtf)t,  mic 
eS  gig.  472  anbeutet,  ift  bie  Kentrifugallraft  bei  einer  SBelaftung  y  für  bie 
Söngenein^eit 

C  =  (p^Qy)  .  Q  =  l  (p^mlsinot, 

falte  man  bie  SKaffe  ly  bnxä)  m  Be3cic^net. 

Sa  l^ier,  menn  man  bie  Sbcne  burd^  bie  Stange  afö  YZ^(Sbmt  ein^ 
fül^rt,  Dy  =  0  ift,  fo  l^at  man  nur  Dx  =  E^iyz  3U  Berechnen. 

gür  ein  Slement  k  ber  Stange  ift  [i  =  ky  unb,  ba  y  =  ztgcc  ift, 
£(iyz  =  kytguUz^. 

$at  ba^  bctrad^tete  ©lement  oon  0  ben  SIbftanb  pX,  fo  l^at  baS  3uge* 
l^örige  z  ben  SBert  pkcosoc,  fo  bafe 

H^yz  =  k'^ysinacosaUp^ 
ift. 

gfür  Z  =  «^  ergiebt  fid^  bei  Um 71  =  00 

Dx  =  —l^sinacosu  =  ^  ml^  sin  a  cos  u, 

0  ^ 

gür  ben  SlngriffSpunlt  Ä  ber  Eentrifugalfraft  gilt  alfo 


D. 


z. 


M  .  1? 


.2 — =  ilcosa, 


b.  ^.  er  liegt  auf  ber  ©tange  oon  0  um  gZ  entfernt,  mä^renb  ber  ©c^roers 
punit  oon  0  btn  3l6ftanb  {l  ^at. 

gür  bie  ©tange  ber  gig.  473  gilt 

C  =  lq>^sinay(lf  —  l,'). 
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So  ^et  i)ie  !3Kaf?e  m  =  0,  —  ?,)  y  i%  fo  flUt  am^ 

gernet  i(t 

J),  =  lysinacosailf-^). 
anan  t|at  al(o,  ba  ij  ^  i  ((,  +  I,)  si« «  ift,  £|ier 

^  y  sin  «  cosu  (1}  —  l^     j  J^  —  1} 

gut  (,  =  30  cm  unb  ?j  =  10  cm  ^at  3.  S3.  ber  SIBftanb  beS  Stiigriff». 
punReS  «uf  bem  ©tobe,  von  0  auB  geredinet,  ben  fSkrt  21,67  om,  roö^tenb 
bei  ®d|tverpuntt  entfprei^enb  ben  älbftanb  20  cm  ^aL 

3lu[$  in  ben  gdllen,  100  bie  ft<f|  freujenben  Äcfifte,  itielcfie  boS  ©qftem 
ber  Kentrifugalhfijte  eines  fflörperS  erfegen,  nit^t  auf  eine  flraft  ptfldgefttfirt 
nwiben  Idnnen,  tann  man  auS  X  unb  F  eine  Stefultante  00m  SBerte  <f)*M(f 
bilben,  nui  tritt  bann  neben  biefer  noc^  ein  jTrfiftepaar  auf. 

SBö^lt  mon  ben  ©(^iDer(mntt  ein  für  aflemol  alä  Sin^ifülirungSpunlt 
bicfeS  fttäfteftjftemS,  fo  fann  man  i^n  bemnacf)  aa<!^  ftetS  alS  bqnatnif(^eS 
Sentium  betrachten,  nur  mu^  man  augeibem  nocti  ^„  ^7^ 

Drm  goH  ju  gatt  geroiffe  Äräftepaare  beaä}itn. 
metdie  auf  Seroegung  bet  Sldife  nitrten,  mA^renb 
bie  im  Si^roerpuntte  angretfenbe  Sentrifugaltraft  \ 

an  ber  Stdife  naiii  ouften  rei^t  ^ 

2En  ben  jutegt  befianbelten  ^eifpielen  ber 
gig.  472  imb  473  mürbe  neben  ber  im  ©(^roer* 
punEte  an  ber  9Id|fe  roitlenben  ftraft  [C]  00m 
äSeite  C  nodi  ein  Ärflftepaar  Dom  SBerte  +  C .d 
auftreten,  roeti^eS  auf  Seroegung  ber  SH^fe  mirft, 
faltg  AS  .  cos«.  ~  d  ifl. 

geftju^alten  ift  bei  allen  biefen  Setiai^tungen, 
ba^  burdi  Einführung  ber  Sentrifugattröfte,  ebenfo 

mie  au(§  ber  SröglieitSttöfte,  bie  Slnanfprui^na^me  beS  fiörperS  inneifialb  ber 
SQemegung  fo  bargefteOt  mirb,  roie  fie  am  ruEjenben  Aöiper  unter  bem  ßiti< 
ftuffe  entfpredienber  ftatifii)er  Ärflfte  eintreten  mürbe. 

SMe  ©ouptßleit^ung  beS  SIbfcfinitteS,  91r.  192,  benugen  mir  in  ber  luraen 
gnrm 

Mo  =  i  .  Sr, 
menn  über  bie  Sage  ber  9td)fe  u.  f.  m.  (eine  Qroei^il  obrootten.  3^«  Ab- 
leitung lann  man,  auf  ®runb  ber  oorfte^enben  SBetrac^tung ,  auifi  lurj  auf 
folgenbem  Sffiege  geroinnen.  3ft  0  in  gig.  474  ber  S)urd^triit  ber  Sldife, 
fenfrerfrt  jur  Sbene  ber  3E'<$ttung,  fo  ift  baß  äRoment  ber  (Effeftiofraft  non 
P  ODÜftftnbifl  gegeben  alS  r(nJT).  roetl  bie  fflomponente  [jy]  con  [jo]  bie 
8Itf|fe  f(§neibet.  gülirt  man  bie  ffiinfelbef^leunigung  t  ein,  fo  ift  jj  =  n 
unb  man  ^at  alfo  für  jeneS  aJtoment  ben  aBert  t  .  r'>fi.  Sa  1  für  bie 
einjelnen  fünfte  beS  SförperS  aur  Seit  (  benfetben  SBert  ^at,  fo  fü^rt  biefe 
SSetrai^tung  für  ben  jförper  ju 

Mo  =  lir^ih  +  »-iV.  +  ■••)  =  '■  2:r. 
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3)a&ei  6ebeutet  Mo  jundi^ft  baS  ÜTloment  bec  SffelttofrQfte,  gemäg  betn 
5ßrinripe  non  b'ailemfiert  atier  aaä)  baS  äJlnment  ber  gegebenen  Ätöfte. 

99.  Sit  SiäB^citflntotnrnte  unk  'intiiatiint6momtntt  fflt  tictf^itbciit 
Stufen  unb  btt  $au))tai^fen  bc^e  Sör)>cTi3.  Um  bie  Sefttmmung  Don  Xx 
füi  befonbere  gfille  burc^fü^ien  gu  lönnen,  betraditen  mir  biefe  Srö^e  etmad 
genauei. 

33aau  beroeifen  mit  junäifift  folgenben  ©o^:  3ft  It  für  eine,  burc^  ben 
ajtaffenmtttelpunft  S  beS  ffStpetS  gelegte  ^(^fe  betamit,  fo  tft  e8  füt  jebe 
sßatoEelai^fe  im  9I6ftnnbe  a  gefleben  bun^  bie  gormel 

Jr„  =  -Zis  +  a'  .  M, 
in  meli^ei  %Xa  ba%  Xx&q^t'üSawmmt  füi  bie  ^i^fe  burdi  ben  @i^nierpunlt, 
£!„  baS  Stäg^eitSmoment  ffii  bie  ^aroOeladife  im  9Ibftanbe  a  unb  ilf  bie 
3Rane  be8  Hörper»  bejei^nei. 

gig.  475  \ttUt  eine  ®i^ibe  beS  StßrpenS  bar,  {entreißt  p  ben  btiben 
Steffen,  meldie  in  ff  unb  Ä'  bun^tteten  mdgen. 


gfifl-  475. 


m-  476- 


gebet  $unft  .P  in  ber  ®c^nitte6ene  liefert  für  Zxs  ben  »eitrog  (ir* 
unb  für  a:r„  ben  Söeitrog  ftp'.    ®o  p»  =  r»  +  a»  —  2arcos«  ift,  fo  ift 
^pa  :^:;  ^r*  4-  fia*  ^  2fiarcosDe. 
Sertegt  man  ben  .R6rper  in  unenblic^  =  bünne  ©c^ic^ten,  fenfaec^t  ju  ber 
ar^fe,  fo  gtU  alfo 

Zftp*  =  E[ir^  +  a»(ft,  +  »*,  +  ■■■)  —  2aSu,rcosK, 
b.  ^. 

Xra  ^  Irg  +  a" .  M  —  Sal^fircöscc. 
3)0  rcos«  =;  I  ift,  fo  ift  £(ircosa  —  £(ix,  b.  ^.  eS  ift  baS  SDlaffen» 
moment  für  bie  rz^Sbene,  faB§  man  bie  Z=aic^fe  fenftec^t  aur  (Ebene  bei 
3eic^nunfl  butdi  S"  legt.    Sa  btefe  Sbene  ben  ©rf|roerpun!t  enthält,  fo  ift 
biefeS  älioment  9lull.    Semnad)  gilt 
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Zxa  =  Xxs  +  a^M 198) 

tJfcrncr  ficioeifcn  toxx  bcn  ®aft:  ®inb  bie  S^rög^eitSmomentc  Ir«,  'S.Xy, 
Ir,  für  brct  STiifen  OX,  OY,  OZ,  bie  ftt^  rc^trainlelig  in  einem  fünfte  0 
f^neiben,  gegeben  unb  finb  für  bie  (Ebenen  biefer  Seifen  and)  bie  brei  ©e* 
oiationSmomentc  (Kentrifugalmomente)  Dx,  By,  Dg  gegeben,  fo  ift  auc^  für 
eine  Beliebige  burd^  0  getjenbe  8ld^fe  OT  non  befannter  Sftit^tung  (n,  ß,  y) 
baS  entfpred^enbe  Xrögl^eitSmoment  Ir«,  ^,  y  gegeben. 

Segeid^et  man  in  gig.  476  burc^  FQ  baS  ßot  oon  einem  beliebigen 
fünfte  P  auf  OT,  fo  ift  ber  »eitrag  oon  F  für  ba»  gefut^te  Srägl^eitS:* 

moment  gegeben  als  ft .  P$^ 

gür  baS  Duabrat  biefeS  ßoteS  PQ  gilt,  falls  P=  (a;;  j/;  £f)  ift,  ber 
atuSbrud 

—  2yzcosß  cosy  —  2£!x cos y  cosa  —  2xycosa  cos ß. 

ajlan  leitet  i^n  unter  anberem  leidet  auf  folgenbe  SBeife  ab.  3Kan  l^at 
FQ  =  r  .  sin q>  unb  cos (p  =z  cosa  cos a'  +  cos ß  cosß'  +  cosy  cos y\  f aUS 
OF  mit  ben  8l(^fen  bejro.  bie  SBinlel  a',  ß\  y'  bilbet  (oergl.  ©leid^ung 
3lr.  11).     8Iu8  X  =  r  cos  od,  y  =  rcosß\  z  =  rcosy*  folgt 

xcostfi  -\-  ycosß  +  zcosy 

cos  w  = —^ — ■ ^ 

r 

unb 

«        .             o           r*  —  (iccosa  4-  ycosÄ  +  zcosyY 
stntp^  =  1  —  cos^q)  = ^^ ^ — ■ -^, 

fo  ba^ 

FQ^  =  r^sin^q)  =  (x^  +  y^  +  z^)  —  (xcosa  +  ycosß  +  zcosy)^ 

ift. 

Sntroidfclt   man   bie   Guabrate   unter    Serüdfftd^tigung    ber    ©leid^ung 
cos'*  a  +  cos^  ß  +  cos^  y  z=  1,  fo  erl^ält  man  ben  oben  angegebenen  SBert. 
aSe^anbelt  man  aQe  fünfte  beS  ÄörperS,  mie  für  F  angegeben,  fo  er:* 
^ölt  man 

Zxa,ß,  y  =  £11  .FQ^  =  cos^aSiiijy^  +  z^)  +  cos^ßE^iiz^  +  x^) 
-\-  cos^^y 2^^{x^  +  y^)  —  2cosß  cosyl^^yz  —  2 cosy  cosaU^izx 
—  2cosa  cosßl^^xy, 

S)a  Vy2  +  z^  ben  aibftanb  beS  5ßunlte8  F  oon  ber  X^»  Steife  beaeid^net, 
fo  ift  Efi  (ya  +  z^)  —  Zxx  baS  Irög^eitSmoment  beS  ÄörperS  in  »ejug 
auf  bie  XMd)\t  alS  ©rel^ungSac^fe  u.  f.  m. 

ffibenfo  ift  £^yz  =  Dx  ia^  S)eoiation8moment  (Sentrifugalmoment) 
beS  ÄörperS  in  Se^ug  auf  bie  rz^Sbenc,  meld^eS  aud§  ätö  Dyz  bc^eic^net 
merben  fann,  u.  f.  ro. 

©emgemäfe  gilt 

Zxa,  ß,  y  =  Sr^  .  cos^cc  +  5trj,  .  cos^  ß  +  Zx,  .  cos'^y  \        ^^^. 

—  2  Dx  cos  ß  cosy  —  2Dy  cos  ycosa  —  2  Dg  cos  cccosß  j 

S)ie  gormein  $ftr.  198)  unb  199)  geftatten,  baS  Srög^eitSmoment  für 
jebe  beliebige  Slc^fe  l^erguf teilen,  faII8  für  irgenb  einen  ^ßunft  0  beS  ÄörpcrS 
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unb  ein  bur(i§  bicfcn  gefegtes  8l(^fcnfg[tcin  bte  ®rö^en  Xxx,  %Xy,  Ir,  unb 
Dx,  Dy,  Dg  gegeben  fmb. 

Um  bieg  burc^gufü^ren,  geid^net  man  gu  ber  gegebenen  Std^fe  I  ^aroHefen 
II  unb  III  begm.  binrd^  0  unb  burc^  S.  Unmittelbar  gegeben  ift  bann  burc^ 
(Sleid^ung  3lr.  199)  ba&  Trägheitsmoment  für  bie  Slc^fe  II  burd^  0,  meld^eS 
2:r„  l^i^en  mag.  3ft  o,  ber  Sttbftanb  oon  II  unb  III,  fo  gilt  min  ferner 
nad|  ©leid^ung  Sftr.  198 

3:r„  =  Sr,„  +  ai  .  M,  b.  ^.  Xr„,  =  Ir„  —  a^  .  M. 

3ft  enblid^  o^  ber  SIbftanb  oon  I  unb  in,  fo  gilt  gleichfalls  nad^  ®Iei« 
d^ung  3hc.  198) 

St.  =  Xr,„  +  «1^  ^  =  2:t„  +  {al  -  o/)  Jf. 

®iefe  Seftimmung  löfet  fid§  fei^r  nereinfac^en,  menn  man  ha%  ftreug 
burd§  0  gefc^idt  mö^It. 

Xrägt    man  auf  OT  in  gig.  476  eine  ©trecfe  OE  ab  nom  SBerte 

-. ,  f 0  erhält  man  einen  $unf t  E,  beff en  Äoorbinaten  i  =  OE .  cos  a, 

x)r=  OE  .  cosß,  i=  OE  .  cosy  finb.  3)enlt  man  biefe  Äonftruftion  für 
alle  burd^  0  ge^enben  Strahlen,  burc^gefül^rt,  fo  entfielt  eine  3flö(^e,  für 
meldte  0  ttentrum  fein  mu|,  ba  bie  SJerte  für  OE  unb  OE  biefclben  ftnb, 
falte  OE  unb  OE  auf  einer  ®eraben  liegen. 

3)iefe5Iö(§e  ift  leidet  gu  beftimmen,  inbem  man  cosa  =  -^,  cosß  =  'p^, 

OE  OE 

cosy  =  -^  in  ben  SBert  oon  %Xa,  ß,y  =  -^^  einführt,     ©o   ergiebt   ftd^ 
ujit  OE 

C^  =  p  .  %Xx  +  9'  .  Sty  +  g«  .  %Xg  —  22>,qg  —  2Dyii  —  2Ajt). 

äftan  erlj&lt  alfo  eine  gefc^Ioffene  gläc^e  gmeiter  Drbnung,  beren  Een* 
trum  0  ift,  b.  1^.  ein  breiad§fige8  ffiHipfoib  oom  Eentrum  0,  meld^eS  baS 
Srftg^eitScIIipfoib  für  0  l^cifet. 

Srfegt  man  baS  gufäHig  gen)af)Itc  Äoorbinatcnfr)ftem  burc^  baS  ©qftem 
ber  ©auptaifjfen  (g,  iy,  5)  be§  SüipfoibeS,  fo  ge^t  obige  ©leic^ung  über  in 

b.  ^.  in  Segug  auf  bicfeS  ©r)ftcm  erhalten  bie  ®röfeen  Dt,  D,^,  D;  ben 
aBert  9luII. 

3n  biefem  ©r)fteme  gilt  alfo  auc^  für  %Xa,  p,  y  bie  einfachere  ®Ieic^ung 

Ir«,  /*.  y  =  Xr^  .  cos^  a  +  %Xn  .  cos^  ß  +  "^^  •  cos«  y    .     200  b) 

falls  bie  3ld[jfe,  auf  meiere  ftc^  %Xa,fi,Y  6cgic^t,  mit  ben  ©auptad^fcn  beS 
SaipfoibeS  begm.  bie  SBintel  a,  ß,  y  bilbct. 

S)cmuac^  gelangen  mir  gu  bcm  Sd^Iuffe: 

Surt^  jcben  5ßunlt  0  cincS  ÄörperS  ge^t  ein,  aber  im  alU 
gemeinen  auc^  nur  ein  ©gftem  breier,  aufeinanber  rec^troinfe« 
liger  Sld^fen  (|,  rj,  J),  für  meldte  bie  S)coiation8momente  (Eentri^^ 
fugalmomente)  Dt,  D,,,  D;  oerfc^minben:  man  nennt  biefe  Slc^fen 
bie  ^au^itadöfen  beS  ftörperS  für  ben  5ßunlt  0. 
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SBö^lt  man  biefe  Sld^jen  gu  ftoorbinatenac^fen,  fo  reicht  bte 
ÄcnntniS  bcr  brci  Xr&g^citSmomentc  X^r^,  !£r,,,  5Crc,  tocld^e  ©aupt* 
trögl^ettdmomente  l^ei^en,  and,  um  baS  Zragl^eitSmoment  für  jebe 
beliebige  Sld^fe  burd^  0  3u  beftimmen,  gem&g  ®Ietd^ung  9lr.  200b). 

S)a  C^  jeben  beliebigen  SBert  erhalten  lann,  fo  fteHt  bie  ©leid^ung 
3lx.  200  a)  eine  unenblid^e  @d^ar  ö^nlid^r  unb  ä^nlid^gelegener  SQipfoibe  bar, 
beren  jebeS  für  bie  Unterfud^ung  brau(f)bar  ift. 

Siegen   feine   befonberen  ®rünbe  vot,   fo  fann   man   C*  =  1  fegen. 

@tellt  man  ein  S^rdgl^eitSmoment  Xx  gemö^  ber  Slebultion  trager 
aHaffen  (oergl.  @.  257)  in  ber  gform  Zx  =  ml^  bar,  fo  mirb  l  ber  ent* 
fpred^enbe  Srägl^eitSarm  genannt,  meil  ein  materieller  $unlt  oon  ber 
SJlaffe  m  im  9Ibftanbe  l  oon  ber  9I(^fe  in  SSegug  auf  biefe  bad  Srögl^eitSo 
moment  Zx  f^at. 

S)enlt  man  ftd^  ben  flörper  für  eine  beftimmte  Sd^fe  (a,  ß,  y)  burd& 
einen  materiellen  $unlt  oon  ber  jtdrpermaffe  M  erfegt,  fo  gilt 

2^^«,  ß,y  =  P«.  ß.r  -  ^' 
SRan  nennt  Qa,  ß,  y  ben  iCrägl^eitSarm  für  bie  Slc^fe  (a,  ß,  y). 
%iÜ)xt  man  für  %x^  Xx^  %x^  bie  X^räg^eitSarme  ein,  fo  ge^t  ©leid^ung 
%c.  200  a)  über  in 

0''  =  j^  =  I^P?  +  V'Q'n  +  5*9?       ....     201) 

©ier  fegt  man  groedmöfeig  C^  =  M  begro.  C»  =  l. 

3ft  baS  Srögl^eitSeHipfoib  ein  Umbrel^ungSeHipfoib,  beffen  Silc^fe  g.  85. 
bie  ^ac^fe  ift,  fo  ift  Xx^  =  Sr,;  =  Sr;  in  biefem  Satte  ^at  Xxa,  ^,  y  für 
jebe  Sld^fe  ber  fi^^Sbene  (y  =  90 o)  nad^  ©lei^ung  Str.  200  b)  ben  SBert 
%x  (cos^  a  +  co8^  ß)  =  %x,  nrie  aud^  av&  ber  Slnf d^auung  folgt. 

3ft  ho&  Trägheitsmoment  eine  flugel,  fo  ift  %xi  =  Xx^  =  Xx^  =  Xx\ 
mie  aud^  auS  ber  9(nfc^auung  folgt,  ^at  in  biefem  ^aDe  jebed  Xxa,  ß,  y  ben 
aBert  Xx  (cos^  a  +  cos'^  ß  +  cos^  y)  =  Xx. 

®a  naä)  früheren  33emerfungen  (oergl.  ®.  388)  bie  3)eoiation8momente 
für  ©gmmetrieebenen  ber  ftörper  oerfc^minbcn,  fo  I|at  g.  33.  bad  3led^t!ant 
mit  oerfd^iebenen  ftanten  für  feinen  Sd^merpunft  ein  breiac^figeS  SHipfoib 
als  Srög^eitSellipf oib ,  beffen  äldgfen  gu  ben  Stanten  beS  Sted^tlantS  parallel 
finb,  mäfircnb  bcid  Sled^tfant  auf  quabratifc^er  SSafiS,  menn  eS  fein  SBürfel  ift, 
ben  fJaH  beS  Umbre^ungSeHipfoibeS,  ber  SBürfel  ben  gaU  ber  Äugel  barfteüt. 

SBä^It  man  ben  @d)merpunft  £1  gum  äHittelpuntte  beS  £rög^ 
l^eitSellipfoibeS,  fo  fül^rt  biefeS  ben  Flamen   „Sentraledipfoib". 

SBöl^It  man  eine  ^auptad^fe  eineS  beliebigen  fünftes  0  als  S)rel^ungS^ 
ad^fe,  fo  gilt  gemöfe  gormel  3tx.  108  b)  für  bie  (gffeftiofröfte,  faKS  bie  at(^fe 
bie  g^Std^fe  ift, 

M-^  =  0,  M^  =  0,  J/^  =  —  tSr;, 

b.  ^.  eine  ^auptad^fe  oer^ölt  ft(^  in  SSegug  auf  ©rel^ungen  mie  eine  fefte 

Slc^fc,  roobei  im  übrigen  aber  bie  gormein  9lr.  107  a)  gu  berüdfic^tigen  fmb. 

SBöl^lt  man  im  befonberen  eine  ©auptac^fe  burt^  ben  ©d^merpunft  S 

beS  fförperS  als  ©rel^ungSad^fe,  fo  bleibt  gemäfe  gormel  3lr.   108  a)  unb 
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108  b)  Beato.  gcmö^  gormel  3h:.  109)  oon  bcm  ©gfteme  ber  (Sffeltio* 
fcöftc  nur 

übrig.  S)em9em&^  gilt:  fjfür  jeben  jtdrper  finb  bie  ^auptoi^fen  bed 
©d^toerpunlteS  unb  nur  biefe  freie  Sdjfen,  falls  auger  einem, 
fenlred^t  gur  ^Id^fe  n)irtenben  äHomente  leine  öugeren  Gräfte  vox^ 
^anben  finb. 

100.  Sie  Serec^nung  ber  Stäg^ettdmotnente  unb  ber  Scbtattond" 
ntomente  (Sentrifugalmomente)*  a)  S^HgemeineS.  2)ie  S9ere(^nung  ber 
Xrftgl^itSmomente  unb  2)eoiationSmomente  ift  in  ber  Sed^nif  meift  nur  für 
l^omogene  Stöxptx  erforberlic^  bt^xo.  für  5t5rper,  n)el(^e  auS  fold^en  gufammen:' 
gefeftt  ftnb. 

SBon  ben  Xrögl^eitSmomenten  für  l^omogene  flörper  gelangt  man  gu  btn 
Irägl^eitSmomenten  homogener  giäd^cn  unb  homogener  ßinien  burc§  aSetrac^«« 
tungen,  meldte  ben  in  ber  Se^re  beS  ©d^merpuntteS  burc^efü^rten  genau 
entfpret^en,  roobei  man  bie  glöd^eneinl^eit  Begro.  bie  ßinieneinf)eit  mit  ber 
SJlaffe  d  homogen  belegt  benit. 

gür  S  =  1  gelangt   man  micber  gu   rein   geometrifd^en  Regierungen. 

©ie^t  man  einen  ftörper  unb  bie  3ld^fe,  für  meldte  baS  S^rögl^eitS* 
moment  bed  ftdrperS  Bered^net  merben  foQ,  al^  ein  @gftem  an  unb  Bilbet 
man  biefeS  ®t)ftem  öl^nlic^  ab  nad^  bem  äRobuI  1  :  e,  fo  nerl^alten  ftd^ 
bie  £rög]^eitSmomente  beS  urfprüngli(^en  JtörperS  unb  feiner  9IBBi(bung  mie 
1  :  6\  falls  man  beibe  Äörper  auS  bemfelben  Ijomogenen  ©toffe  l^ergefteßt 

benft. 

3ft  nämlic^  v  ein  SSoIumenelement  beS  erften  ftörperS  unb  r  beffen  81B* 

ftanb  Don  ber  9td^fe,  fo  ftnb  bie  entfprec^enben  ®rdgen  für  ben  gmeiten 
flörper  v  .  b^  unb  r  .  a,  fo  bag  bem  irög^eitSmomente  (v  .  d)r^  baS  Xräg« 
^eitSmoment  (y  .  £»  .  ö)r^s^  =  (vd)r^  .  £*  entfprtd^t.  ©olc^eS  gilt  für  äße 
äJolumenelemente  Beiber  Äörper,  olfo  audEj  für  biefe  felBft. 

gür  l^omogen  belegte  ^(äd^en  unb  Sinien  finb  bie  entfpred^nben  93er« 
r&Itniffc  Begm.  1  :  £*  unb  1  :  £». 

äBiQ  man  bie  5trägreitSmomente  eineS  JtörperS  für  alle  möglid^en 
Steffen  barfteHen,  fo  ift  eS  gmedtmägig,  auf  bie  ©etrat^tung  eineS  JCräg^eitS* 
eUipfoibeS  Begio.  im  Befonberen  beS  SentralellipfoibeS  gurücfgugreifen, 
beffen  8l(^fcn  i^rer  ßage  nad^  (Symmetrie)  bei  ben,  in  ber  5Ced^nif  Der« 
menbeten  flörpem  meift  unmittelbar  gegeBen  fmb. 

SS  l^anbclt  ft(^  babei  um  bie  Seftimmung  ber  brei  Irögl^citSmomente 
für  bie  ^auptad^fen  beS  ©dCimerpunfteS,  beren  jebeS  im  allgemeinen  burc^ 
einen  ©rcngübergang  J^ergeftcHt  merben  muft. 

aSon  ^ier  auS  gelangt  man  burd^  bie  gformeln  3h:.  198)  unb  199)  gu 
bem  5Crag]^eitSmomente  jeber  Beliebigen  9td^fc. 

3)ie  Slnmenbungen  oerlangen  BcfonberS  ^öufig  bie  Stnmcnbung  oon  gformel 
3h:.  198),  auS  melc^er  ftc^  nod^  eine  3leil|c  oon  Braucf)Baren  Folgerungen  aB« 
leiten  laffen.  SBefte^t  g.  S.  ein  Äörper  auS  gmei  Üeilförpern  oon  ben  aHaffen 
Wi  unb  fWa,  beren  ©d^roerpunfte  Si  unb  S^  fjeigen,  unb  finb  bie  Xräg^citS* 
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momente  btefer  Jtdrper  Be3n).  für  groei  ^araKelad^fen  burd^  Si  unb  S^  olS 
2:ri  unb  Ita  gegeben,  fo  gilt  für  eine  gu  jenen  Sld^fen  parallele  äd^f^  ^^^^ 
ben  ©efamtfdöroerpunlt  S  bie  gormel 

Xt  =  Xr,  +  S;r,  +  ^'^]^^  .6«     ....    202) 

faQS  ber  9l6ftanb  ber  Sld^fen  burd^  S^  unb  St  mit  6  begeid^net  voixb. 

äßan  l^at  nömüd^  nad^  gormel  9lr.  198)  gundd^ft,  faSiS  o,  unb  aa  begro. 
bie  älbftönbe  ber  Steffen  b\xx6)  Si  unb  Sa  oon  ber  Sld^fe  burd^  S  begeid^nen, 

%x  =  (%x,  +  a>0  +  (Xra  +  a>2). 

®a  aber  Oj  +  aa  =  c  unb  Wiaj  =  Waaa  ift,  |o  laffen  fid^  o,  unb  o, 
burd^  mi,  ma  unb  e  auSbrüden,  n)ie  oben  angegeben. 

©anbelt  eS  fid^  barum,  von  einer  Steife,  bie  non  bem  ©d^roerpunlte  ben 
9Ibftanb  a^  ^at,  übergugel^en  gu  einer  ^araUelad^fe,  bie  t)om  Sc^roerpunlte 
ben  9lbftanb  a^  ^at,  \o  gilt  in  SSegug  auf  eine 
^araHetac^fe  burd^  S  Siß.  477. 

Xr«!  =  Xxs  +  a^.m  unb  Xra,  =  %Xs  +  a^ . m, 
b.  ^.  man  l^at 

Ira,  =  Ir«!  +  w  («2^  —  öfO- 

f^ür  bie  SSegie^ung  belS  9lbftanbeS  a  ber  beiben 
9Id^fen  gu  ben  Slbftcinben  ai  unb  a^  gilt  ftetl^ 
(oergl.  gig.  477) 

a^  =  al  +  Oj  —  2aia2Cosa. 

Siegen  bie  brei  Sld^fen  in  einer  ffibene,  fo  vereinfacht  ftd^  biefe  85e* 
gie^tmg  erl^eblic^. 

S3ei  ber  Sered)nung  eineS  beftimmten  £rög^eitlSmomentel^  einel^  Störperg 
finben  bie  folgenben  93etra(^tungen ,  meldte  ftc^  auf  ebene,  ^omogen  be^ 
legte  gfläd^en  begießen,  fmngemöfe  Slnroenbung. 

Oleid^cS  gilt  auc^  in  SBegug  auf  bie  SeoiationSmomente  (Kentrifugafc 
momente). 

b)  3)ie  Seftimmung  ber  Irägl^eitSmomente  unb  ber  ®eoia» 
tionSmomente  ebener,  homogen  belegter  gläd^en.  3n  ber  led^nif 
fpielen  bie  S^rägl^eitSmomente  oon  (ebenen)  Duerfd^nitten  eingelner  Äon* 
ftruItionSglicber  eine  ^eroorragenbe  SRoIIe,  roobei  biefe  alS  ebene,  l^omogen 
belegte  giadien  {ö)  auf guf äffen  finb,  unb  gmar  mit  einer  Selegung,  ent^s 
fpre^enb  5=1. 

ga^t  man  bie  Ebene  ber  glöt^e  aK  Xr^ffibene  auf,  mäl^renb  bie 
Z«Sld§fe  fenfret^t  auf  ber  gW^e  fte^t,  fo  begeit^net  man  Xx^  unb  %Xy  afö 
ad^fiale  Trägheitsmomente,  roeil  beren  Sli^fen  in  ber  glöd^e  alS  Steffen 
auftreten,  mölirenb  man  %Xt  ein  polares  irögtjeitSmoment ^  nennt,  mcil 
beffen  Sld^fe  bie  fj^öt^e  nur  in  einem  5ßunfte  (5ßoI)  trifft,  äftan  begeit^net 
bann  Xxx  unb  %Xy  mol^I  axiä)  begm.  aK  %Xi  unb  Zx2  unb  5Cr,  afö  Xxq. 

*)  S)te  SluSbe^nung  biefe»  JBcgriffe«  auf  Körper  ift  btgl^cr  in  ber  2:edönil  nur 
oon  geringer  SSebeutung  gen)orben. 
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SJa  ^ier  aüe  materiellen  fünfte  in  her  Xr*ffi6ene  liegen,  fo  gilt  für 
jebeii  biefei  fünfte  gemäfi  gig.  478 

»■'  =  y^  +  x'- 

aSeaeti^net  man   nun  ein  Clement  her  %l&r^  bmd)  y  unb  bie  See 
legung  bei;  ^Adieuein^eit  bunfi  8,  fo  ift 

unb  bemnac^  auc^ 

niobet  bie  ©ummatiün  über  aQe  Elemente  bet  ^ä(fte  gu  erftreden  tft.  SHe 
©lieber  biefet  ©leicfiung  fmb  bie  brei  Iräg^itSmomente  ber  ebenen  giäc^e, 
fo  bog  I|ier 

Ir,  =  Jr,  +  Ir^     ober     Sr»  =  Xr,  +  11,.     .     .     203) 
gilt. 

Sßon  bem  IcäßfieitgellipfDibe  bearo.  im  fiefonberen  ton  bem  Senttol« 
eHipfoibe  ift  t|ier  meift  nur  ber  St^nitt  mit  ber  ^TsSbene,  bie  fogenannte 
StraglieitSellipfe  be^m.  im  befonberen  bie  Sentralellipfe  oon  Sßic^tigfeit. 
m-  478.  m-  479- 


Y 

rV't 

, 

^ 

\ 

3nan  fann  biefe  (Sßfpfe  felbftänbig  einführen  buri^  bie  Srüärung:  äBenn  man 
bie  Sröfl^eitSmomente  %Xa  einer  ebenen  SIÖcEie  föc  aße  in  i^r  gelegenen  91(§fen, 
bie  buri)  einen  beftimmten  5ßuntt  0  ge^en,  bestimmt,  unb  auf  jeber  9lcfife  («) 

oon  0  aus  ©tredenpaare  oom  SÖerte  -;=  auflrögt,  fo  bilben  bie  (Snbpunfte 

biefer  Stredenpaare  bie  ju  0  gefiörige  S^räg^eilSeDipfe  ber  ebenen  ^lili^e. 
3ft  0  ber  ©i^merpuntt  ber  giäi^e,  fo  Reifet  bie  ffillipfe  im  befonberen  Ecntral. 
eHipfe. 

3^re  ®leid|ung  er^AIt  man  gemä^  ber  @ntroi<felung  auf  @.  646  für 

£  =  0  al§ 

roäfirenb  außleii^  [  ■    ■    204) 

%i„  =  %x^  .  cos^K  -1-  %r,j  .  sin^a  —  Dxy8in2K] 
ift;  babei  bebeuten  Zx^..  unb  5Cr„  bie  Sräg^eitSmomente  für  bie  9Iii|fen  OX 
unb  OY  eines  beliebigen  ret^troinfeligcn  ÄreujeS  unb  D  ba§  S)eoiation6= 
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moment  (Ecntrtfugalmomcnt)  für  bie  XY^gbene  mit  t^rcm  bcftimmten 
ftrcujc  XOY,  tocId^cS  genauer  aK  D,  ober  aud^  qK  D^y  beacid^net  mcrben 
tann,  tDd^renb  Zxa  baS  £rögf|ettSmoment  für  eine  3(d^fe  barfteQt,  roeld^e 
burc^  0  gel^t  unb  mit  ber  Z^SId^fe  ben  ffiinlel  a  bilbet. 

Um  biefe  Sejicl^ungen  felbft&nbig  ju  entmidcin,  beftimmt  man  l^ier  ju* 
näd^ft  ben.Slbftanb  PQ  eineS  fJfläd^enelementeS  9?  oon  ber  burc^  0  ge^enben 
3Id^fe  OA,  meldte  unter  bem  SBinfel  a  gegen  OX  gegeben  ift  (oergl.  gig.  479). 
a»an  l^at 

PQ  =  VW  —  VZ  =  ycosn  —  x$ina. 

2)emna(^  ift  ba^  Srögl^eitSmoment  oon  <p  für  OÄ  bei  einer  l^omogenen 
Belegung  d  für  bie  f^öd^eneinl^eit 

(p  .  PQ^  .  d  =  (p{ycosu  —  xsinay  .  d 
=  ((pS)y^  .  cos^u  +  {(p3)x^  .  sin^a  —  {(pd)xysin2a. 

2)aS  £rftg^eitdmoment  ber  ganjen  gfläi^e  für  OA  ift  bemnac^ 
Zxa  =  cos^a2:((p8)y^  +  sinaa2:(g)d)a;2  —  m  2  a  2;(9  3)  rry. 

S!)a  bie  Summen  ber  9lei^e  nad^  ba&  £r&gf)eitdmoment  Zxx  für  bie 
Z*8Id^fe,  bog  Irägfieitgnwment  %Xy  für  bie  r*3I(|fe  unb  baS  ©coiationg:» 
moment  D  für  ba^  ftreuj  XOr  begeic^nen,  fo  ift  bie  jmeite  ©leid^ung  ber 
9lr.  204)  bamit  oon  neuem  bemicfen. 

Xrögt  man  nun  auf  OÄ  eine  StredCe  OE  =  -y=  auf,  fo  fmb  bie 
floorbinaten  il^teS  Snbpunlteg  V^^^« 

C  .  C        . 

y  =    ,— --.  •  stna, 


X 


i^a 


cosa 


unb 


i%la 


fo  ba^  cos^a  =  — — — ,  sm^a  =  ^— — —   unb  sm2a  =  — ^ tft. 

Xrögt  man  biefe  fficrte  in  bie  eben  erhaltene  ©leid^ung  ein,  fo  erl^ölt  man 

aud^  bie  erfte  ©Icic^ung  ber  9tr.  204)  oon  neuem,    fjü^rt  man  ben  %x&q^ 

^eitSarm  ein,  inbem  man  Xxu  =  giifS)  feftt,  mobei  /  bie  gange  giäd^e 

C  ICC 

unb  bemnac^  fd  bie  ganje  SJlaffe  bebeutet,  fo  ift  -=  =  —  •  -j=  =  — , 

b.  i).  man  genrinnt  bie  ©llipfe  aut^  burd^  Sluftragen  oon  ©treden,  proportio« 
nai    ju    ben    reciprofen    SBcrten    beS 
Srftgl^eitgarmeS  p». 

S)ie  Äonflantcn  C  begm.  C,  meldjc 
bie  S)imcnfton  P  bejm.  l^  l^aben,  meil 
OE  bie  äimenfton  U  unb  Sr«  bie 
S)imenfion  l*  i^at,  finb  ganj  beliebig, 
fo  bafe  eS  fic^  ftctS  um  eine  unenblid^e 
©(^ar  oon  ö^nlic^en  unb  äl^nlicfi^geleges 
nen  SHipfen  l^anbelt,  bcrcn  jcbe  für  bie 
SSetrad^tung  braud^bar  ift.  gür  0=1 
ober  0'  =  1  erhält  man  je  eine  be* 
ftimmte  Sllipfe  ber  ©c^ar. 


gifl.  480. 
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2)eoiQtion§mi>ment  für  jebeg  Sheug  burc^  0  beftimmt.  2)re]^t  man  baS 
Sflcbenf reu3 ,  bcm  SBinfclfinnc  cntfprec^enb,  big  cS  roiebcr  in  feine  alte  Sage 
tommt,  fo  ßel^t  fi  oon  0°  bis  360o  unb  2ß  von  Qo  bis  720». 

gür  /5  =  45^  1350,  22b\  Bio»  finbet  ein  3ufommcnfanen  mit  bem 
©auptfreuge  ftatt,  mobci  cos2/J  =  0,  b.   ]^.  i>^  =  0  mirb.    Um  bie  9iot^ 

geid^cn  bcr  fjormel  9lr.  208)  ju 
^^^*  ^^'  unterfd^cibcn,  mufe  man  junöd^ft 

baS  $auptfreu5  nö^er  beftimmen, 
unb  baS  fod  fo  gefc^el^en,  mie  eS 
gfifl.  481  jetgt  wobei  bie  |*9Ic^fe 
bie  groftc  Sld^fe  bcr  (SQtpfe  mirb, 
fo  bofe  alfo  Xxi  <  Xxn  ift. 

•2)rel|t  man  nun  baS  Qa\xpU 
heuj  um  a  in  bie  Sage  ({",  i?")' 
mobei  f  =  |"co.s«  —  tj^sinu 
unb  ly  =  |"sina  -f  ri^'coscc  ju 
fegen   ift,    fo    erl^ält    man    für 

i(rO^Sro  +  H'^O'SIro  +  r^"(Sr,  -  2rOsm2«  =  CK 
Soll  biefe  (Sleid^ung  mit  ber  ©Icic^ung  für  baS  Jlebenfreuj 

übereinftimmen ,  unb  foll  babei  Dq  einen  pofttioen  äBert  erfjalten,  fo  mu!^, 
ba  %Xri  —  Sri  >  0  ift,  gefegt  merben  sin2a  =  —l,  b.  1^.  2 a  =  —  90» 
ober  +  2700  unb  a  =  —  45o  ober  +  135o. 
Unter  biefer  SSorauSfegung  ift 

D,  =  A  (Xr,  -  Xr;) 210) 

©er'  SBinlel  ß  beS  JlebenfreuaeS  entfprid^t  alfo  ^icr  bem  SBinfel 
a  =  1350  ^  ß  ober  a  =  315»  +  ß,  fo  bafe  gemöft  9lx.  209) 

Da  =  — D«  .  s«n2a 211) 

ift,  faE8  man  alleS  auf  baS  ©auptircuj  begiel^cn  roiH.  gig.  481  geigt  bie 
Sage  beS  StebenfreugeS  für  a  =  — 45^  eine  Umfe^rung  ber  5ßfcile  beiber 
Sl^fcn  entfpräd^c  a=  +  135^. 

S)re^t  man  ba&  ©auptfreug  ftetig  um  360°,  fo  fmb  bie  SBerte  Xxx,  %Xy 
unb  D,  mel^e  ben  einzelnen  Stellungen  feiner  9t(i^fen  entfpretfien,  nun  leidet 
JU  beftimmen.    ©ie  merben  burd^  gig.  482  oeranfc^auIidt)t. 

gig.  482  erläutert  aud^  bie  gemonnencn  (Sleid^ungen  unb  beren  golgc* 
rungen 

Xxa;  =  Xrt  +  (SCr,^  —  Srt)  sin'^  a  unb  Xxy  =  Zx,j  —  (Xx^  —  Xx()  sin^  a 
Xx^  =  \Xxo  —  Dosin2ß  unb  Xxa  =  ^Xx^  —  jDoCos2a 

Bri  =  Do  cös  2  ß  unb    Da  =  —  Dq  sin  2  «. 

Unter  ben  SScranfd^aulic^ungen  biefer  Scgietjungcn  ift  noc^  für  D  bie 
®arftcllung  burc^  eine  bcr  Eaffinifc^cn  fturocn  unb  gmar  burc^  eine  Sem* 
niScatc  gu  crmöl^ncn. 
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®o  ftdö  J9  nic^t  auf  eine  bcr  Sld^fen  bejicl^t,  wie  baS  Irftg^ettSmoment, 
fonbern  auf  boS  Slc^fcntrcua,  fo  tft  ed  aioedmäfetg,  ben  SBert  für  D  ober 
barouS  abgeleitete  SBertc  oon  0  aug  auf  einer  ©ijmmetralcn  beS  flreujeS  ab^ 
autragen.  S)abei  ergeben  ftc^  infofern  ©d^roierigfeiten,  afö  D  feine  Soraeic^en 
roed^felt;  mon  fann  bicfe  a.  83.  baburd^  befeitigen,  bafe  man  bie  ©t|mmetrale 


m 

CS 


ber  Ouabranten  (+,  +)  unb  (— ,  —)  beS  9lebenlreuac8  für  pofttioe  SBerte 
oon  D  unb  bie  ©^mmetrale  ber  Duabrantcn  (+,  — )  unb  (— ,  +)  beS 
Jlebenlreuaeg  für  negotioe  SBerte  oon  D  benuftt. 

Srägt  man  bie  SBerte  oon  D  fclbft  oon  0  au8  ab,  fo  erl^ält  man  babei 
Äuroen,  meiere  fonft  nic^t  in  Oebroud)  finb. 

gü^rt  man  ftatt  beffen,  bcm  ^Trägheitsmomente  entfpret^enb,  einen  81  rm 
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för  bat  S)et)iationgmoment  ein,  fo  gelangt  man  gu  bet  belannten  Qem« 
niScate,  meldte  ber  ®ruppe  ber  Safftnifc^en  jhtroen  angehört. 

gfür  pofttioe  äBertc  oon  D  lann  man  o^nc  meitere»  Bß  =  q^  (fS) 
f eften,  f o  ba^  q^  =  q^  cos  2  ß  mirb. 

S)tefe  ®Ict(|ung  x%  faüg  für  bie  in  gig.  481  geaetd^nete  Sage  beS  Sieben* 
IreuaeS  bie  poftttoe  ^^^Sld^fe  a\&  Sgmmetrale  benugt  mirb,  unmittelbar  alS 
^olargleid^ung  für  biefe  |«9ld^fe  ju  oermenben,  ba  [q]  beim  Stuftragen  auf 

glg.  483.  gig.  484. 


^^1 


bie  ©tjmmctrale  mit  ber  S*3lc^fe  benfelben  SBinfel  (p  bilbet,  mie  bie  i"M^\t 

mit  i^rer  urfprünglid^en  Sage,  fo  ba^  ftetS  (f  =  ß  ift.    ällan  l^at  alfo  für 

bie  pofttioen  SBerte  oon  D 

Q^  =  Q^co82(p 212) 

2)iefe  Betrachtung  entfprid^t  ber  in  f$ig.  483  gegeic^neten  SemniScote, 
bei  ber  g.  ».  q  =  OP  ben  SBcrt  oon  D  für  bie  Sage  POP"  be»  Sflebeni» 
IreugeS  beftimmt. 

gür  negatioe  SBerte  oon  D,  für  bercn  SDarfteHung  bie  beiben  Duabranten 
(+,  — )  unb  (— ,  +)  beS  SRebenIreugeS  oor^anben  finb,  feften  mir 

fo  ba^  l^ier  bie  ©leid^ung  q^  =  q^[ —  cos2ß]  gu  oermenben  ift,  mobei  ^o 
ben  alten  SBert  l^at. 

Senugen  mir  ^ier  bie  Sqmmetralc  gmifd^en  ber  negatiocn  |"*8Ic5fe  unb 
ber  ?y":s9Id^fe,  fo  ift  (p  für  baS  ©auptfrcug  mit  ß  ocrbunben  burd)  90<»  -|-  ^  =  q), 
fo  ba^  — cos2ß  =  +cös2  9  ift,  b.  f).  man  erhält  biefelbe  ßemniScate 
mie  oorljer. 

gg  beftimmt  in  gig.  483  g.  35.  p  =  OP  ben  3Bert  oon  —D  für  bie 
ßage  P'OP  bcS  Sncbenfreugeg. 

Um  bie  ßemniScate  0  gw  lonftruieren ,  fann  man  folgcnbermafeen  oer« 
fahren.    S)a  Dp  =  ^(Zx,  -  Sr.)  ==  K/*)((>?  -  ^1)  ift  fo  ift 

0  3n  ©egug  auf  bie  weitere  SJerroenbung  biefer  ßemniScate  oergl.  ©olg* 
m  Uli  er,  3ngenieur=^9nat{)ematif,  1897. 


§  100.]  J)ie  ©erei^nung  ber  XxäQ^tit&momtnte  u.  f.  xü,  657 

Q'  =  Kp?  -  gl)  cos2g>  =  (1  Vg j[  -  gl)  (Vg ,'  -  ^1 C08  2  y). 
3n  gig.  484  ift  ON  =  Vg?  -  p|,  fo  bafe  für  OJlf  =  |  O-ÄT  ift 

Q^=  OM.  OQ, 

b.  1^.  OP  =  p  ift  mittlere  ^ßropdrtionale  jioifd^en  OM  unb  OQ,  fo  ba^ 
A  OMP  ^  A  OPg  ift. 

Um  Don  ben  äßomenten  für  ^d^fen  burd^  einen  $unft  0  ju  3Romenten 
für  beliebige  anbere  8l(^fen  überjugel^en,  benugt  mon  ftetS  ^ßaraUcIat^fen 
burd^  ben  ©d^merpunft  S. 

Seim  Xrögl^eitgmomente  reid^t  für  m  =fd  bie  gormel  (oergl.  @.  645) 

%Xa  =  %Xs  +  a2  .  m 

av&,  3ft  für  ben  $unlt  0  aÜeS  belannt,  mä^renb  eS  fid§  um  bie  8ld^fe  MN 
burd^  P  ^cmbelt  fo  ai^^t  mon  burd^  0  unb  S  5ParaIIeIad^fen  ju  MN. 


u' 


Sig.  485. 
M 


gig.  486. 


0 


AY' 


— > 


N' 


oP 


N 


N' 


S 


0 


a 


-^X 


y' 


l^x' 


Sejeid^net  man  bie  Trägheitsmomente  für  bie  SHd^fen  MN,  WN'  unb 
M"N''  bearo.  bur(^  Xr,  SCr'  unb  %i",  fo  gilt  gemöfe  gig.  485 

2r'  =  3:r"  +  a'^  .  (/<J)    unb    Zx  =  Ir"  +  a^  .  (/«), 

b.  ^.  man  i^at 

Xx  =  Sr'  +  (a2  —  a'2)  (/«). 

gür  ba^  S)eoiation8moment  gilt  für  anjei  parallele  Sheuae,  oon  benen 
eins  burd^  ben  ©d^roerpunft  S  gel^t,  in  Seaug  auf  ein  giö^enelement  (p, 
gemöfe  gig.  486 

X  =  a/  —  a    unb    y  =  y'  —  h 

xy  =  x'y'  —  hx'  —  ayf  +  ah 

2:(jp8)xy  =  2J(q)d)x'y'  —  hZ!((p8)x'  —  a2:((pd)y'  +  al2:^)8. 

S)a  bie  mittleren  ©Heber  3lun  finb,  meit  bie  Sld^fen  burc^  S  ge^en,  fo 
gttt  für  3  =  1 

B  =  I)s  -\-  ah  .f 213) 

©tatt  beS  DuabrateS  ber  SSerft^iebung  a,  meltfie  beim  5CrögI|eit8momente 
auftritt,  ift  alfo  bie  Snberung  l^ier  burt^  baS  SRed^tedE  auS  ben  aSerfd^ies^ 
bungen  a  unb  h  beftimmt,  beffen  SSoraeic^en  natürlid^  med^feln  lann. 

aBerntde,  aßec^onif.    I.  42 
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2>a  biefeS  Sled^tecf  ben  SBert  9htD  ^at,  iDenn  enttoeber  a  =  0  ober 
5  =  0  tft  fo  ift  bog  2)eotationSmoment  eine  Stonftante  für  iebeS  Streuj,  boS 
ouS  einer  beftimmten  Sc^merac^fe  unb  irgenb  einem  Sote  berfelben  ge«> 
btlbet  mirb. 

S>ie  Übertrogung  Den  einem  itreuje  burdg  0  auf  ein  ffreuj  burd§  P 
unter  93ermittelung  eineS  ftreujeS  burc^  S  ift  o^ne  mettered  erft^Iid|. 

Sabei  ift  ftetlS  a"  beoc^ten  (oergL  @.  388),  ba^  für  eine  gflftd^e 
mit  einer  @qmmetralen  bad  S)eoiationSmoment  ben  SBert  9luU  er^ 
l^&It,  menn  man  baS  Areuj  aud  biefer  Sqmmetralen  unb  einem 
Sot  berfe(ben  bilbet. 

Unter  ben  oerfd^iebenen  Stittelpuniten  für  Srftg^eitSeQipfen  einer  ebenen 
gfläc^  (F)  ^aben  neben  bem  Sc^qmnlte  nod^  bie  fünfte  befonbere  93ebeutung, 
für  melc^  bie  Sllipfe  im  befonberen  ein  StreiS  ift  9tan  nennt  fol^ 
fünfte,  beren  el^  ftetd  jmei  giebt,  gfeftpunite,  meil  baS  Xr&gj^gmoment 
für  jebe  Sl^fe  burc^  fte  einen  feften  SBert  l^at. 

SBemt  bie  Sr&g^itSeQipfe  für  irgenb  einen  $unlt  C  ein  flreiS  fein  foO, 

fo  mu^  i^re  ©leic^ung  für  jebeS  red^tmintelige  Jtreuj  (s,  9)  bun^  C  bie 

®Ieid^ung 

ja  4-  r)2  =  t» 

l^aben,  alfo  aud^  g.  S9.  für  baS  ihreuj,  meId|eS  burc^  Serfc^iebung  beS  centralen 

^uptfreujed  nac^  C  entfielt    ©inb  bie  SSerfc^iebungen  für  bie  £>»Sl(^fe  unb 

ij^Slc^fe  bejm.  h  unb  a,  fo  ftnb  bie  XrAgl^eitSmomente  für  bie  £»Slc^fe  unb 

g**8I(^fe  für  *  =  1  bejm.  Irj  +  b^ .  F  unb  Xr,,  +  a«  .  F,  mä^renb  bo» 

S)eoiationSmoment  für  baS  neue  jhreug  ahF  ift.   Sllfo  ^t  bie  SDipfe  für  C  bie 

(Sleid^ung 

ja(S:ra  +  h^F)  +  q2(s:r^  +  ^^F)  —  25qa5F  =  1. 

©oQ  biefe  SQipfe  ein  ftreiS  fein,  fo  mu^  ha^  ®Iieb  mit  sg  fortfallen, 
b.  1^.  ed  mu^  a  =  0  ober  b  =  0  fein,  unb  femer  muffen  bie  ffoeffijienten 
oon  s»  unb  g^  einanber  gleich  fein,  gür  a  =  0  ift  alfo  2:r,  =  Xrj  +  b".F 
unb  für  6  =  0  ift  cbcnfo  Xx^  =  iCr,,  +  a^F  »ebingung. 

Unter  ber  SorauSfeftung,  ba^  nic^t  ber  ©onberfatt  (a  =  0,  6  =  0) 
oorliegt,  in  melc^m  bie  (Edipfe  beS  ^auptfreujeS  ein  Slreig  ift,  gilt  !£rt  ^  S:r,j. 

3ft  %xi  >  Zxri,  fo  ift  bie  »cbingung  für  b  =  0  erfüllbar,  mä^renb  bie 
SSebingung  f ür  a  =  0  unerfüllbar  ift. 

3ft  Xrj  <  2:r,j,  fo  ift  bie  »ebingung  f ür  a  =  0  erfüllbar,  mö^renb  bie 
SSebingung  für  6  =  0  unerfüllbar  ift. 

Slel^men  mx  an,  bag  bie  groge  9Ic^fe  ber  SQipfe  bed  ^uptlreujeS  al^ 
^8l(§fe  beaeid^net  ift,  fo  ift  Xx^  <  Sr,,,  b.  f),  bie  SJcrfd^iebung  (0;  b),  bei 
welcher  bie  iy*3ld^fe  in  ft(§  gleitet,  fü^rt  für 

«>  =  ±  |/?^^  =  ±  V^T^' 

je  au  einem  fünfte,  für  meiere  bie  Xrägficitgcaipfe  im  befonberen  ein  JlreiS  ift. 

SRan  nennt  bie  beiben  ^untte,  bie  auf  ber  f(einen  äl^fe  ber  SDipfe  btd 

centralen  ^auptfreuaeg  gu  beiben  Seiten  beS  ©^roerpunltfS  im  Slbftanbe 

Vp?  —  9i  liegen,  bie  gfeftpuntte  (giypunftc)  ber  ebenen  gigur. 
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2)er  Xrag^eitölretö  für  j|eben  ber  geftpunite  Ijat  bte  ®Iei(^ung 

xDofm  %Xti  bad  größere  Srftg^eitgmoment  beS  centralen  $auptfreu5eS  ift. 

S)te  Sebcutung  ber  gcftpunfte  liegt  barin,  ba§  von  il^ncn  au8  baS  iräg* 
l^eitSmoment  fär  jebe  beliebige  Sld^fe  (eid^t  !onftruItio  gefunben  merben 
lamt. 

Qiel^t  man  burd§  ben  geftpunft  Gi  auf  ber  poptioen  $alba(§fe  (iy)  unb 
burd^  ben  ©d^nierpunlt  S  je  eine  parallele  gu  ber  vorgelegten  9Ic^fe  AB 


Alf     glg.  487a. 


Xt 


8 


> ,  7    gig.  487  b. 


max 


7^~-^ 


-/-. 


min 
/Ca 


^>  2 


/'     / 

/  / 


<. 


'^^^^.. 


^l 


(oergl.  gig.  487  a),  beren  Irägl^^itSmöment  2;r  gefut^t*  nrtrb,  fo  ift  %x^  baS 
Xrag^it^moment  für  bie  Sld^fe  burd^  C^,  b.  1^.  ed  gilt 

Irs  +  s2  .  p  =  Jrq    unb    ÜXa  +  (s  +  cO^  .  F  =  Ir. 

afton  l^at  alfo 

2;r  =  Xr,  +  F{cl  +  2sci). 

gül^rt  man  nod^  bie  (Entfernung  03  beS  anbeten  ^ftpunltelS  vixn  ber 
?lci^fe  AB  ein,  fo  ift  cq  =  Ci  +  2  s,  b.  ^.  man  \^ai 

Sr  ==  Sr,  +  Fe,  Ca 2l4a) 

S)iefe  ©leid^ung . gilt  junöd^ft  für  jebe  Oerabe  AB,  mel(^e  bie  ti^%i^\t 
fd^neibet  unb  jmar  au^erl^alb  ber  ©tredfe  0^0^, 

©(^neibet  fte  innerl^alb  ber  ©tredte  Ci  C^,  fo  ift  (oergl.  a:b\  gfig.  487  b) 

%x  =  Ir,  +  T{cl  —  2sci) 

unb  Cj  =  2  s  —  Ci,  b.  ^.  man  ^at 

Sr  =  Jr,  —  J'CiCj 214  b) 

ajlan  lann  bie  beiben  fjformeln  3h:.  214  a)  unb  214  b)  in  eine  ju* 
fammengie^en,  menn  man  bie  2ote  au8  G^  unb  G^  auf  AB,  meldte  mit  ben 
©tredten  cx  unb  cj  übereinftimmen ,  mit  gleid^en  JBorjeid^en  anfegt,  menn  fie 
gleid^  gerid^tet,  unb  mit  entgegengefe^ten  SSorgeid^en  anfeftt,  menn  fte  gegen» 
einanber  gerid^tet  finb.    fjül^rt  man  bie  Xrftgl^eitgarme  ein,  fo  ift  bann 
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ßicgen  feine  befonberen  (Srünbe  oor,  fo  ßiebt  mon  C  ober  C  bei  ber 
Iraal^eitScaipfe  ben  SBert  1. 

©ei  flrop^ifc^en  SarfteÜungen  ^at  .eS  'gro^e  äJorjüge,  eine  befonbere 
enipfe  au  w&ifitn,  für  meiere  (?  =  qI  .  qIj  ,  (fS)  ift. 

3l^re  ®Iei(^ung  ift  bemnad^  (für  bog  Qauptlxeu^) 

ßegt  iman  an  btefe  CHipfe  eine  Tangente  im  fünfte  (5;  x)),  fo  ift 
beren  ©leid^ung 

i  'l'  Qi  +  V'^  '  Qn  =  qI  '  Qr  

©ringt  man  biefe  Oleic^ung  bur^  SHoifion  mit  ^^Qi~+~^^  =  ^ 
auf  bie  Slormalform,  fo  fic^t  man,  ba^  ber  äbftanb  ber  J^angente  oon  0 
ben  SBert 

^L^    ^at. 
n 

2)a  bie  Tangente  mit  ber  £?9[d^fe  ben  SBinlel  a  bilbet,  für  ben  tga 

=  —  *  •  ^\  ift,  f 0  l^at  bie  Sld^f e  burd^  0,  xotl^t  jener  S^angente  paraQel  ift, 

9  •  9n 
bad  £rög]^eitSmoment 

fang  sin^a  =  ^-^  unb  cos^a  ==  2i-i-£^  gefegt  roirb,  b.  ^.  man  I)at 

'''^''  — i^i 

gfi^  man  ben  Srfigl^ettgarm  ein,  fo  ift 

^"  -  ^i^  -  n» 

S)a  ber  5ßunft  (j,  i))  auf  ber  (SHipfe  liegt,  fo  gilt  auc^ 


b.  ]^.  man  ^at 


ä  =  £M    unb    9„  =  ±«*^'«*«' 


S)emnaci^  f)at  ber  8Ibftanb  ber  Xangente  im  5ßunfte  (j;  g)  oon  0  ben» 
fclben  SBert  mie  ber  Xrögl^citSarm  für  bie  3lci^fe  burc^  0,  mcl^e  jener  Xan* 
gente  paraQel  ift. 

S)ie  betrad^tete  SHipfe  löfet  fti^  alfo  folgcnbermafeen  l^crfteUcn:  ßtc^t 
man  5U  jeber  Steife  burd^  0  bie  bcibcn  SJSarallelen  im  SIbftanbe  q,  mobei  q 
ben  8lrm  beS  Irög^eitSmomenteS  für  bie  jeroeilige  Slc^fe  beaeit^net,  fo  um^s 
l^üHen  biefe  parallelen  bie  ffiUipfe,  meldte  afö  bie  ©ulmanufd^c  ©ßipfe  bc* 
geic^net  mcrben  mag,  meil  fie  oon  biefem  inncrj^alb  tec^nifc^er  Unterfud^ungen 
eingefül^rt  morbcn  ift. 

S)a  aKe  Xrög^eitgellipfen  eineS  5PunfteS  0,  meldte  oerfd^iebenen  SBerten 
oon  C  entfprec^cn,  ö^nlid^  unb  ä^nlid^  *  gelegen  finb,  fo  jeigt  jcbe  in  be» 
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ftimmter  SSerlürgung  ober  SSerlangerung  baiSfelfie,  toad  bei  ber  Sulmann:« 
f(^cn  ffillipfc  unmittelbar  l^eroortritt. 

S)enft  man  in  einem  ©d^eitel  biefcr  SHipfe  bie  SDtaffc  bcr  SKipfe  (afejrÄ) 
oerbidjtct,  fo  erfeftt  ber  ©c^eitel  afö  materieller  5ßunft  bie  Sflipfe  bei  ber 
2)re]^ung  um  bie  ^auptac^fe,  meldte  ben  ©d^eitel  nid^t  enthält. 

Äonftruiert  man  für  ben  aJHttelpunlt  0  ber  ffiHipfe  beren  gu^punftg* 
luroe,  fo  fann  je  ber  ^ßunlt  P  biefer  fturoe  in  obigem  ©inne  alS  ffirfaft  ber 
ffiHipfenflöt^e  für  je  eine  beftimmte  3ld^fe  benugt  werben,  unb  jmar  nur  für 
bie  iii)\t,  bie  auf  OP  in  0  fenhet^t  fte^t. 

©d^Iie^Iid^  mag  nod^  bemerlt  merben,  ha'i^  jebe  Sragl^eitdellipfe  bei 
reciproler  S^bbilbung  in  Sejug  auf  einen  lonjentrifd^en  5lrei8  eine  3leciproIaI* 
ellipfe  liefert,  meldte  in  bicfem  ©ebiete  gleichfalls  mit  Sluften  oermenbet 
merben  lann. 

8u  ben  2:rög]^eitgeflipfen 

gehören  bie  Sleciprolalellipfen 

fc2  fj2 

fang  C  unb  K  beliebige  Äonftdnten  bejeid^nen. 

gür  K^  =  1  §at  bie  SleciprofaleHipfe  im  befonberen  bie  ®Iei(^ung 

gäHt  man  bei  biefer  befonberen  SHipfe  einjßot  oon  0  auf  bie  5Cangente 
im  fünfte  fe  g),  fo  ^at  biefeS  f ür  w  =  Vj^pi}  -f  j^^gi  bie  ßönge  ^^, 

meldte  jugleic^  ben  2:rög]^eitSarm  für  ha^  ßot  afö  Sld^fe  barfteüt. 

Irögt  man  alfo  auf  ben  Sld^fen  burt^  0  oon  0  auS  beren  Irftg^eitS* 
arme  ab,  fo  umfüllen  bie  Sote  in  ben  Snbpuniten  ber  SrAgl^eitSarme  bie 
9leciproIaIenipfe. 

fjür  Xxi  <C  5£:r,j  liegt  bie  Heine  Sld^fe  ber  SleciproIaleHipfe  ouf  ber 
^3I(^fe. 

gür  bie  Sered^nung  ber  Trägheitsmomente  unb  ber  SeoiationSmomente 
fmb  gelegentlich  aud^  bie  folgenben  SSeranfc^aulit^ungen  oon  SBcrt. 

Seaeic^net    man    ein    ©fement    ber  gjg  433 

giäd^e  in  gig.  488  burc^  9,  fo  ift  baS 
(ad^ftale)  Srägl^eitSmoment  ber  gW^e  in 
aSejug  auf  OX  für  bie  Belegung  1  ber 
f5fläd^encinl|eit  beftimmt  burc^  Zx  =  £(py^, 
Srrid^tet  man  nun  über  9  ein  $riSma 
oon  ber  Qö^t  p,  fenfred^t  jur  Sbene  ber 
Seic^nung,  fo  ift  beffen  3n^alt  (py,  mä^* 
renb  fein  (auf  falber  ©ö^e  gelegener) 
©c^merpunlt  oon  ber  Sbene  ZOX  ben 
äbftanb  y  i)at  gö^^^*  ^^"  ^i^f^  Setrad^* 
tung  für  alle  (Elemente  J9  ber  fjflöd^e  burd^,  fo  entfte^t  über  ber  f^&d^e  ein 
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$nSina,  baS  oberI|a(6  buid)  eine  Sbene  begrenzt  niirb,  totlä^e  burt^  OX  gc^ 
unb  bie  (Ebene  bec  Qi^nuriQ  unter  45"  fc^neibet. 

2)aS  Snaffenmoment  ^qoy'  biefeS  $ciSmaS  in  Segug  auf  bie 
ebene  ZOX  ftimmt  übetein  mit  bem  irägfieitSmoment  bet  Be» 
ttoi^teten  glQ^e  in  Sejug  auf  bie  9[<$fe  OX. 

gerner  ftimmt  baS  SKoffenmoment  Sipxy  biefeS  ^tiimaS 
in  $egug  auf  bie  Sbene  ZOY  fiberein  mit  bem  SJeniationSmoment 
ber  betiai^teten  ^l&6jt  in  Sejug  auf  baS  jtreug  XOY. 

@e^t  man  son  bei  9I(^fe  OJ  auS,  fo  bog  eine  @bene  buct^ 
biefe  haß  SßriSma  über  bei  betrai^teten  giöc^e  abfc^rflgt,  fo 
[iefetn  bie  aßaffenntomente  biefeS  RöcperS  bejm.  fäi  bie  giä^e 
bafi  Trägheitsmoment  für  bie  9Id|fe  OY  unb  baS  SJeDiationS« 
moment  für  bo8  flreuj  XOY. 

€(f|rAgt  man  ixß  $riSma  flbei  ber  betrachteten  giäc^  butc^  (Sbenen 
ab,  nwli^  burc^  OX  bejm.  OY  gel|eii  unb  mit  bei  Sbene  ber  3n<^nung 
sta.  4ä9a.  ^^d*^-    ^^  SHnfel  «    inib  ß 

bilben,  fo  entfte^  smei  anbeie 
9ßri8men,  für  roeli^  bie  §öf|en 
ber  SIementaipnSmen  beam. 
yfjTM  unb  xtgß  finb. 

3n  biefem  allgemeinen 
gaOe  finb  bie  Solumen  bei 
beiben  Aßipei  tgaSfps  unb 
t^  ßSfpx,  iiire  SItaffcnmomente 
für  bie  ebene  ZOX  bcjro. 
X  tgnSipy*  unb  (gß£<pxy. 
i(|re  SRaffenmomente  füi  bie 
ebene  ZOT  bearo.  tgaZipxy 
^ö**"''  unb  tgßStpxK 

Sejetc^net  man  bte  $d^n, 

roetcfie  bie  Sertilalen  burt^  bie 

@(^n)erpunhe  ber  beiben  Aörper 

in  biefen  beflimmen  bejm.  bmi^ 

ZOX  A"  »"^  ^fl'  fo  'ft  J)«  fiö^ens 

läge  bei  ®(t)ioerpunfte  buidi 

bearo.  l  K  unb  \  hi  beftimmt,  nwil  jebeS  eiementatpriSma  feinen  ©i^roetiiunft 

in  bei  ajtitte  feiner  $öl)e  ^at  unb  alfo  bie  ebene  buit^  biefe  3Ritten  für  ben 

Aöipei  ©c^ttierebene  ift. 

■  gß^rt  man  iioi^  bie  fflooibinaten  beS  ©t^nwipuntteS  bet  gläiie.  beren 
3nl)alt  /  fein  mag,  olS  i«  «nb  y^  e*"/  f"  *ft  ^9S  =  f-y«  ""*»  ^'P^  =/■  "^o- 
mä^renb  aufaerbem  Etpy^,  Htfix^  unb  Stpxy  bejm.  %Xx,  %Xy  unb  D  bar<= 
fteQen. 

SJejeii^net  man  nun  bie  j^oorbinaten  beS  S^nwrpuntteiS  für  ben  elften 
flörper  buic^  Xa,  y«,  e«  unb  für  ben  jmeiten  flöipei  buri)  Xf,  j/g,  e^.  fo 
gilt  alfo 
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_     n  __    Sto:  _  1, 

^^^  =  7:^'  ^^  =  7:^'  ^/*  =  iV 

SJlü  ©ülfe  biefer  gormcin,  in  benen  Xa,  y«  bejro.  a;^,  y^  oon  a  bejtü.  j8 
unabl^ängig  ftnb,  lann  man  eincrfettö  Xxx,  S^ty,  D  hext^xtm,  wenn  bic 
onberen  ©rdjsen  gegeben  fmb,  man  lann  fte  aber  aud^  anberfeitö  für  bte 
Seftimmung  ber  ©d^merpunlte  fd^tef  abgefc^nittener  ^ridmen  Begm. 
letlförmtger  Sameüen  (für  unenbUd^ «:  Heine  äBerte  von  a  unb  ß)  oermenben. 

m»  Seifpiel  betrad^ten  mir  baS  Slet^ted  ber  gftg.  489.  äSir  legen  bm:c^ 
OX  unb  burt|  OT  (Ebenen,  melc^  bie  Cbene  ber  geic^mtg  unter  46® 
fc^neiben.  2)te  Sbene  burc^  OX  beftimmt  einen  Jtdrper,  ber  ftc^  ald  ein  ge^ 
mdl^nlid^eS  l^orijontal  gelegen^  breifeitigei^  $rigma  oon  ber  ^öl^e  h  unb  bem 
Duerfd^nitte  ber  gig.  489b  auf f äffen  Iä|t.  ©ein  Snl^alt  ift  ^hh^,  feine 
Sc^merpunltdabft&nbe  oon  ber  Sbene  ZOX  unb  ZOY  ftnb  btixü.  ^h  unb 

|-,  alfo  ift  Ir«  ==  ^  unb  D  =  \h^hK 

2)te  6bene  burd^  OY  beftimmt  einen  ftörper,  ber  fid^  ebenfo  atö  ge^^ 
md^nli^el»  $riSma  vm  ber  Qöfft  h  auffaffen  lö^t    ©ein  3n^alt  ift  fb^A, 

TL 

feine  ©d^merpunltSabftänbe  von  ber  Cbene  ZOX  unb  ZOY  fmb  btixo.  -^ 

unb  §b,  alfo  ift  JD  =  \h^h^  unb  Zxy  =  ^^ 

®tfjit  man  ju  ben  9(d§fen  burc^  S  über  in  gfig.  489,  fo  ift 


Stj  +  j./      Xt» 

b.  ^.  Sti  =  ^ 

^^t-i  +  j  • /■  -  2:tw 

»>    fi    <rr   —  *'* 
b.  5.  Xt,  =  j2 

b.  ^.  D£ ,       0. 

S)ie  9ld^fen  (£,  y^)  fmb  alfo  bie  i^auptac^fen  beS  9le(^tedteiS ,  mie  matt 
au^  fc^on  aus  ber  ©tjmmetrie  l^&tte  fc^Iie^en  lönnen;  möre  man  baoon  aud« 
gegangen,   fo  mürbe   om&  Difi  =  0  umgeleljrt  ber  SBert  oon  Dxy  folgen. 

fjfür  b  >  Ä  ift  Irg  <  Xx^,  b.  1^.  bie  grofte  Sld^fe  ber  EentraleHipfe  liegt 
auf  ber  S^äd^fe.    ä^re  ©leid^ung  ift 

^       12   ^  ^       12         ^  ' 
gür  eine  «(^fe  SÄ,  bie  mit  S^  ben  SBinlel  a  bilbet,  gilt 

Xta  =  TÖ  ^^^    "    "l"   "12"  "* 

SHe  Irögl^eitSarme  finb  gegeben  burd^  p|  =  --  unb  pjj  =  — . 

la  lo 

2)te  gebr&ud^Iid^en  (Süipfen  beS  ©d^nitteS  treten  auf  für  0=1,  für 


^Ile    liegt    bie    lEultnann 
((Reiben  lägt 


©rtttei  abfi^nitt.    »terteß  flopitel.  [§  100. 

3m  (egteren 
fdie    SIIt|)fe    oot ,    beren    ©leic^tig    ft(^    auc^ 


S^ 


7  =  1- 


3)ie  QetnntScate  beS  S)eiitatii)n6tnomente8  ^at  fflr  jS£  bie  $oIaig(ei(^ng 

e»  =  j\  (63  —  Ä*)  cos  2  91. 
gut  bog  ÄKuj  YOX  flitt  eöenfo 


■  +  y» 


axj(- 


-.  c 


Um  baS  (polare)  SiAglettSmoment  Xx,  =  %x^  einer  ^äc^e,  nield^8 
buri^  iTqpr'  batgefteQt  inirb,  ju  oeranfi^oulidien,  trägt  man  om  beften  ü6et 
glfl.  ^0.  9  ^'"  SßtiSma  oon  ber  fiöfie  r'  auf,  fo  baft  über 

^     i^  f  ein  flötper  00m  3n^alte  ^^ir*  entfielt. 

gut  ben  ÄreiS   ber  gig.  490»  entfte^t  J.  S. 

bog  SRütationSpttrabotoib  ber  gig.  490  b  alS  Ober» 

f[fi(^e,  fo  't>a'^  %Xa  burt^  ben  3n^alt  beS  flStperS, 

roeli^er    ber   Jc^rofperten   gifii^    entfpric^t,    bor- 

■*■{  geftellt  mitb. 

ailan  ^ot  für  ben  (Eqtinbet  aI8  Sn^alt  r*«, 
für  baS  $araboloib  nad)  bem  einen  $appug> 
®ulbinfdien  Sage,  ba  ^r^  bie  Sr^eugungSflAc^ 
unb  ber  ©(^njcrpunltSabftanb  \  t  i(t  (oergl.  ©.  431), 


ofS  3nt|a[t 


r*K 


aI(o  für  ben  Sfteftförper  als  3n< 


",  b.  %  es  ift 

SlarauS    folgt    gemAg  Xrj  :=  %t,^  unb  Xxi, 
=  Ir(  +'It., 
!  2;rj  =  Ir,  =  Jj-*Ä. 

3)iefe  9(rt  ber  Seronfc^auliifiung  läftt  fic^  ou(^  für  bie  (at^polen)  3:tä8= 
lieitSmomente  Ir^  unb  %Xy  gelegenllii^  mit  Borteil  oerroenben. 

gür  boß  SBei^ted  ber  gig.  489  erf)fllt  man  j.  S.  für  S|  alS  ffldife, 
ent[pred)enb  Z^ri",  einen  poraboUfii)en  ßqlinber  oon  ber  SJönge  b  unb  bem 

Ouerfi^nitte  2  ■  H     V  beffen  3n^ült  alfo  —^  ift,  maS  roieber  Ir|  giebt. 

gemer  ift  au  bemerfen,  baft  ber  9h:,  h)  auf  ©.  430  entfpre(^enbe  Se= 
trot^ngen  auc^  für  ai^fiale  STritglieitSmomente  gelten,  b.  t}.  baS  SrägtieitSs 
moment  für  bie  Slt^fe  UV  wirb  nid|t  geünbert,  menn  bie  Streifen,  paraOef 


§  100.]  S)ie  ©ered^nung  bcr  Srägl^ettömomentc  u.  f.  to.  665 

3U  ÜV,  lebtfllid^  oerfd^oben  tücrbcn,  unb  eS  loirb  proportional  gcönbert,  tüenn 
btc  Streifen  alle  nad^  bcmfelben  3KobuI  ocriängert  ober  oerfürgt  werben. 
©0  ift  3.  83.  bag  Srögl^eitSmoment  für  bie  $aI6eIIipfe  ber  gig.  255  a 
in  aSejug  auf  ÜY  afö  Sld^fe  leitet  ju  beftimmcn.  S)a  entfpret^enbe  giäd^en* 
ftreifcn  für  gttipfe  unb  ftreiS  im  aSer^ättniS  a  :  b  fte^en,  fo  gilt  bagfelbe  für 
bie  entfpred^enben  Xrögl^citSmomente,  b.  F|.  bie  ©albellipfe  ^at  baS  Irägl^eitS:» 
moment 

Sbenfo  gilt  für  gftg.  255  b  in  SSeaug  auf  bie  öalbeHipfe  Ir  =  ia»b;r. 
gür  bie  gange  SHipfe  ift  alfo 

STud^  bie  S3etradötungen  über  bie  3KitteIfd^nitt8formeI  u.  f.  w.  (oergl. 
§  76)  laffen  fid^  auf  SEräg^eitSmomente  auSbe^nen. 

3ft  qy  nneber  burd^  «0  +  01^  +  (hV^  -|-  .  .  .  a«^/"  gegeben  Koergl. 
3fig.  259),  fo  liefert  eine  ©rengbetrad^tung,  [xoxt  fte  fd^on  mel^rfac^  burc^* 
gefül^rt  rourbe, 

\3       ^   4       ^   5       ^  n  +  3/ 

für  baS  Trägheitsmoment  ber  glöd^e  in  SBegug  auf  I  afö  3ld^fe,  fattg  bie 
Belegung  ber  ^löd^enein^eit  burd^  d  begeic^net  mirb. 

aSerfud^t  man  biefe«  Trägheitsmoment  burd^  bie  3KitteIfd^nitt8formeI 

S^t  =  j  (1  .  «0  .  3^0^  +  4  ah/2  .  Vh/i  +  1  .  «Ä  .  2/ä)  *  •     •     215) 

barjuftellen,  fo  ergiebt  ftd^,  ba^  Ijier  genaue  SBerte  nur  für  qy  =  a^  +  aijn 
erl^alten  merben. 

®ti^t  man  gu  einer  Sd^fe  ü'7  im  3lbftanbe  a  über,  fo  mürbe  bie  3KitteI* 
fd^ittSformel 

Xu  =  -g  [1  .  qo(yo  +  ö)'  +  ^Qh/i(yh/2  +  a)3  +  1  .  qn^yn  +  a)^] 

liefern,  b.  1^. 

h 
XXa  =  %t  +  a^  '  j(l  .qo  +  4  qH/2  +  1  •  3ä) 

h 
+  2a  •  -g-  •  (1  .  qoyo  +  ^qh/2yh/2  +  1  .  qhyh) 

=  %x  +  a^  .F  +  2a  .M, 

falls  man  ben  gläd^eninl^alt  burt^  F  unb  baS  aWoment  ber  gfläd^e  in  SSegug 
auf  I  burdE)  M  begeid^net. 

aSejeit^net  man  ba^  S:räg^eit8momcnt  für  eine  Sld^fe  burt^  ben  @d§mer* 
punft,  parallel  gu  I  (oergl.  gig.  259),  burt^  Xxs,  fo  gilt 

Zx  =  Zxs  +  F  .  7?2    unb    Xxa  =  Xr^  +  F(ri  +  ay, 

b.  ^. 

Sr«  =  Sr  +  a2  .  F  +  2 a(JP  .  1?). 


666 


S)nttet  8(bf(^nitt.    mtxtt»  JtopUel. 
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8fi0.  491. 
■b 


S)a  JF .  1?  =  Jtf  ift,  fo  gilt  auc§  ^tcr,  bafe  bic  aJKttelfd^ittöformcI  für 
jebe  Sc^fe,  paraUel  ju  I  antDcnbbar  x\t,  menn  fte  für  8Ici^fe  I  erlaubt  ift. 

2)em0emö^  lö^t  ftd§  bie  Setrat^tung 
aud^  Ijter  auf  gfig.  261  au&befyxtn,  lüobei 
ber  gfe^Ier  baburc^  bejeid^net  toirb,  ba^ 

t bie   aSegrenjung  BoBiB^   ber  gtg.  261 

jc^t  burc^  x  =  ao  +  «ly  gegeben  fein, 
^    b.  ^.  gcroblinig  fein  mü^te. 

9[Id  Seifpiel  bel^onbeln  mix  boS  Siecht« 
ed  (oergl.  gfig.  491),  für  welche»  F  =  hh, 


ia 


ü 


± 


V     Jtf 


F .  g-  unb  Irs  =  —  ift. 


aHan 


f)at  nad§  ber  SBerfd^iebungl^fonnel  für  I 


unb  für  VV 


5Ä3 


+  a«  .  F  +  2 


,(..»-) 


unb 


91q^  ber  äHittelfd^ttl^fonnel  ergiebt  ftc^  unmittelbar 
Xr  =  1^  (l  .  b  .  0»  +  4  .  b  .  j  +  1  .  b  .  /«A  = 


bÄ» 


Xra  =  j  [l  .  b  .  aa  +  4b  .  (a  +  ^y  +  1  .  b  .  (a  +  Ä)>] 


(Sbenfo  erl^&tt  man  für  \ioS>  S)reied  unb  für  bai^  S^rapej  genaue  Qhrgeb« 
niff e,  ba  l^ier  bie  SSorauSfeftung  qyz=  a^  +  a^y  erfüllt  ift. 

glg.  492.  gifl.  493. 


^ — ^x  u 


aSeitere  S5ctra(§tungen  ber  angegebenen  SIrt  füljren  no(§  in  SSejug  auf 
gig.  492  au  ben  braud^bbaren  Släl^erungSformeln  für  n  aK  gerabe  So^t 


yl-^ 
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+  4:K2y,  H (n  —  l)Uy»-i  +  n^  .  yj. 

3ft  bol^  Xtdgl^eitSmoment  eines  unenbUd^ :» bünnen  ©treifenS  oon  ber 
»rette  d  (oerfli.  gig.  261)  für  bie  Sld^fe  I  barfteDbar  alS 

fo  erl^ätt  man  nneber  burd^  eine  einfache  ©renjbetrad^tung  für  bie  g(&d^e 
2r  =  (boÄ  +  |ä«  +  |ä»  +  .  .  .  -A_.Än+^)«. 

3n  biefem  §aDe  gieBt  bie  ajtittelfc^mttdfonnel  natürlid^  genaue  (Scgeb« 
niffe  (oergl.  @.  437)  für  6o  +  ^ly  +  ^2^^  +  hy^- 
SHed  ift  ber  gaQ  für  aQe  jhtroen  oon  ber  ©leid^ung 

xy^  =  ho  +  \y  -^  l^y^  +  h^y\ 

Unter  biefen  Befinbet  ficl§  3.  S3.  bie  ®Ieid§ung  ber  $9perBeI  xy  =  \ 
|ür  l>o  =  0,  bg  =  0,  bg  =  0,  njelc^e  gig.  493  entf priest.    2Ran  l&at  nad^ 

ber  aHittelft^nittgformel,  ba  AB  =  ^,  A'B!  ==^,  A!'B"  =  y      ^' 


ift,  für  bie  ai(|fe  ÜT  aK  Irögl^eitSmoment  ber  fd^raffiertcn  gfläd^e 


Sr  = 


6       . .., 


c)  Semertungen  in  Sejug  auf  bie  Xräg^eitlSmomente  oon 
itdrpern.  Sei  ber  Übertragung  ber  Unterfuc^ungen  ber  Str.  b)  auf  Jtdrper 
ift  3U  Bead^ten,  ba^  einer  Seraben  ber  (SBene  Bei  ÜBergAngen  oon  jmei  auf 
brei  2)imenfionen  im  allgemeinen  eine  (Ebene  bei^  Slaumed  entfprid^. 

äBie  ba§  äßaffenmoment  (oergl.  @.  410)  in  Segug  auf  eine  (Ebene  im 
Staume  ober  in  Sejug  auf  eine  ®erabe  ber  (Ebene  angefegt  merben  fann,  fo 
Begießt  fid^  auc^  ber  SluSbrud  i^yix^,  ber  ftd^  in  ber  (Ebene  auf  bie  SIBftönbe 
(rr)  oon  einer  ©eraben  (r*SI(^fe)  Begießt,  in  fad^em&^er  ffirmetterung  im 
9laume  auf  bie  9IBft&nbe  {x)  oon  einer  (Ebene  (rZs'(E6ene).  S)emgemö|  finb 
bie  äluSbrüdCe 

Ey,  =  Zfix^,    E,x  =  ^y^y\    Exy  =  ^M^   .    .    .    216) 

meldte  atö  SBenenmomenteO  Bejeid^net  merben  mögen,  im  Slaume  bie 
fad^gemä^en  (Enoetterimgen  ber  innerhalb  einer  (EBene  gültigen  SluSbrüde. 

%Xy  =  Z!^x^,    Srx  =  2;/iy2. 

Sie  Trägheitsmomente  eineS  jtörperS  fmb  bann  mit  $ülfe  biefer 
äRomente  barfteOBar  als 

%Xy  =  EiL{e^  +  rc2)  =  E^y  +  EyA      ....     217) 
^£r,  =r  EiL{x^  +  y^)  =  Ey,  +  E,,\ 

')  £)en  ailaffenmomenten  gegenüber  ftnb  fte  als  äHomente  a^eiter  Orbnung 
einzuführen. 
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txn  Streifen  ber  Ebene,  roelt^e  fleleflcntlic^  bn  SHirtflfditiitlBfonnel  &e* 
tra(^tet  mmbtn,  entf preisen  €d^id|ten  beS  JtfiiperS,  toelc^  paraQel  ju  einer 
ber  Sbenen  beS  AoorbinatenlreugeS  finb,  fa  bog  bie  abgeleiteten  gormeln  in 
t^rer  SrnKtlening  auf  ben  Staum  unmittelbar  gu  Sbenenmomenlen  führen 
unb  erft  mittelbar  gu  XragtjeitSniDnienten. 

33«  ein  $unft  beg  flarperS,  roelrfter  bie  ffoorbinaten  (x,  y,  x)  ^t,  orni 
0  ben  abftonb  r  =  ^x^  +  y*  -t-  z«  t|ttl,  fo  gilt  aucfi 

P  =  2;(ir*  =  2;^a:»  +  Sfiy'  +  Zfie'    ....     218) 

aHan  bejeidinet  P  aI8  ^olarmoment  beS  ftÖrperS,  nwil  eS  fidi  auf  bie 
aibflÄnbe  Don  einem  5&untte  ober  ^pole  (0)  behielt'),  gür  bie  Bereitung 
oon  %t^.  Xx^,  %t,  ift  e8  gelegentlich  opn  3iDrleil,  aud)  bie  aSejiefiung 

P=  E^,  +  E.^  -\-  E,f 219) 

unb  beren  %dlQevanQm,  nnt  i.  f&.  P  =  Ey ,  -\-  Sr,,  ju  be«d|ten. 

(SteQt  man  umgclef|rt  -P  unb  Ex^.  Ey„  E.^  burrfj  Xx^.  Ir^,  Ir,  bar, 
fd  gelongt  man  unter  anberem  ju  bem  ©a|e,  bafe  man  bie  gormel  (oergt. 
S.  645) 

3:r„  =  Irs  -)-  a»  .  Jf 220) 

out^  für  P  unb  Elf,   Ey,,  E,i  umfd|rei6en  borf,   b.  l|.  i>aS  ^olarmoment 

mädift  um  a>  .  3f,  wenn  ber  urfpränglidi  im  Sd)metpunlte  gelegene  $ol  um 

bie  Streife  a  nerfc^oben  mirb,  unb  bie  Sbenen» 

Sig.  494.  momente   nM{^(en   um   a»  .  3f,    roenn   fie   ur« 

'  '        fprfinglii^  für  ®(§n>erebenen  gelten  unb  biefe  um 

bie  ©tredfe  a  Derfi^oben  raerben, 

SHefe  Sejiel|ungen  (äffen  ftt^  aud|  unmittel« 
bar  bun^  eine  Betrachtung  ableiten,  nielcfie  ber 
Unterfut^ung  auf  ©.  644  genou  entfpricfil. 

^uä)  bie  9etrad|tungen  auf  @.  667  laffen 
fidj  ^ier  unmittelbar  übertragen. 

3n  Sejug  auf  bie  befonbeten  SBerte  »an 

1  C  bearo.  C  für  bie  StuSroa^l  ber  Iräg^itS* 

1  eOipfoibe  ift  ju  bemerfen,  baft  für  C  ^=  1  unb 

C  —  1    bie  entfprctfienben  (Jrroeiterungen  für 

bie  Sbene  auftreten. 

Svr  (Sulmannf<^en  SQipfe  mürbe  boS 
Saipfoib 

ta  „3  t* 

D,  M,  _^,  ^  4_j  +  4_i  =  1 

Q-iQ;      P;PE      Qi9H 
entfpre^en,  für  roeli^fS  O  =  Jlf  .  ej'pjpc  'f- 

3^urt^  leciprole  ^Ibbilbung  entfte^t  aut^  ^ier  baS  Sleciprofalellipfoib 

el      e-i      9: 

')  »ei  SSerroenbuna  oon  Sßeftoten  ift  eS  mit  9HWri(t)t  auf  gormel  9h:.  65)  alB 
$olarmoment  groeiter  Orbnung  gu  begeidinen. 
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für  njcId^eS,  cntfprc(§cnb  bcr  ^Betrachtung  bcr  giectprolalclltpfe,  gilt:  Xrögt 
man  auf  bcn  8Id^fen  burd^  0,  oon  0  au8  bic  Xrög^citSarmc  ab,  fo  umljüllen 
bie  SRormalcBcncn  in  ben  ®nbpun!ten  bcr  IrägtjcitSarmc  baS  SftcciprofalcQipfoib. 
Set  ber  SBid^ttgfeit  bcr  SRotationSIörpcr  für  bie  2^e(^nil  mag  cnblid^  nod^ 
ber  ©aft  oon  S^oronfenb  angeführt  roerben.  Er  lautet  folgcnbcrmafeen 
(oergl.  gig.  494);  SDcr  Sräg^ettgarm  für  einen  homogenen  SRotationSlörper, 
beffen  (gracugungSflöt^e  eine  jur  8l(^fe  beS  ftörpcrS  (AA)  poraQcIe  ©gmmcss 
träfe  (M^Mj)  bcftfet,  ^at  in  SBeaug  auf  bie  ftörperad^fe  (A-^a)  ben  SBcrt 

Va*  +  3  p2^  njcnn  p  bcr  Srög^eitgarni  ber  SrjeugungSflät^c  für  bie  @qmme*= 
träte  (M1M2)  unb  u  ber  Slbftanb  beiber  3Ic^fen  ift. 

sEeilt  man  nämlid^  bie  Stemente  bcr  ßracugungSfläd^c  in  5ßaare  9  unb 
g>',  roclt^c  ftjmmctrifc^  jur  ©qmmetrafe  liegen,  fo  liefern  9  unb  q>'  jum 
Srögl^citSmomentc  beS  flörperS  bie  S3eitröge 

((p2  7Tx)x^  .  d    unb     (9  2  ^a;')  x'^  .  d, 

meil  ieber  matcriede  5ßunlt  einei^  ber  entftc^enbcn  matCTiellcn  Ülinge  benfelbcn 
Silbftanb  X  bejm.  x'  oon  ber  8ld^fe  ^at.    S)a  x  =  a  —  e  unb  x'  =  a  +  e 

x%  fo  ift 

27tq>(x^  +  x'^)  =  4:7t<p(a^  +  Sae^). 

2für  baS  Xrftgl^eitgmoment  beS  ÄörperS  gilt  alfo 

Zx  =  4:Xa^di:(p  +  12an8Eq)e\ 

mobei  fid^  bie  ©ummation  aber  nur  auf  ben  l^alben  Querfd^nitt  crftredEt. 
®a  ber  flörper  baS  SBolumen   AaxZ^q)  l^at,  fo  ift  M  =  4:andZ!(p 
feine  aRaffe,  mö^rcnb  Zye«  =  |Sr/  =  9» .  2:9  baS  l^albe  Trägheitsmoment 
ber  giäd^c  für  M^M^  barftcHt.    SKan  l^at  alfo 

Zx  =  M{a^  +  3  (>2) 221) 

d)  S)ie  entfpred^enben  3ntegraIformeIn.    SBiß  man  3ntcgrals» 
rcd^nung  benugen,    fo  ift  für  fförper  ft  au   erfefien  bur(^  dv  .  8 ,   roobei 
dv  =  dxdyda  baS  SSoIumencfcmcnt  beS  flörperS  beaeid^net. 
3Kan  bered^net  bann  aunöd^ft  Exy,  Eyg,  E^x- 
3ft  qxy  bcr  Duerfd^nitt  beS  Äörperg  in  bcr  $öf)C  ;ßr,  fo  ift 

Exy  =  \z^  .  q.xy  .  dz  .  d, 

gfür  SlotationSförper  berechnet  man,  fattS  bie  Z^%&l\t  ber  ätd^fc  bcg 
ÄörperS  entfprid^t,  Exy  unb  Xxz,  inbem  man  bic  ©öl^c  (;er)  unb  ben  Slbftanb 
{q)  eines  SßunfteS  oon  ber  Sc^fc  {q^  =  a;*^  4-  t/2),  fomic  bic  Sage  9  beS 
ailcribianS  oon  [p]  gegen  einen  3Infang8meribian  einführt. 

SKan  ^at  bann  dv  =  QdQdcpdz  unb 

Exy  =  {z^QdQdtpdz  .  d    unb    Xx^  =  jp3dpd^(f;ef  .  8. 

S)abei  ift  bic  eraeugungSIinic  ber  SRotationSflödfic  als  r  =  /(-er)  gegeben, 
fo  bafe  fic^  für  einen  l^omogenen  ftörpcr 

Exy  =  n8^z^f^z)dz    unb    Xr,  =  \  n8^f(,)dz 

ergiebt.    ^^x  bie  3Maffe  gilt  ebenfo 
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■ 

8Iu8  gormcl  Str.  217)  folgt 

XXx  +  %Xy  =  2Exy  +  J57,«  -{-  Eyg  r=  2Exy  +  Xr,^ 

fo  ba^  für  9btQtiotti^Iörper 

Xr,  =  2:ry  =  ^,y  4-  i^r, 
tft. 

gür  ebene  gfl&ci^n  tft  boS  (Element  9  burd^  dxdy,  alfo  fi  burd^ 

dxdyd  3U  erfegen. 

Sntfprec^enbeS  gilt  für  bte  2>eoiQtionSnu)mente. 

e)  2)ie  Xrftg^eitSmomente  homogener  Stnien.    «)  2>aS  Xrdg« 
^eitdmoment  ber  l^omogenen  @trede.   Um  baS  Sr&g^ettdmoment  für  bie 


Sig.  495. 


gfeid^mä^ig  (8)  belaftete  ©trede  AB  ab^ 
anleiten  in  SSejug  auf  eine  Sld^fe  UV 
burci^  il^ren  Sc^merpunlt,  fül^ren  mir  bie 
«ßaraHelac^fe  ü'V  ein  (oergL  gig.  495). 
3ft  Ti  ba$  Trägheitsmoment  oon  ^J8  in 
B  »ejug  auf  ü'V  unb  T,  baS  Xrftg^ett«* 
moment  oon  ÄS  in  Sejug  auf  U*V',  fo 
^at  man  gemdfi  ber  Sejie^ung  ft^nlic^r 
@qfteme,  ba  ^ter  ber  äRobuI  2  :  1  tft, 

Ti  :  r,  =  23  :  1. 

a)a  bte  Sld^fe  ü'V  gegen  UV  um 
p  =  ijsm«   t)erfd§oben  tft,  fo  gilt  für 
ba8  gcfud^te  Irftgl^eitSmoment  %x  unb  für  Tj  bte  »eaie^ung 

Ti  =  %x  +  p^ .  (18). 

®a  SB  unb  SÄ  au  UV  biefelbe  rclatioe  Sage  l^aben,  mie  ÄS  au  ü'V, 
fo  ift  femer 

Xr  =  2  Ta. 

3lu8  ben  brei  aufgefteHten  Oleid^ungen  folgt  o^ne  mettereg 


Zx 


222) 


gär  6  =  900  i|t  %x  =  Y^(l8),  für  €  =  0  ift  Xr  =  0.    gür  *  =  1 

tft  Zx  ba»  geometrifc^e  2:rÄg^eit8moment  ber  ©trecfe  AB. 

SSetrod^tet  man  AB  aU  materielle  Stange,  fo  muft  man  biefe  ald  einen 
unenbli(^ » bünnen  Eglinber  oon  ber  ßänge  l  unb  ber  2Raffe  m  =  l .  d  auf* 
faffcn,  beffen  materiette  «ßunlte  ftd^  alfo  in  ber  ac^fe  (Zx  =  0)  befinben 
für  £  —  0. 

S)o8  EentraleHipfoib  ift  ^icr  ein  geraber  ftreigcgiinbcr,  auf  beffen  8ld§fe 
AB  liegt. 

ß)  S)ie  Xrögljeitgmomente  beS  homogenen  regelmäßigen 
©tangenoicicdts  unb  ber  fjomogenen  ftreiSlinic.  gür  eine  Seite 
AB  =  s  eines  regelmäßigen  SSieledS  l^at  baS  Trägheitsmoment  für  eine 
?Ic^fc  burc^  S,  fenfrec^t  aur  ffibene  ber  S^ic^nwng,  nac^  ber  oorigcn  Sntmtdc:« 
lung  (s  =  900)  ben  3Bert  (oergl.  gig.  496) 


§100.] 


2)ie  S3ered^nung  ber  S^rög^eitdmomente  u.  f.  w. 
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^ür  eine  ^araHelad^fe  burd^  0  ^ai  man  olfo 

gfür  baS  ganje  SSteIed  gilt  bemnad^,  faUlS  man  ns  =  u  fegt,  für  eine 
Sd^fe  burd^  0 


ober  auc^,  ba  ^  =  ***  —  P*  ift 


ud 


9ft  baiS  Xrögl^eitSmoment  beS  regelmäßigen  äSieletfS  für  irgenb  eine  Slc^fe 
burd^  0  in  ber  Xr:>ß6ene  beftimmt,  fo  erl^ölt  man  bal^felbe  Zrögl^eitSmoment, 

w.      ar^f  3600      2  .  3600  .       c        ^^  «t  V     *:. 

roenn  man  bie  Sld^fe  um ,  ,  •  •  •  m  ber  zr*  (Ebene  brebt,  metl 

n  n 

aUe  biefe  äld^fen  gu  bem  gangen  Sielede  biefelbe  relatioe  Sage  l^aben. 
S)emnadi  ift  bie  Xrög^eitSellipfe  l^ier  ein  JtreiS,  fo  baß  aud§  %Xx  =  %ty 
ift.    aRon  ^at  alfo 

imb 


u 


d 


%x,  =  ZXy  =  ^(2Q^  +  r^). 

gür  limn  =  qo  gel^t  baS  SBieledt  in  einen  ftreiS  über,  mobei  q  =  r 
mirb.    äRan  l^at  alfo  für  bie  StreiiSlinie  für  uS  =  m 


u5 


Xxx  =  XXy=  Y  '  r^  =  2^^^  =  d  .r^7t 


»ig.  496. 


223) 


Sig.  497. 


V' 


>^x 


y)  3)ie  Trägheitsmomente  beS  homogenen  ftreiSbogenS. 
gür  eine  l^omogene  ®tange  AB  oon  ber  Sänge  l  ^at  baS  £rög^ettSmoment 
(üergl.  gfig.  497)  in  SBegug  auf  bie  äd^fe  ü'V\  meiere  burd^  bie  SKitte  M 
ber  ©tange  gel^t,  für  2i  V'MB  =  b  nai)  ber  oorigen  Setrad^tung  ben  SBert 


672  S)iitteT  a&fc^nitt.    SicrteS  StcofiM.  [§  100. 

12  ■  «"^  ■ '^  = -J2- ■""  '- 
gar  bie  ^toHeloc^fe  nv  im  fflbftanbc  m  ift  ba8  ItäfltieitSinDment  her 
Stange  AB 

!i^..v,..  +  »,..,a. 

Striditet   man    boS  ailttteHot  für  AB,   roelf^eä  bie  Slt^fe  Ü7  in  0 

f(ftnetbet  unb    projiaiert  man   ferner  A   unb  Ä  auf  UV,  (o  tfl  A  ABC 

-w  0iK3f'  unb   man  t|at   (oergl.  ®.   422)  m  .  I  =  A'B'  .  p,   alfo  m»I  = 

m  .  ^'J*  .  p  =  p  ./,  falte  J  bie  gtdi^e  beS  SropeseS  A'ABB"  bejeii^net. 

Siß-  498.  Sig.  499. 


gür  ein,  D&er^olb  am  UV  geleßeneS  ?ßoli)flon  oon  n  ©tanflen,  für 
meldie  OM  benfelben  9Bert  p  \fat,  ift  alfo 

Sm^  .1  .6  =  (f  .8  .  F. 
foQS  F  bie  Slfldie  feejeii^net,  roelrfie  butc^  baS  $oti)Bon,  bie  Md^fe  CTF  unb 
buid^  bie  entfpred^enben  Qote  begrenzt  mirb. 

Um  boS  Sräfl^itSmoment  für  ^S  ^Dlijgon  ju  bilben,  mufe  am§  nodi 
2ri^  .  sin* i 
beregnet  roerben.    S8e3eid£)net  man  ben  größten  unb  ben  fleinflen  SBert  oon 
sinE  bejro.    bnrifi  sine^   unb  8ma„,   \o   ift   für  n  ©tangen  fon  beifelben 
Sänge  I 

ober  rö  gilt,  nat^  Sinfö^rung  ber  Sänge  L  beS  ©tretfenjufleS  (»I  =  L)  aui^ 
Ll^sin^ta  >  i:iäsm>f  >  LPsin^s^. 

ßfiSt  man  baS  ^olggon  in  eineix  ffreiäbogen  oom  ^olbmeffer  r  über« 
gcfien,  fo  erholten  bie  beiben  ©tenäroerte  für  Sl'^sin^e  ben  SBert  aiufl,  \o 
bafe  biefe  ®rfl^e  felbft  nerfrfiroinbet,  mä^renb  p  burcfi  r  ju  erfeßen  ift.  Sßon 
^at  alfo  als  SErögfieitSmoment  beS  SöogenS  AB  in  gig.  498  in  fflejug  ouf 
bie  aitfife  UV 

%x  =  ö  .r  .F. 
foQ8  F  bie  frfiraffierte  gftäc^e  ber  gig.  498  beaeii^uet. 

®ie6t  man  UV  einmal  bie  ßage  OX  unb  einmol  bte  Sage  OY  in 
gig.  499,  fo  ift 


§  lOOJ  S)ie  ©cretj^nung  ber  S:rä8ieit»momentc  u.  f.  xo.  673 

TDobex  Fee  bie  ^&^  Bcjeic^nct,  rocld^c  bei  bcr  ^ßrojeltion  oon  JL^  auf  bic 
Xs2ld)fc  entfielet,  unb  c8  ift  ferner 

Xxy  =  8  .r  .  Fy, 

tüobct  Fy  ^i^  Slöd^e  Beaeic^net,  roclt^e  bei  ber  ^ßrojeftion  von  AB  auf  bte 
YMdi\t  entfielt.    SDlan  ^at  alfo 


%Xx  =  3  •  ~  (arc  2  fi  +  sin  2  6)    unb 


1*3 

Iry  =  Ä  .  —  (arc  2  s  —  sin  2  s), 
dt 


gügt  man  nun  nod^  in  0  bte  Z^8ld^fe  ^inju,  fenlred^t  jur  Sbene  bcr 
3eid^nung,  fo  ift 

Ir,  =  Ir^  +  Srv  =  5  .  r»  .  arc  2  s. 

Segtereg  Ergebnis  Ift^t  ftd^  auc^  unmittelbar  geminnen,  ba  ber  DoIIe 
flreig  für  bie  Sld^fe  OZ  boS  Srägl^citSmöment  d  .  (2ryc)  .  r^  =  d  .  r^  .  2n; 
^at,  melc^eS  natürlid^  proportional  gu  bem  Sogen  begm.  gu  beffen  Sentri«: 
minfcl  roäd^ft. 

sm  £ 

®a  ber  8lbftanb  s  bc8  ©d^merpunlteS  S  oon  0  gegeben  ift  ate  r ,  fo 

laff en  fid^  bie  brei  Srögl^citSmomente  f ftr  ^ßaroDelad^fen  burd^  S  leidet  beftimmen. 

sin^  s 
S8  bleibt  %Vy  unoerönbert,  mäbrenb  Xx^  unb  5tr,  te  um  2  tf .  r' 

oer&nbert  merben  muffen,  faDS  fie  für  bie  entfpredienben  8l(^fen  burd^  S  gelten 
foHen. 

gür  ben  ooDen  RreiS  (a  =  180»)  ift 

^^  '2üt  =  ^r^  .m      .     .     .     223a) 


A/lx  "         A/tfi    ■ 


falfö  man  bie  SDlaffe  (2rjt)Ö  burd^  w  begeid^net,  unb 

2  Ä  =  r'  .  tn 


Sr,  =  J  .  r3 

gür  d  =  1  ^anbelt  eS  fn^ 
mieber  um  geometrifd^e  Segiel^ungen, 
möFirenb  für  Id  =  m  eine  unenblic^ss 
bünne  ©tange  in  iJoi^nx  eineS  ftreiS^ 
bogeng  oon  ber  Sönge  l  oorliegt. 

!)  S)ie  Trägheitsmomente 
homogener  gläd^en.  a)  ®ie 
Trägheitsmomente  beS  $ar* 
allelogrammS.  Um  ba^  Xx&q^ 
fieitSmoment  eineS  gleichmäßig  (ö) 
belegten  ^Parallelogramms  oon  ber 
gläc^e  F  für  eine  beliebige  3ld^fe 
UV  bnxd)  beffen  ©(^merpunft  gu 
beftimmen,  fann  man  eS  burc^  feine 
Sllittellinien  in  oier  ^Parallelogramme 
gerlegen,  mie  gig.  500  geigt.    Qie^t 

äBernicfe,  aßec^antf.    I. 


223  b) 


gig.  500. 


\Ui 
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674  3)ritt(i  «Itifdinitt.    «ieiteS  Bcapittl.  [§  100. 

mon  bie  ^otoHelen  DiF,  imb  F,F,  ju  FF,  [o  bilbet  «  unb  bie  3t(f(fe  PF 
mit  ber  gonaen  gf(ä(^e  unb  bec  Mc^fe  tr,  Fj  ein  Ä^nlidje»  Softem  oom  3Robul 
1  :  2  unb  ebenfo  biUxt  ^  unb  bie  9c^fe  t7F  mit  ber  gongen  ^i&die  unb  bet 
9Id|fe  UjF,  ein  S^nlti^^  ©qftem  oom  9RobuI  1  :  2. 

SBeaeidinet  man  bie  Irftg^ttamDmente  oon  a,  ß,  a',  ß'  in  Seaug  auf 
bie  aidife  PF  feejni.  but<§  2"^,  T^,  T„.,  r^,  bie  Xrfifl^eitSmomente  ber  ßanjen 
giddie  in  Sejug  auf  bie  Slc^fen  [7t F^  unb  V,Vt  btiro.  baidf  T,  unb  Ti  unb 
b<uS  gefut^e  Siäg^ettSmoment  ber  gonjen  ^c^e  in  £6eaus  ouf  bie  Slt^fe 
PF  burc^  It,  lo  ift 

1)    r«  :  T,  =  1  :  2*    unb     T^  :  T,  =  1  :  2*. 

S)a  d  unb  a'  einerfeitS  unb  ß  unb  ß'  anber|eitS  gegen  UV  biefelbcr 
tetütioe  ßofle  ^ben,  (o  ift  r„  =  T«.  unb  T^  =  i>  unb  man  ^t 

2)   %t=T„+  Ta-  +  I>  +  r^  =  2(r„  +  Tf). 
Sejeii^et  mon  bie  ffintfenrnngen  ber  9I(^fen  (7, Fi  unb  ÜiV^  oon  E7F 
begm.  burt^  p,  unb  ;>t,  fo  ift 

3)    r,  =  Ir+p*.F.Ä    unb     T,  =  Xr  +  p,'' .  F  .  d. 
auB  hen  ©teic^ungen  1),  2)  unb  3)  folgt  unmittetear 

SiB.  öOl.  Sr  =  i(p,^+j)j0--F-4  .  ■  .  224a) 

%Üx  ein  Stec^ted  Don  ben 


@eiten    a    unb    b    (|at    man 

^'      (oetfli.  giß.  601),   foQS  (7r 

mit  S2  aufnmmenfäat,    für 

X       cr,F,nnkcf,f,bitatgtnJf,2:, 

unb  Jf,Z„  alfo  ii,  =  ^-  unb 

""     p,  =  |,  b.  ü.  es  ift 

i(?+^)-^-^-- 

It.  =  3 

roobei  nocf)  u*  +  b»  burc^  balS  Quabiat  ber  Siagonale  i  erfeftt  roerben  (onn. 

»ei  geometti(c^en  Setrot^tungen  ift  ä  —  1  ju  fegen. 

$nnbelt  t&  fiif)  um  eine  unenblit^=bünne  »-ßtotte  oon  bet  IFtaffe  m,  fo  ift 
m  =  F  .  5  unb  man  ^at 

Jt,  =  g».,    It,  =  i..    unb    It,=  g.,i.. 

2)ag  gentraleffipfoib  ift  bamtt  gleti^fans  Beflimmt. 


2)ie  S3eredgnung  bet  ^tdg^eitömomente  u.  f.  n>. 


§  lOOJ 

gür  eine  Seite  a  alg  Sd^fe  gilt:  Sr  = 
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fjfür  eine  diagonale  al8  ä[(^fe  gilt,  fallg  ber  SBinlcI  gnnfd^en  ben 
SHagonalen  burt^  s  bejeid^net  toirb:  %x  =  ■j^d^sin^s  =  rrjd^sine^. 

f^är  eitt  beliebiges  Parallelogramm,  beffen  2)iagonaIen  di  unb  d^ 
ftc§  unter  bem  SBinlel  s  fd^neiben,  gilt  für  d^  afö  3I(|fe:  Xr  ==  j^did^sinB^ 

=  —  <?2*^«»«^;  föt:  ben  SRl^ümbuS  iftnm  befonbem  s  =J90ö. 

/3)  2)ie  Xrögl^eitSmomente  beS  2)reie(lS.  2^eilt  man  baS  $ar« 
aüelogramm  ber  gig.  500  burd^  eine  Siagonale,  fo  ift  baS  5Crög§eit8moment 


Stg.  502. 


eines  2:eilbreie(fS/  mie  c8  gig.  502 
barftettt,  in  »egug  auf  UV  bie  ©älfte 
beS  gefunbenen  SBerteS  oon  gormel 
Sftr.  224  a),  in  meld^em  F  bie  gläd^e 
beS  5paraneIogrammg  barfteHt.  Ses= 
jeid^net  man  jegt  bie  ^öd^e  beS 
©reiedS,  meiere  bie  $älf te  ber  ^&^t 
beS  Parallelogramms  ift,  burd^  F, 
fo  gilt  bie  gormel  meiter,  unb  gmar 
bcjeid^nen  pi  unb  p^  nod^  immer 
bie  abftönbe  oon  UV  unb  f/iFj 
begm.  oon  ü^F  unb  üaFa.  3Jlan 
^at  alfo  für  UV  ben  Slnfafi 

Ki>i' +  P2)  . -2^ .  «• 
gül^rt  man  bur(§  ben  ©dfjmer* 
punft    /S   beS   2)reied(S    eine   äld^fe 
C^oFo  ein,  parallel  au  UV,  fo  gilt  für  ba»  Jirögl^eitSmoment  Xx  in  Segug 
auf  biefe  äl^fe 

%x+Po''Fd  =  \{p,'+p,^)F.d, 

falls  Po  ben  Stbftanb  oon  UV  unb  cr^Fo  be5ei(^net. 
S)a  i)o  :  j?a  =  1  :  3  ift,  fo  ift 

^^  =  M^Pi'  +P2')F.S 224b) 

Um  biefen  3tuSbrud(  gmedf mäßiger  au  geftalten,  projigieren  mir  A  ABC 
auf  eine  ßbene,  fenfret^t  au  UqVq,  fo  ba^  in  biefer  ein  ©reiedt  A'B'C  entftel^t. 
Ttan  Ijat  bann  pi  =  jc'  unb  p<i  =  t'c,  fo  ba^ 

^^  =  Mio''  +  ^c']F.d 

S)a  biefe  gormel  in  ©eltung  bleibt,  menn  c'  unb  t'c  burd^  a'  unb  t'a  ober 
burd^  b'  unb  t'h  erfcgt  mirb,  fo  gilt  aud^ 

3  3:r  =  ^[^  (c'2  +  b'2  +  a'a)  +  (C    +  t'ö'  +  t7)]F  .  d. 
S)a  nun  für  jcbeS  3)rciecf 

43* 
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ift,  fo  f)at  man 
ober  anä) 


IMttex  «bfd^nttt.    XHerteS  Stapittl  [§  100. 

3(a2  +  6»  +  cO  —  4(fJ   f  «  +  <|) 

2;r  =  Jj(a'«  +  5'2  _|.  c'«)F.  « 

Sr  =  J^Ce  +  *i'  +  O^.*. 

Stellt  ü^n  Fo  fcnhed^t  auf  btx  gläd^e  bc8  ©rctcci«,  f o  ift  a  =  a',  5  =  5'  u.  f.  ro. 
gig.  503.  SöOt    ÜqFo    in    bic    glöd^e    beS 

©rctcdS  fjincin,  roie  gig.  503  geigt,  fo 
Beftimmt  man  unmittelbar  p^  unb  P2 
unb  red^nct  nad^  gormel  .SRr.  224  b); 
babet  ftnb  bie  Sld^fen  ü^V^  unb  ü{Vi 
gleic^mcrtig.  3ft  j.  ».  Ü^VJIAB,  fo  ift 
Pj  =  0  unb  pa  =  Äc,  b.  1^.  man  \)ai 
%x  =  ^hi,F.8  =  ^cÄl  .*.  ©abci 
fäHt  UV  mit  ^J?  jufammen,  unb  man 
^ai  für  CT  r  als  8I(f|fc 

älm  meiften  merben  gebrandet  bie 
ad^ftalen  SKomente  für  bie  8ld§fen  I, 
II,  III  ber  gfig.  604  a  unb  bie  polaren  SJlomente  für  bie  Std^fen,  fenlred^t 
jur  ßbene  ber  S^d^nung  burd^  S,  B  unb  B'.    2ftan  ^ai  für  m  =  Fö 

5Cr,   =  \  hhid  =  i  mhi 


%XB=j[bH  +^,h(b^  +  hi)] 

%Xb'  =  [iV^Ä?  +    i  (bf  +  b'OÄö  —  -iihhb(Sb,'  +  8bj?  _  35i)]ä 
gig.  504  a.  gfig.  504  b. 


gür  gleid^fd^enlelige  ©reiedte  (oergl.  gig.  504  b)  ift  im  Befonbercn 


3:r.  = 


d 


ö"  r*  sin  2e(1  +  cos  2  s) 


Xxb  =  j^rUin2e(2  +  cos2a). 


§  100.]  Die  iöerei^nunB  bei  Sräfl^ttamoimnte  u.  f.  ro.  677 

gör  BB'  als  8tc^fe  fotßt  noii  (oeißl.  It,„) 

3:tBB'  =  57r*sm2  6(l  —  co32£). 
©afiei  i(i  natürlich  Xr^  =  %r,  +  XtsB-- 
aiu^erbem  ift  m  =  Fd  :=  ^r^sinZs. 

Set  einem  fieliebigen  SBiered  gilt  für  eine  SJiagonde  d^  a(8  Sldife, 
tnenn  für  biefe  trie  Xetibieiede  bie  $öl|en  A,  unb  A,  ^aben, 

It  =  ^  ,!,(»,■  +  *?). 

Sabei  ift  m  ^  fff  ^  IfidjtiiStns,  roeim  bie  anbere  Siogonale  bim§ 
{^  unb  ber  SSinlel  gnififien  ben  Stiagonolen  mit  e  be^eic^net  iDirb. 

y)  S)ie  Sr&e^eitSmomente  bei  I|otnogenen  regelmäßigen 
Sßie(e(I8ftä(f|e  unb  ber  tiomogenen  flteiBftä<§e.  gür  ba8  gtei(J|= 
Jf^nWige  Swied  ber  gig.  605  gilt  föt  gtg^  505^ 

eine  Sli^fe  burdi  S,  fentiec^t  jur  ^A(f|e  .  y 

eines  leilbteiedS,  nacf[  ©.  675  f 

[oOS  bie  S)teie(f8Pfl(i|e  burc§  /  be^eit^net       ^ 

roirb;  ^iet  ift  p^  =  -^  unb  pa  =  p,  fo     /    ^  /' 

baß  obiger  ^uSb'rud  niirb 

gür  bie  5|Jartinel0(^(c  butd^  0  gilt 


SBei  n  folf^en  ©reieden  l|ot  man  für  nf  —  F 
F    S 

3ft  ba8  XrägtieitSmDment  beS  regelmäßigen  SieledS  für  iigenb  eine  Sdife 
buri^  0  in  ber  XY=ebene  beftimmt,  fo  er^filt  man  boSJelbe  Iräg^eitSmmnent, 

ntenn  man  bie  91d|fe  um ,  — ^ ,  •  ■  ■  in  bet  xr^ffibene  bre^t,  roeil 

aQe  biefe  ^d)fen  ju  bem  ganzen  SSielede  biefetbe  lelatioe  Sage  Eiaben. 
S)emgemÖß  ift  bie  ^rägtieitSellipfe  i)iex  ein  jlretS,  fo  baß  nud) 
2;r^  =  Ir^  ift. 

aHon  itat  olfo  J  2t,  =  J  (Xi^  +  Xx,) 
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gflr  lim  ,  n  =  00  ge^t  baS  9}ieled  in  einen  JheiS  über,  roobei  if  =^  r 
robb,    arian  fyit  alfo  für  bie  ffieiSfläi^e 

Sr.  =  —^  ■  r'  =  jmr»  =  -  r*x  } 

güi  bie  ^Ac^  be6  JheifiiingeS  txm  ben  Stobien  r,  unb  r,  ift  ebenfo 
It.  =  äm(r,'  -(-  r,*) 

8)  Sie  S:räsI|eit8inontente  be6  flieiSauSfi^nitteS.     £>en(t  man 

einen  IhetSauSfc^itt  butd^  tDnjetitnfi^t  Sogen  in  n  ^ngftüde  »on  gleit^ei 

abreite  d  itiltQt,  tm  tS  gig.  506  onbeutet,  fo  lägt  ftd|  bie  SRitteUinte  jeheS 

gig.  506.  SHnflftüdeS  föt  lim.n=a> 

H  atSetnentfpmfrenbbelafteter 

/  Sogen  anfe^n.     Um  haS 

I  IrÄfl^itSmoment  beS  Slufo 

fc^nittcS  iu  beftimmen,  E|at 

man  bie  ©tunnte  ber  ents 

fprö^enben     Xx&Q^eüStno= 

mente  ber  n  Sogen  p  bil^ 

ben  unb  biefe  Summe  für 

Um  M  =  CD  ju  be^anbeln. 

9BäP  man  ftatt  bei  mtttU 

u  V    tinie  beS  SüngftfiiteS  beff^ 

äußere     ober    innere    See 

grenjung,  fo  gelangt  man  in  beiben  göHen  gu  bemfelben  Srgebniffe,  eS  tann 

alfo  ftott  bet  SRittettinie  aui^  eine  biefer  Segrenjungen  geraätilt  roerben. 

Segei^net  ö  bte  aHaffenbelegung  für  bie  ^Acf)meinE|eit  beS  äluSfi^nitteS, 
[o  entfprit^t  bem  flretSbogen,  ber  ein  SHngftädC  oon  ben  Slabien  q  unb  (f  —  <l 
unb  bem  Sentriminlel  2e  eifert,  bie  Seloftung  \arc2B(Q^  —  p  —  d')  .  6 
=  S  .arc2s(Qd  —  Id^). 

^a^It  man  bie  äußere  Segrenjung  (p)  beS  9tingft&äeS  als  XiAger  bet 
SElaftung,  fo  fommt  auf  bie  Sogeneint|eit  bie  Selaftung 

ö  .  arc2c(Qä  —  jd*) .     gd  —  ^d^ 

Q  .  arc  2  £  p 

3n  »Ejug  auf  bie  8I(^fe  UV  ift  nun  (oergL  ©.  672)  baS  Srflg^itS» 
moment  biefeS  Sogen« 

S  .(Qd  ~  \<l^)F._., 
falls  F^  bie  A'ABB'  entfpret^enbe  glöi^e  bet  gig.  506  fflr  ben  Mabiu»  ff 
beaetc^et,  beren  SBert  ^Q''[arc2t  +  i sin 2k  +  ^sinZß]  ift. 
©tefeS  StägfieitSmoraent  ^at  alfo  ben  SBert 

iDobei  C=  ^[arc2e  +  \ sin 2a  +  i sin 2 ß]  ift. 


§  100.]  S)ie  Jöercc^nung  ber  Xlröö^eitömomentc  u.  f.  to.  679 

©a  r  in  n  gleid^c  IcÜc  (i  aerföHt,  fo  ift  bei  28oI)I  ber  äufeeren  »e»« 
grcnjung  ber  aWngftüde,  für  q  ber  SReil^e  nad^  ju  feften  d,  2d,  3d,  .  .  , 
nd  =  r. 

gfür  Q  =  pd  f)at  bQ&  oufgefteßte  Sräg^eitönwment  ben  SBert 

S)emnad^  ift  bog  Xr&gl^eitSmoment  Zx  beS  atuSfc^nitteS 

Xr  =  C[d^2]p^  —  ld^2p^] 
für  j9  ==  1,  2,  .  .  .  n. 

®er  ©renaübergang  liefert  jol^ne  roeitereS,  nad^bem  nd  =  r  gcfeftt  ift, 
Xr  =  J  Cr*,  fo  ba§  man  alfo  f^at 


Zx  =  ^r^[arc2s  +  \sin2a  +  |sin2/3] 

o 


226) 


igtest  UV  fenlred^t  auf  ber  ©tjmmetrale  OM,  f o  ift  a  =  /J  =  90«  —  b 
unb  man  l^at,  entfpred^cnb  gig.  499, 

Zxx  =  ö"  »^  («»"^^  26  +  sin  2  «). 

goßt  Z7F  mit  ber  ©gmmetralen  OM  jufammen,  fo  ift  ß  =  — £  unb 
a  =  180®  —  B  unb  man  ^at,  entfpred^enb  gig.  499, 

d 


Sbenfo  ift 


ZXy  =  —  r<  (arc  2  b  —  sin  2  s), 

o 

S!r,  =  —  r^  arc  2  6  =  ^  mr^. 


^n£ 


S)a  ber  3lbftanb  beS  ©d^roerpunftcS  OS  =  s  =  f  r gegeben  ift,  f o 


arcs 


ift  eS  mieber  leidet,  bie  Xr&g^eitSmomente  für  bie  ^auptad^fen  beS  ©d^mer« 
punIteS  umgufd^reiben. 

gür  ben  oollen  ftreig  («  =  ISO»)  gilt  für  beffen  ©d^mcrpunft 

Xxx  =  ZXy  =  \Sr*7t    unb    Xxg  =  Idr^jc. 

gü^rt  man  bie  3Kaffe  m  =  r^jtd  ein,  fo  ift  roieber 

Xxa:  =  Xxy  =  \mr^      unb    Xr^  =  iwr». 

gür  ben  3Iu8f^nitt  cineg  9linge8  ^Y  gig.  507. 

oon  ben  SRabien  r^  unb  r^  gilt  ebenfo  für 
baQ  ftreiScentrum 

Xu=\m(rl  +  r,^. 

b)  S)ie  Srägl^citSmomente  beS 
ÄreiSabfd^nittcS.  gür  bie  3Id^fe  bur^ 
0  (gig.  507),  fenlred^t  gur  ffibene  ber 
8ei(|nung,  ift  baS  Xrögl^eitSmoment  beS 
Stbf(|mtte8  ber  Unterfd^ieb  gmifd^en  ben 
Xrögl^eitSmomenten  beS  aiu8f(^nitte8  unb 
beS  entfpred^enben  ©reiedS  (oergL  ©.  676)  für  biefelbe  Sld^fe,  b.  ^.  man  ^at 


>^x 
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Sr,  =  Xxo  =  -^r*arc2£  —  j^r*sin26(2  +  cos2b) 

=  777  r*  [6  ^^^  2  *  —  4  sm  2  £  —  sin  4  e]. 
Sbenfo  t[t 

2ry  =  ^  r*  (arc  2  «  —  sin  2  ß)  —  ^  r*  sin  2  f  (1  —  cos  2  a) 

=  7^  r*  [6  arc  2  a  —  8  sin  2  £  +  sin  4  al. 
EBenfo  tft 

S^tx  = -Qr^(arc2£  +  si»2£)  —  -^r*sin2£(l  +  cos2£) 
o  o 

=  —  r*  (2  arc  2  £  —  sin  4  £). 
SBitt  man  bte  SKaffc  w  einführen,  fo  tft  ju  fegen 

w  =  —  r2  (arc  2  £  —  sin  2  £). 

äBiO  man  baS  Streng  oerfd)ie6en,  fo  ba^  ed  bnrd^  S  gel^t,  fo  bleibt 
Ty  ungednbert,  mal^renb  bte  ^erfdgiebnngiSftrede  für  bie  attberen  beiben 
aRomente  tft 

(2  r  sin  f)» 

^^-       12/ 
nnb  bemnad^ 

/)C2      . _  (2  r sin £)«  _  8 r* sin £g 

O^'J—      ^^^y      7"  9(arc2f  —  sin2£)* 

g)  S)te  5Crägf|eit8momente  oon  Slltpfenfld^en.  S)a  man  für  bie 
©(eid^uttg    -  +  ^-  =  1  ^at  y  =  ±~  ya^  —  x^,  mä^renb  y  für  ben  ent=s 

fpret^enben  ftreiS  oom  SRabiuS  a  ber  SBert  ^a^  —  x^  ift,  fo  fielen  bie 
Streifen  bciber  giäc^en,  paraQel  jur  YMä)\e  im  SSer^ältniS  b  :  a,  unb  eS  ift 

Xry  für  bie  gttipfe    -  Xvy,  faHS  man  baS  Srögl^eitSmoment  beg  ftreifeg  für 

bie  YM^\t  buxi^  Xxy  bejeit^net.    Semnad^  gilt 

Xr^  =  ^  (isra^d)  =  %a=*b  =  ^  •  a». 
^        a^^  ^4  4 

ebenfo  ift 

4  4 

2)arau§  folgt 

Xr,  =  Xro  =  j7tah{a^  +  h^)  =  -^  (a^  +  b^^), 

gür  bie  ©albellipfen  unb  SBierteleHipfen,  meldte  ber  Sfc^fentetlung  ent* 
fprec^cn,  tritt  bie  ©älfte  beam.  ein  SBiertel  obiger  SSkrte  ein. 


}  100.] 


Sie  S3erediimn0  bei  Xtägt]eitemomente  u.  f.  i 


gar  anliere  8Iu8frf|nitte  unb  für  9lbfd)nitte  ^t  man  ouf  bie  tnt^vreäjtti' 
btn  flteiSftüie  aurflifjugetien. 

Tj)  SJie  2:ragVit8inomente  Don  5|Jora6etflfi(^en.  %üt  bie  o6ete 
gflädie  ber  3iß.  508  finbet  man  bei  3etlegung  i«  Streifen  butt^  Otenaüber» 
flatifl(/=|a6) 


15 


2r„ 


SlarauS  fotgt 

göt  bie  aSerfi^ieBung  beS  flreuaeS  nacEi  S  ocrgl.  bie  SSJerte  auf  ©.  432, 
gür  bie  ©oppel^öc^e  bcr  gig.  508  gilt 

.        _„  ,    ~.„  —    ^  j^b    unb     Xr.  ^  Xw=  2m(Jö»  +  f  a»). 

93erf(^iet)t  man  ^ier  baS  Areuj  nai$  bem  ©i^ioerpunlte  ber  gi&(|e,  fo 
bleibt  S:rr  ungednbeit,  toö^tenb  für  Ir^  unb  Xxo  i «  Sio.  508. 

bie  SBerfi^tebunH  '^  a  in  Olei^nung  3U  fteDen  ift.  • 

gfir   bie   ©«^luetpunftBai^fen    ber   ®oppeI= 
fläche  gilt  alfo 


2t«  = 


#)  2)ie  XiAg^eitSmontente  Don  @gperbelfld(^en.  Siiefe  finb  im 
aflgemeinen  (oergl.  ©.  667)  auf  elementarem  SBege  taum  borftellbor. 

t)  ®ie  XräflfieitSmomente  für  ben  aftantel  beS  geraben 
St)IinberS.  Um  boS  Irflg^eitSmoment  für  bie  Eqlinberai^fe  OZ  ju  be» 
flimmen,  jerlegt  man  ben  3Ilantet  burt^  Sii)nitte  fentretf)t  jur  9Itf|fe  in  n 
Sqlinbermäntel  Don  ber  $ö^e  d  unb  bentt  fi(^  jeben  SHantel  von  ber  i6e< 
loftung  2r^.d.Ö  buTt§  bie  fflreiSIinie  2r«  feine«  3JlitteIfc^mtteS  erfegt, 
beten  ßiingeneintieit  atfo  buri^  dd  betaftet  ift, 

2)ag  Xiäg^eitSmoment  einer  folcfien  Kreislinie  für  bie  ^i^fe  ift  gemög 
©.  673  dS  .  r^'  .  2«,  beträgt   alfo   für  n   fotc^e  flreiSIinien   nd  .  d  .  r^2x. 

^a  nd  =  h  ift,  faQS  man  bie  @itf|e  beS  Q^ijlinbermantelS  buo^  b  be> 
geic^net,  fo  ift 

Jr,  =  d  .  A  .  r»  .  2  Jt  =  (2  rafeff)  .  r« 


gür  eine  St^fe,  fentred^t  jur  Sqtinberai^fe  bur(§  ben  äftittelpunft 
(©t^roerpunh),  ineirfie  burc§  OX  ober  Oi"  bejeic^net  werben  tann,  betraditet 
man  eine  bet  oben  eingefüf)tten  Jh:ei8(inien ,  beten  Ibflönb  oon  0  ben  aaJert 
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pd  +  |d  f)at,  tDofür  ober,  tuie  bereits  me^rfad^  burd^g^fül^rt,  pd  bejnj. 
(p  +  l)d  gefcftt  tDerben  barf.  ©a8  5£räg^eit8tnoment  für  bie  3l(^fe  burc§ 
0  ift  bonn 

Y  .  r82Ä  +  (2r3rdÄ)  .  p^d\ 

SBöl^It  man  n  gerabe,  fo  ba^  n  =  2g  ift,  fo  roirb  baS  Xräg^eitg^s 
ntoment  für  bie  $ftlfte  bed  Stjlinbermantefö  burd^ 

für  g<i  =  o"  Beftimmt,  faUg  7m  .  «  =  oo  ift.  3Kan  ^at  alfo  für  baS 
l^Qlbe  Xragl^eitSmoment 

unb  Qlfo 

Sr.  =  Zxy  =  2r3rÄ«(2-  +  g^  =  >  ^r^  +  ^^ 

x)  2)te  Srögl^eitgmomente  für  ben  SOlantel  beS  geraben 
JtegelS.  Segeid^net  man  $d{|e  unb  ©runbheiSrabiud  beS  ßegefö  begm.  mit 
h  unb  r,  fo  ^at  ein  @d^ntttlreig  im  9Ib|tanbe  pd  oon  ber  (Sptge  ben  SlabiuS 

r.  .  pd.    entfpre(^enb  ben  «orrniflegangenen  »etrac^tungen  finbct  mon  3.  »• 

Xr,  =  J  w  r«, 

iDobei  w  =  Ar  ÄS  ift,  unter  s  bie  Äegclfeite  üerftanben. 

gür  ben  flegelftumpf  oon  ben  Slabicn  r^  unb  fg  ift  ebenfo 

mobei  »w  =  ö(ri  +  r.2)7t8  ift,  unter  s  bie  Seite  beS  Stumpfet  oerftanben. 

A)  ®ie  Srögl^eitSmomente  für  bie  fiugclfläd)e.  SJeacid^net  man 
ben  ftugelrabiuS  mit  E,  fo  ^at  ein  ©d)nittfret8  im  8lbftanbe  pd  oom  äRitteU 
punlte  ben  Slabiug  2R  . pd  —  p^d^.  ßntfpred^enb  ben  oorigen  Setrac^* 
tungcn  finbet  man  für  eine  9Id^fe  burc^  ben  3JlittcIpunft 

%x  =  f  fwi22, 
n)obei  m  =  S  ,  ^  R^Jt  ift. 

fi)  S)ie  ®eoiationgmomcnte  (ßentrifugalmomente)  ber  betrad^« 
teten  ebenen  glöd^cn.  Silbet  man  für  bie  ©auptad^fen  \0iXy  —  Xx^),  fo 
ift  mit  biefem  SBertc  ber  äBert  beg  mojimalen  ©eoiationSmomenteg  für  ba^ 
Äreu3  XOY  gegeben,  aug  bcm  ftd^  bie  anberen  SBcrtc  gemöfe  @.  653  u.  6ö7 
bered^nen  laffen. 

g)  ©tc  Xräg[)eit§momente  fjomogcner  ftörper.  a)  ®ie  Xrög^ 
^eitSmomente  bcS  SRct^tfantg.  S)ag  ffreug  ber  centralen  fiauptac^fen 
liegt  megen  ber  fgmmetrifdfjen  SSerl^ältniffe  beg  Äörperg  parallel  ju  ben 
flauten  a,  h,  c.  gu  bemfelben  ©rgcbniffe  fül^rt  bie  SScred^nung  ber  ©eoia«^ 
tionSmomente  für  ba^  flrcug  breier  anfto^enben  flauten  unb  bereu  Über« 
tragung  auf  bag  5ßaraUeIfreu5  burd^  ben  ©c^roerpunft.    SBergl.  (3.  657. 


§  100.]  SHe  SBered^nung  bet  Stägl^eitdmomente  u.  f.  to.  6S3 

Stnb  bie  Sld^fcn  OZ,  OY,  OZ,  für  rocld^c  0  ber  ©d^roerpunft  beS 
ftörperg  tft,  bcgn).  paraM  gu  ben  ftantcn  a,  h,  c,  \o  bcrcd^net  man  5Cr,  3.  85. 
auf  folgenbe  SBcife.  Seilt  man  c  m  n  glrid^e  Xeilc  d,  fo  I|at  eine  5ßlatte 
t)on  ber  S)icle  d,  fenlred^t  jur  SHc^fe  OZ,  bie  3Kaffe  {ahd)  .  S,  roeld^e,  aK 
Selegung  ber  3lcd^te(l8flä(§e  ab  aufgefaßt,  für  biefe  dö  atö  SSelegung  ber 
gflöd^eneinfieit  gtebt.  S)a  bie  Slc^fe  OZ  ha%  aied^ted  oon  ber  gläd^e  ad  in 
beffen  ©d^roerpunft  fenlred^t  fd^neibet,  fo  ift  baS  (polare)  Xrög^eitSmoment 
biefeS  gtet^tedS  für  OZ 


12 
fo  ba^  man  für  n  Ratten,  ba  nd  =  c  ift,  für  Um  n  =  co  erl^ftlt 

Xr,  =  ^(aa  +  52).Ä  =  _i_j|f(a2  +  52)     .     .     .     227) 

ffibenfo  ift:  Zxy  =  ^M(c^  +  a»)  unb  %x^  =  liMip^  +  c^). 
SDiefelben  (Srgebniffe  laffen  fid§  burd^  Sered^nung  üon  Exy  u.  f.  m.  burd^ 
bie  SRittelfd^nittSformel  ermatten. 

2)aS  Sentralellipfoib  ^at  bie  ®Ietd^ung 

a;2  .  ^M(p^  +  c«)  +  3/2  .  -^ijj-Jlf(ca  +  «a)  +  ;pa  .  ^'^  ilf  (a»  +  h^)  =  C^^. 

S)ie  Duabrate  ber  Srögl^eitSarme  finb  für  OX,  OY,  OZ  Beam. 
Ä(&"  +  o'X  Mc'  +  a%  ,^(a2  +  h^). 

S)ad  centrale  SReciproIalellipfoib  l^at  bte  ©leid^ung 

X^  t/S  0^ 


/?)  S)ie  2:rftg{)eit8momente  geraber  5ßriSmen  Begm.  Eglinber. 
SBir  legen  baS  Äreuj  burd^  ben  ©d^merpunft  beS  ftörperg,  fo  bafe  bie  8Id^fe 
OZ  einer  ©eite  beS  $ßriJSmo8  bcgro.  ßi)linber8  parallel  ift.  SBenn  ber  Quer* 
fd^nitt  oon  ber  gflö(^e  /  in  Segug  auf  bie  cntfpred^enben  Sld^fen  burd§  feinen 
©d^roerpunlt  bie  S^räg^eitSmomente  ^x,  ^y  wnb  3Er,  =  Zxq  für  bie  ©e* 
legung  1  ber  gflftd^enein^cit  l^at,  fo  ift,  mie  im  galle  a),  bei  einer  Qbf)t  h 
beS  ^riSmaS  beam.  Sr)Iinberg 

Xxg  =  S^ro  .  Ä  .  Ä. 

Um  Zxx  abaulriten,  betrad^tcn  mir  eine  ber  ©ölften  beg  ^ßriSmaS  bcam. 
StjIinberS,  meldte  bie  XF^Sbene  beftimmt.  Sine  5ßlatte,  fenfred^t  au  OZ,  oon 
ber  SHdfe  d  im  Slbftanbe  pd  oon  ber  Xr^^ßbene  ^at  bann  für  bie  Sld^fe  OX 
baS  S^rög^eitSmoment 

[^x  +  f.ipdy]dS, 
gerlegt  man  -p  in  w  gleiche  Steile  d,  fo  ^at  ber  fjalbe  Körper  für  bie 

8ld§fe  OX  baS  5£räg^eit8moment 

n  .Txx.dd  +  fd^dUp^ 

melc^eS,  ba  nd  =  Ih  ift,  für  Um n  =  co  ben  SBert 
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annimmt. 

S)cmflcmäfe.  ift  für  ben  ganzen  ftörpcr 

(Sbcnfo  ift 

äftit  biefen  gormcin,  bie  fid^  aud^  burd^  bie  SRittcIfc^nittSfonncl  u.  f.  m. 
abfeiten  laffen,  lonn  man  unter  anberem  aud^  bie  Srgebniffe  unter  a)  miebcr* 
gcminnen. 

3fär  ben  gcraben  ftreiScgIinber  vom  StobiuS  r  ift  f=r^n  unb 
Sto  =  ^Trr*  unb  ^Er^:  =  ^y  =^  J^rr^,  fo  ba^  ftd^  a(fo  in  biefcm  gatle 
crgicbt 

S)a8  centrale  Srägl^eitSeHipfoib  ift  ein  SRotationgellipfoib,  beffen_8t(^fe 
OZ  ift.  gür  ben  ©onberfatt  2:r,  =  Sr,  =  Zxy,  b.  ^.  für  ä  =  rV3  ge^t 
eg  in  eine  5lugel  über. 

3m  übrigen  gelten  entfprec^enbe  SSebingungen  mie  unter  a). 

gär  ben  gerabcn  $of)Icgtinber  von  ben  3labicn  r^  unb  r^  gilt  ebenfo 

Xr.  =  l  M{r'i  +  r,0 
Xr.  =  Xr,  =  \M{rl  +  r,^  +  ^Ä^). 

y)  Sic  Srftg^citSmomente  geraber  ^3t)i^0Jnii>cn  begm.  ffiegel. 
Unter  geraben  ^gramiben  be^m.  flegeln  foHcn  t)ier  pgramibale  Äörper  oer« 
ftanben  merben,  bei  bcnen  ber  ©c^merpunft  ber  Orunbfläd^e  fenired&t  unter 
ber  ©pige  liegt.  SBir  legen  baS  ftreuj  burc^  ben  ©(^merpunlt  beS  flflrperS, 
fo  ha^  bie  ad^fe  OZ  mit  ber  Slc^fe  (ä)  bc8  SörperS  aufowin^^nföttt.  SBenn 
bie  ©runbflöd^e  oon  ber  ®rö^e  /  in  Se^ug  auf  bie  entfpred^enben  3lc^fen 
bur(§  i^rcn  ©d^roerpunft  bie  S^rägl^eitSmomcnte  ^x,  ^Xy  unb  S,  =  S^ro 
für  bie  Setcgung  1  ber  giöc^enein^eit  l^at,  fo  ftnb  bie  entfprec^enben  Ordnen 
für  eine  ^ßaraüelfläd^e  im  9Ibftanbe  pd,  von  ber  ©pifte  (Slbbilbung  nod^  bcm 
aflobul  h:jpd) 

f'-j;^'    Xr,-^,     ^ry—,    ^^0-^- 

gür  ein  flrcug  burd^  bie  ©pigc  beS  ffiegetö,  melc^eg  bem  oben  ein* 
gefül^rten  flreuje  burd^  ben  ©c^roerpunlt  parallel  ift,  gilt  bann  gunöd^ft  in 

Sejug    auf  bie   Z*3Id^fe   ber  Stnfag   Xxq  -  j^  -  ^  -  ^P^  für  Um  ,  n  =  cx), 

aKan  ^at  alfo 

Xx',  =  Ih  .%x,  .0. 

gür  %Xx  liefert  bie  einjetne  5ßlattc,  fenlrec^t  ju  OZ,  ben  Seitrag 

^^"  Ä*    "^    Ä2   -^^ 
b.  f|.  für  bie  Z^SId^fe  gilt  ber  9lnfaS 
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für  Um  n  =  00.    äRan  fyit  alfo 

Kbcnfo  ift  

%Xy  =  lh,Xxy,Ö  +  Ifh^S. 

gür  ba^  ftreug  buri^  bcn  ©d^rocrpunft  bleibt  %Xg  unoeränbcrt,  n)äf)renb 
für  Xx'x  unb  2ry  eine  aScrfd^icbung  um  J  ä  in  Sled^nung  geftcHt  roerben  mu^. 

3Jlan  l^at  alfo,  ba  bie  SRaffe  beg  ftörpcrg  ^  •  ä  ift, 
Xr,  =  JÄ  ,%Xo.ö 

Xr,  =  Zxy  -  ,«,Ä« .  (^)  =  ^,h.Txy,ö  +  i.f.h^  .  d. 
gür  bic  gcrabc  ^Pqramibc  mit  red^tctfigcr  ©runbflöc^c  (ab)  ift 

_  aK«^  +  bp     r,   _  ^     Tx  -^ 

b.  ^.  man  ]|at 

Zx,  =  ,\M(a''  +  62) 

S:r.  =  ^iJf(62  +  f/t2) 
Xr,  =  -2^,-ilf(a»  +  fÄ2). 
gür  ben  gcrabcn  flrci8!egcl  ift 

/  —  r'^Tt,    %Xo  =  \r^7C    unb    SEr^j  =  ^y  =  \r^n, 
fo  ba^  l^icr  gilt 

%x^  =  %Xy  ^  i^r^TchS  +  i^r^Jth^d  =  ^M(r2  +  \h^), 
gfür  bcn  fficgclftumpf  üon  bcn  SRabicn  r^  unb  r^  ift  ebenfo 

'*'*■*  10  -^  ^ii 


Ä)  5£räg]^eitgmomcnte  für  bic  flugcl,  bcn  ftugcIauSfd^nitt  unb 
bcn  ftugclabfc^nitt.  2cgt  man  ein  rec^tminfcIigcS  Äreu^  burd^  bcn  SDlittcI* 
punit  0  ber  ffiugcl  oom  SftabiuS  R,  fo  f|at  eine  platte  oon  ber  S)idfe  d,  fcnf* 
rcd^t  au  OZ,  im  8Ibftanbc  pd  oon  0  ba^  5Lrag]^cit8momcnt  ^r^ndd  für 
riz=  R^  —  p^dK    äJlan  ^at  alfo  für  %x,  bcn  anfag 

2:\{R^  —pd^yndS 
=  l  ülR^d  —  2mp^d^  +  p^d^)%8, 

S)abci  ift  für  bie  $al6!ugcl  nd  =  R  für  limn  =  oo.  gür  bic  $alb* 
lugcl  gilt  alfo 
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^üc  bie  Au  gel  ift  olfo 

Ir,  =  ir,  =  Xty  =  i^iJ^Ä  =  IM  .  E*     .    .     .    228) 
f$ür  bie  $o^IIugeI  oon  ben  Slobien  r^  unb  r,  gilt  ebenfo 


gfür  ben  ffugelabfd^nitt  oon  ber  Qbf^t  h,  ber  parallel  jur  zr^Sbene 
abgefc^nhten  ift,  ^at  man  bie  oben  aufgefteüte  gormel  für  Xr,  junac^ft  ju 
berec^cn  für  nd  =  i2  —  ä  unb  groat  für  ?t»i  n  =  qo,  unb  bann  bicf cn  SBert 
oom  Xrdg^tSmomente  ber  ^albhtgel  obgujie^en.  äßan  ^t  alfo  ^ier  absugie^n 

\[B<{B  -  h)  -  \B^{B  -  ny  +  \{B  -  hy]n8 
unb  ftnbet 

Ir,  =  \nShn2B^  -  \Bh  +  J,h^]  =  M.h^  SB-h' 

Um  für  ben  ftugelabf(§nitt  Sr^r  =  %Xy  für  Stufen  burd^  ben  Sc^roers 
punft  ju  beftinunen,  berechnet  man  Exy,  Ey,,  JE?,,. 

Sntfpred^enbeS  gilt  für  Stugelfc^id^ten. 

gür  ben  ftugelaugfc^nitt,  beffen  ftalotte  bie  $ö^e  h  l^ot,  finbet  man 
ebenfo 

%x,  =  \M{^Bh  —  h^). 

e)  Trägheitsmoment  für  ha^  ffillipfoib  unb  beffen  ©tütfe.    gür 

ein  9totation^nipfoib  oon  ben  Std^fen  a,  a,  c  (d^t  ftd^  junöd^ft  bag  Xr&g:' 

^eitSmoment  für  bie  Qa\xi^{ai)]t  OZ,  melc^  [c]  parallel  ift,  leicht  beftimmen, 

faltö  man  bie  longentrifd^e  ftugel  oom  9labiuS  c  einfül^rt.    Sine  unenblic^« 

bünne  Patte  beS  Cllipfoibeg  fenfeed^t  gu  OZ,  oon  ber  S)i(fe  d,  oer^dlt  fic^ 

3u  ber  entfpred^enben  5ßlatte  ber  Äugel  mie  a^  :  c^,  \fyc  Trägheitsmoment  alfo, 

ba  beibe  platten  heiSförmig  fmb,  mic  a*  :  c*.    2)emgemöfe  mufe  baS  Srög« 

l^eitSmoment  ber  5higel  f  (*dc'jr)c2  im  SSerJ^ältniffc  a*  :  c*  oerönbert  merben, 

um  baS  entfpredjenbe  Trägheitsmoment  für  baS  ßHipfoib  3u  liefern.    äRan 

^at  a(fo  für  biefeS 

Sr,  =  lilöa^cTt)  .  a^  =  lM  .  aK 

ffintfpret^enbe  ©c^Iüffe  führen  für  eine  ber  anberen  Steffen  ju 

Xx.  —  Xxy  =  lMia^  +  c2). 

gür  baS  breiad^ftgc  SQipfoib  oon  ben  ©albac^fen  a,  h,  c,  beffen  ®Iei(^ung 

"2  +  Kl  +  ^5  =  1  ^^^'  ^^^  ein,®d^nitt  in  ber  ©ö^e  z  fenlred^t  inx  »d^fe 

OZ  bie  ©albac^fcn  —  ^i^  —  z'^  unb  -  Vc^  —  z'^,  fo  bafe  baS  (polare)  2räg^ 

c  c 

^eitSmomcnt  biefeS  ©c^nittcS  (für  OZ)  ben  SBert 

1  ^  ^  (a.  +  bO  (c^  -  ^0^ 

I|at. 

gafet  mon  biefen  ©d^nitt  alS  Xrögcr  ber  SBcIaftung  einer  platte  oon 
ber  ®icfe  d  auf,  fo  ift  für  z  =  pd  baS  entfprcc^cnbe  Xrägf)eitSmomcnt 


§  100.] 


S)ic  Scred^nung  btx  XräßFicttÄmomcntc  u.  f.  to. 


687 


®cmnac^  ift  für  bag  f)aI6c  SHipfoib,  falls  nci  =  c  für  limn  =  00  gilt, 

2:r;  =  ^7cahc(a^  +  h^)S. 
gür  baS  ganje  SHipfoib  ift  alfo 

Jr,  =  ^nahc{a^  +  h^)d  =  lM(a^  +  b^). 
gficnfo  folgt 

gür  SlBfc^ntttc  unb  ©d^id^ten  u.  f.  w.  von  Sllipfoibcn  ge^t  man  auf 
bic  betrcffcnben  fjfjormeln  für  bic  ftugel  jurüdf. 

t)  Srögl^citSmomente  für  baS  Umbrcl^ungSparaboIoib.  fjür  bie 
S)re^ung§ad^fc  OZ  finbct  man  bei  einer  Segrenjung,  rote  in  fjig.  608 

2r,  =  |lf6a. 
gür  eine  ©c^roerpunftgad^fe,  fenfred^t  au  OZ,  gilt 

17)  3:räg^eitgmomente  für  $qperboIoibe.  ®emäfe  @.  457  finb  bie 
entfpred^enben  gormein  leicht  ^eraufteflen,  aunäd^ft  für  Umbre^ungSWrper, 
bann  aud^  für  breiad^fige. 

^)  SrägfieitSmomente  für  SRinge.  ®emäfe  ©.  668  finbet  man  für 
ben  Sling  beg  SRed^tedfÖ  ber  gig.  509 


Sig.  509. 


z 


R 


f^' /.■//.  ■■■''/A ///■'/.  ''■ 


V//.yyyy'AAAA-:M 


£ 


%x,  =  M(B,''  +  |b2). 
gbenfo  gilt  für  ben  ftreig  ber  gig.  509 

unb  für  bie  gOipfe  ber  gig.  509 
Xr,  =  M{E^  +  f  a2). 

gür  eine  ©d^merpunltSad^fe ,  fenfrec^t  3U 
OZ,  gilt  für  ben  3ting  beS  aflcd^tcdEg 

%x,  =  Xxy  =  J3f(4222  +  h^  +  m 

für  ben  Jheig 

Xt:,  =  %Xy  =  li¥(4122  +  5r2), 

unb  für  bie  ßQipfe 

%X:c  =  SCry  =  J  M(4  jRa  +  5  ö^). 

5iö.  510. 


o 


B 


O 


<>/ 


y, ///T'-yA://, 


^^X 


Dy  =  D^  =  :;^  M  .rh. 
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0  Sie  Kcntrifugalmomcntc  für  einen  red^tedigen  fteil  beß 
gerabcn  flrciSct)Iinber8.  Sftan  finbet  Bei  einer  ©ö^e  ä  über  ber  fd^afs' 
fierten  (Srunbflöd^e  ber  gig.  510  (a.  o.  ©.)  o§ne  roeitereg 

gemer  ift 

2),  =  ;r^  ilf .  r'. 

101.  2)er  elemeutatc  Seioegungi^juftanb  tim^  ftaxxtn  ^itptt^  inner« 
ffolh  einer  Ibeliebigen  SBemegnng.  3n  ber  ^^oronomie  n)urbe  nad^s^ 
genjief en,  ba^  [xä)  jebe  Seroegung  cineg  ftarren  ftörperS  auf  ^folgen  elementarer 
33erfd^ebungen  unb  ©re^ungen  btiw.  elementarer  ©c^raubungen  gurüdffül^ren 
Wfet.  SBir  motten  nun  bcn  elementaren  aSemegungSjuftanb  eines  ftarren 
Äörperg  (oergl.  §  96)  in  bgnamifd^er  $infidE|t  unterfud^en.  Scl^anbclt  man 
baS  ©gftem  ber  SemegungSgrö^en  ii[v],  roeld^eS  ben  ein5elnen  fünften  eineS 
materiellen  ©gftemeS  entfprid^t,  mte  ein  ©gftem  von  Kräften  filja],  meld§c8 
in  ben  einzelnen  jpuniten  beS  materiellen  @r)ftcmeg  angreift,  fo  erhalt  man 
aud^  l^icr  für  einen  beliebigen  3^i^öd(füt)rung8punlt  0  eine  Sftcfultante,  meiere 
[Rb]  l^ei^en,  unb  ein  refulticrenbeö  3Womcnt,  ba^  [Mo(B)]  genannt  merben 
mag.  2)ie  ^Bereinigung  non  [Rb]  unb  [Mo(B)],  mofür  mir,  folange  feine 
SSermed^felungen  ju  befürd^ten  finb,  aud^  furj  [R]  unb  [Mo]  fd^reiben,  fül^rt 
bann  femer  ju  einer  Eentralad^fe  unb  bem  i^r  entfprec^enben  SKom^nte 
[aKo(JB)].  gfür  ben  gall,  bafe  i2  =  0  ift,  beftimmt  f^on  [Mo(B)]  bie  ffientrair 
ad^fe  1). 

1.  $anbelt  eS  ftd^  blofe  um  eine  elementare  SSerfd^iebung,  fo  ift 
bereits  in  §  48  aud^  für  enblid^e  SJerfd^iebungcn  nad^geroiefen,  ba^  ^ier  ber 
©ag  gilt:  ®ie  SemegungSgröfee  eineS  ftarren  materiellen  ÄörperS 
ift  bei  aSerfd^iebungen  glcid^  ber  SSemegungSgrö^e  feines  äHaffen* 

^)  S)abcl  mag  barauf  aufmerifam  gcmad^t  merben,  ba^  man  von  bcn  EFlo*: 
mcnten  oon  SBeftorcn  in  SBcguq  auf  einen  $punft  0  fpretfjcn  barf,  au(^  menn  biefe 
SBcftoren  nicfit  in  einer,  aud&  ben  ^untt  0  entl^altcnben  dbene  liegen.  %üx  einen 
SBeftor  [AB]  ift  baQ  SDftoment  in  ©egug  auf  0  beftimmt,  menn  man  i^n  in  ber 
(Ebene  bctrad^tet,  meldte  burd&  il^n  unb  burd)  O  gelegt  merben  fann,  eg  ift  bzrn 
SBerte  nad&  gegeben  burd^  bie  boppclte  gläc^e  be«  S)reicdf8  OAB  (oergl.  gig.  13) 
unb  Ijat  in  ber  (Ebene  einen  beftimmten  S)re^ung8finn.  (Errid^tet  man  nun  in  0 
auf  ber  (Sbtm  OAB  ein  ßot  oom  SBcrte  beS  3Jlomentcß  unb  in  bem  Sinne,  als 
menn  eS  ftd^  um  ein  Shräftepaar  l^anbelte,  fo  roirb  baS  SJJoment  burd^  eine  8fHd^s 
tungSftrctfe  bargeftcllt.  gür  n  SBcftoren  bilben  fi^  in  0  alfo  n  fold^e  aHid^tungS* 
ftreden.  2)iefc  finb  genau  biefelben,  als  menn  eS  fid^  um  bie  entfpred^enben  ^eU 
torenpaare  l^anbclte,  bie  für  O  als  ^"^ücffül^runggpunft  auftreten  mürben.  3^re 
JBercinigung  burcf)  geometrifd)e  Slbbition  ift  erlaubt,  menn  fte  für  bie  cntfpret^en* 
ben  SJef torenpaare  erlaubt  ift,  ba  biefe  ja  ftctS  fo  oerf droben  merben  bürfcn,  ba% 
für  jebeg  Jßaar  ein  Sßeftor  burd^  0  gcl^t  unb  alfo  feinen  Seitrag  für  bie  Sered^s 
nung  beg  aJ^omentcS  liefert,  ^ilbtt  man  3.  83.  für  0  bie  SKomentc  ber  5h:äfte 
eines,  einen  ftarren  5^örper  angreifenbcn  ^täftcf gftemcS  unb  oereinigt  man  ferner  bie 
9Hd)tungSftre(fen  biefer  äJlomentc  burd^  geometrtfd^e  Slbbition,  fo  ftimmt  bie  fo  ge* 
roonncne  Sftcfultantc  überein  mit  bem  9ld)fenmomente  be^  rcfultierenben  SßaarcS, 
faas  für  beffen  »ilbung  0  als  Surürffü^rungSpunft  gebient  ^at. 
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mittelpunIteS,  in  bem  ftetd  bte  gefamte  äHaffe  bed  Sbxptx^  vtx^ 
biegtet  ju  benten  ift. 

2.  ^anbelt  eS  fic^  blo^  um  eine  elementare  S)re^ung,  fo  lann  man 
bie  9I(f|fe  ber  S)re^ung,  für  meldte  9  bie  SBinfelgefc^minbigleit  fein  mag,  atö 
ZMd)\e  nehmen  unb  fenlred^t  ju  i^r  eine  zr*Sbene  einführen,  um  [B]  unb 
[Mo]  3U  bered^ncn.  ®iefe  Sled^nung  fönnen  mir  in  Seaug  auf  bie  Säetracfy» 
tung,  meldte  gig.  216  entfprid^t,  erfparen,  menn  mir  in  ben  bort  gemonnenen 
gormcjn  erft  q>  =  0  feften  unb  bann  9  für  6  einfül^ren,  ba  in  unfercm 
galle  Ky=0  unb  Et  =  fiv  =  ^np  ift.  aJlan  fjat  bann  für  bcS  ©gftem, 
gemäfe  ben  ®Iei(^ungen  SRr.  107  a)  unb  107  b) 

X=  -—(pMri     Mx=+q>Dy 

T=+  q>M^      My=+  <pD^  j 

Z  =  0  M,  =  —  (p%x,. 

S)cmgemä§  ift  iJ  =  (pM\^'^  +  V^  =  V^Q,  falls  man  ben  atbftanb 
bed  äRaffenmittelpuntteiS  oon  ber  9t(^fe  mieber  mit  q  begeic^net. 

®emgemäfe  ift  femer  Mo  =  (p  ^Bl  +  D^  +  %xl 
S)er  SBinlel  co  jmifc^en  [B]  unb  [i^o]  ift  gegeben  burd^ 

cos  CO  =  — /  '     ^      ■ 

pVDJ  +  Dj?  +  Ir/ 

unb  alfo  äRo  burd^ 

2no  =  ^(+|D, -TjDy). 


aWan  fie^t,  bafe  [B]  auf  ber  Sbene  fenfred^t  fte^t,  meldte  burd^  bie  Sttd^fe 
unb  burc^  ben  äßaffenmittelpunlt  gel^t;  ber  SBert  oon  [B]  ftimmt  überein 
mit  ber  SemegungSgröfee  be8  ärtaffenmittelpunfteS,  fo  bafe  B  nur  ocrfc^roinbet 
{fi  =  0),  menn  ber  ©d^merpunlt  auf  ber  8I(^fc  liegt.  SSürbe  man  [B]  nad^ 
bem  aJlaffenmittelpunfte  oerfd^ieben,  fo  fteHte  eS  beffen,  ber  gegebenen  ©rel^ung 
entfpred^enbe  Semegungggrd^e  bar. 

S)er  JleigungSminfel  v  oon  [M6\  gegen  bie  ZM^'\t  mirb  beftimmt  burd^ 

C08V  = . 

VdJ  +  D'y  +  2r; 

©iefer  SBinlel  v  mirb  nur  0»  b^ixo.  180»,  mcnn  D«.  =  0  unb  -Dy  =  0 
ift,  b.  ^.  menn  bie  S)eoiationSmomente  (Sentrifugalmomente)  begm.  für  bie 
rZsSbcne  unb  für  bie  XZ^dbmt  oerfd^minben,  fo  ba\^  alfo  bie  ZMii\t,  um 
meiere  bie  S)re]^ung  erfolgte,  eine  i&auptac^fe  ift. 

@oll  fid^  nun  ber  einmal  gegebene  elementare  SSemegungd^ 
^uftanb,  meld^er  eine  elementare  S)ref)ung  um  bie  Z«8ld^fe  ift,  er* 
galten,  fo  law^  bie  [B]  entfpret^enbe  Sßerfd^iebung  fortfallen  unb 
e8  mu^  aufeerbem  [Mo]  um  bie  Z*8ld^fe  bre^en. 

3ur  (Sr^altung  beS  gegebenen  SemegunggguftanbeS,  in  meld^em 
fd^on  infolge  ber  äßaffenoerteitung  im  aQgemeinen  bie  Sebingungen  feiner 
aSeränberung  liegen,  ift  alfo  erforberlid^,  ba^  bie  ©rel^ungSad^fe  burd^  ben 
Sllaffenmittelpunlt   (p  =  0)  ge^t   unb   eine  §auptac^fe  (D^  =  0, 

aBernicfe,  a^ec^anif.   I.  44 
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j)y  =  0)  ift,  b-  ^.  fie  mufe  eine  §auptacf|fe  beg  3Jlaff enmittelpunftcS  fein. 
2)a  [22]  auf  bei  (Ebene  fentred^t  fielet,  n)cl(^e  burd)  bte  Slc^fe  unb  ben  SRaffen^ 
mittelfmnit  ge^t,  fo  ftel^t  aud^  bie  Sentralad^fe,  n^etci^er  bie,  ftd^  auS  bem  ge^ 
gebenen  Seroegung^suftanbe  entnridelnbe  elementare  ©c^raubung  entf priest 
auf  biefer  (Ebene  fenlred^t.  2)a8  äRoment  für  bie  Sentralac^fe  nrirb  SluQ,  ab« 
geje^en  oon  bem  ©onberfaDe  |2)x  =  riDy,  faBÖ  augleid^  D^;  =  0  unb  Dy  =  0 
ift,  o^ne  ba^  augleic^  B  =  0  x%  b.  )§.  bei  ber  2)te^ung  um  eine  Qa\xptai)\t, 
meiere  nid^  buxd^  ben  ©d^roerpunlt  gel^t.  3ft  D^  =  0,  Dy  =  0  unb  p  =  0, 
fo  erfc^nt  ailo  in  ber  3fotm  f,  möl^renb  fein  mal^rer  SBert  Mg  =  —  tpXxg  ift. 
S)ie  xr»(Sbene  lann  man  ftd^  ftet«  burd^  ben  SKaffenmittelpunlt  gelegt 
benfen  unb  gmar  fo,  ba^  eine  ^c^fe,  üroa  bie  X^^SId^fe  (pofttio),  burd^  ben 
äRaffenmittelpunIt  gel^t.  gül^rt  man  noc^  im  äRaffenmittelpunfte  bie  ®egen« 
fräfte  [Bo]  unb  [Bo]  oom  SBerte  B  ein,  fo  tritt  für  ben  attaffenmittelpunft 
al&  Q\xvnd\nf)x\xx{Q^pnnU  [Bq]  auf  neben  einem  äJtomente  [Moq].  Segtereg 
fe|t  ftd^  gufammen  av3  bem  90tomente  [Mo]  unb  auS  bem  äJlomente  oom 
SBerte  g  .  B,  melc^eS  in  ber  XYss (Ebene  ber  gegebenen  Ske^ung  entgegen 
mirlt.  ©eftt  man  bie  flomponente  [Jü,]  oon  [Mo]  mit  [q  .  B]  jufammen, 
fo  erhält  man  —  (p  .Xx,  +  g  .  B  =  —q> (Xxz  —  Mg^)  =  —  9  .  (2:r,)o, 
falls  man  baS  Slrägl^eitSmomcnt  für  bie  ®erabc  burd^  ben  3JlaffenmitteIpunft, 
meldte  ber  ©rel^ungSad^fe  parallel  ift,  burd^  (2^t,)o  bcgeid^net  (oergl.  gormel 
3lx,  198).  ßegt  man  burd^  ben  OKaffenmittelpunft  ein  ftoorbinatenhcuj 
'SY^jS,  mcldEjcg  eine  SSerfc^icbung  bcS  juerft  benuftten  barfteHt,  fo  bleiben 
z  unb  y  unoerönbert,  möl^renb  x  in  a?'  +  9  übergel^t.  gür  boS>  neue  ©gftcm 
bleibt  alfo  2>x  ungcänbcrt,  mäl^renb 

J)y  =  H^xz  =  E{iz{x'  -[-  9)  =  2^^x'z  -\-  gZyiz  =  £^x'z 

ift,  fo  ba^  alfo  bie  anbcren  beiben  flomponenten  oon  [Mo]  ebenfomoffl  burc§ 
+  (pDy  unb  +  (pDx  oK  (xnäj  burc§  -f  q>{Py\  unb  +  9?(2)x)o  be^eic^net 
mcrben  bürfcn,  menu  legtere  ®röfeen  fid^  mieber  auf  ba^  Sldifenfreua  burc§ 
ben  ©c^mcrpunlt  be^iel^cn.  S)emnad^  ift  [Moq]  genau  fo  auS  ben  ftompo«« 
ncnten  — fp(Xxz\,  +9?(-Dx)o,  ■\-q>{I>y\  5U  bilben,  mie  [Mo]  av&  ben 
flomponenten  —  g?3:r„  -\-q)I)x,  +(pDy.  2egt  man  alfo  bur^  ben  3Jlaffen* 
mittelpunft  eine  ©erabe,  parallel  gur  S)rel^ung8ad§fc,  fo  ift  baS  SBoment  für 
ben  aJlaffenmittelpunft  afö  Qurüdtfül^rungSpunft  genou  fo  ju  bered^ncn,  aK 
mcnn  bie  (Serabe  burd^  i^n  Sld^fe  märe  für  eine,  ber  gegebenen  ©rel^ung 
entfpred^cnbe  Ske^ung  (oergl.  baju  gig.  71a).  Sted^net  man  für  biefe  StdEjfe, 
fo  erl|&lt  man  feine  3tefultante,  ba  jcftt  g  =  0  ift;  bafür  f)at  aber  bie 
Sld^fcnoerlegung  fc^on  bie  Jßerfc^iebung,  entfprec^enb  [Bq],  geliefert. 

3.  ©anbelt  eg  ftd^  enblic^  um  eine  elementare  ©d^raubung,  für 
meldte  bie  ©efc^minbigfcit  in  9Hdt)tung  ber  9ld^fe  [c]  unb  bie  SBinfelgefc^min* 
bigfeit  um  bie  8td^fe  9  ift,  fo  fommt  gu  ben  ©rö^cn  [B]  unb  [Mo]  ber 
oorigcn  Plummer  nod^  bie  ©röfee  M[c]  gemö^  ber  SRr.  1  ^inju.  ®a  biefe 
im  3Kaffenmittelpunfte  ^aftet,  fo  ift  eS  jmedEmä^ig,  if|n  in  biefem  gfalle  oon 
oorn^erein  alg  Bwi^ü^fül^rungSpunft  ju  roäl|len.  äflan  l^at  bann  [itfoo] 
noc^  3lx.  2  3u  bilben,  mft^renb  fic^  [B]  oom  SBcrte  q>Mg  unb  M[c]  gu 
[jf  y^ja^a  _j_  c'2]  gufammenfeften,  b.  ^.  gu  einer  Slcfultante,  meldte  ber  ©d^rauss 
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bung  (c,  9)  beS  aMaffenmittelpunfteS  entfprid^t.  SHcfe  Slejultante  liegt  in 
bei  Sbene  burd^  ben  SRaffenmittelpuntt,  n^elc^e  fenfred^t  3ur  SBene  burc^  bic 
Sc^fc  unb  ben  ailaffenmittelpunft  oerlöuft. 

®egt  man  bie  gen)onnenen  Stgebniffe  nad^  bem  SBorgange  von  $oinfot 
ju  bem  SentraleHipfoibe  in  SSeaiel^ung,  mobei  man  t)on  ooml^erein  ben 
äHaffenmittelpunlt  als  Qnxfxd^ftfycvxiQßpnxdt  ju  mdi^Ien  l^at,  fo  erl^&It  man 
ein  anfd^aulic^i^  99ilb  beS  ganjen  SSorgangeS. 

3etlegt  man  [9]  nad^  ben  9Ic^fen  bed  SentraleQipfoibeg 

in  bie  ftomponenten  [9?^],  [9?,J,  [9?;],  fo  l^aben  bie  ©eoiationSmomente  für 
bte  S)rel^ungen,  meiere  biefen  ftomponenten  entfpred^en,  ben  äBert  9luII.  Qtxt* 
legt  man  aud§  [Moq]  nad^  ben  Sld^fen  in  bie  ftomponenten  [Mo^],  [Mo^], 
[Mo;],  fo  gilt  alfo  Mo^  =  9$  .  %x^,  Mor^  =  9?r,  .  2r,j,  Jtfo;  =  9c  •  2:r.;> 
falfö  [qp]  mtb  [Jfoo]  mit  ben  pofitioen  j^albad^fen  beS  SüipfoibeS  fpi^e 
SBinlcI  bilben.  S)emnad^  I&fet  fxd^  bie  Sage  oon  [Mo^],  beffcn  SBert  burc§ 
Mo^  ==  Jlf I  +  M *  +  Ml  beftimmt  ift ,  gegen  biefc  ©albac^fen  barfteHen 
burc^  bie  SoftmiS 

Moi y$Xr^      J/o,, q>,{Sjt,^      Mo:; 9':2r; 

Moq         Moq  '    Moq         Moq  '    Moq         Moq 

Sine  @erabe  in  ber  9H(^tung  oon  [tp],  meiere  bur(^  b^n  äHaffenmitteU 
punit  gel^t,  f(^neibet  ba8  KentraleHipfoib  in  einem  $ßunfte  P,  beffcn  ftoorbi* 
naten  i,  ri,  £  ftd^  atö 

r(Pi       ry.;       ry; 
9  q?  qp 

barfteücn,  faHS  fein  aibftanb  00m  SKaffenmittelpunlte  burc^  r  begeid^net  mirb. 
S)ie  Tangentialebene  in  P  l^at  bann  bie  ©leid^ung 

I9s5£r5  +  i?9?.i2:r,;  +  g9;5Cr;  =  — j;?^, 

fo  ba^  bie  EofmuS  ber  tntfpred^enben  3lormaIe  in  P  für 
burc^  <Pl*2;t|  +  9?2:r,J  +  ()P;«ir;*  =  Mo,' 

y.^^Ys    y^^t,    y;2:r; 

Moq   '      Moq   '      Jfoo 

gegeben  ftnb.  ©emnad^  ^at  [Moq]  bie  9lid^tung  biefer  3lormaIen,  mäl^renb 
bie  Sbene  oon  [Moq]  ber  Tangentialebene  parallel  ift. 

gäHt  man  oon  bem  äßaffcnmittelpunltc  ein  2ot  (0  cmf  bie  S^angential*: 
ebene,  fo  ift  biefeS  beftimmt  burd^ 

r        Moo' 

b.  1).  man  l^at 

Moo  =  — y-  ' 
rl 

Säead^tet  man  nod^,  ba^  [r]  unb  bie  Tangentialebene  in  P  einanbcr  fon^» 
jugiert  fmb,  fo  gelangt  man  alfo  gu  bem  Srgebniffe:  S)ie  Sbenc  beS 
SKomenteS  [Moo]  ift  parallel  au  ber  3Kittelebene  beS  Ecntralellip* 

44* 
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foibeS,  meldte  jur  Sltd^tung  ber  gegebenen  2)re^ung§a(i^fe  Ion« 
jugiert  ift. 

Xrägt  man  im  äßaffenmtttelpunlte  ben  SSeltor  [9]  ein,  fa  ift 
bie  Stid^tung  t)on  [Mo^]  burc§  bad  Sot  00m  STlaffenmtttelpunfte  auf 
bie  Tangentialebene  im  ©c^nittpuntte  beS  SllipfoibeS  mit  [9]  be« 
ftimmt.  S)er  SBert  belS  äRomenteS  [Moq]  ift  proportional,  ju  ber  ge« 
gebenen  SBinlelgefd^minbigleit  (9)  unb  umge!e^rt  proportional  3U 
bem  ^robulte  aud  htm  9lbftanbe  (0  ^^^  äRaffenmittelpunIteS  oon 
jener  Xongentialebene  unb  bem  3lbftanbe  (r)  beS  äRaffenmittel* 
punited  oon  bem  S9erü^rungSpuntte. 

©OD  bie  gegebene  2)rel^ungitod^fe  bauernb  S)re^ungSad^fe  fein,  fo  mu^ 
[Moo]  bie  SRic^tung  ber  gegebenen  Sld^fe  ^aben,  b.  1^.  ber  im  SOtaffenmittels» 
punfte  eingetragene  SBeltor  [cp]  mu^  9lormaIe  beS  SentraleÜipfoibelS  fein,  fo 
ba^  bie  gegebene  2)re]^ungSa(^fe  eine  ^auptad^fe  beS  SüipfoibeS  ift. 
Stennt  man  ben  öugeren  Sorgang,  meld^r  ber  Srgeugung  einer  S9e« 
megungggröfee  entf priest,  einen  ©tofe,  fo  lann  man  ben  ftem  ber  ganjen 
Betrachtung  auc^  fo  auSbrüden:  Sin  ®to^  mug  burd)  ben  äRaffen« 
mittelpunit  ge^en,  menn  eine  SSerfc^iebung  entfielen  foll;  ein 
©to^paar  (entfprec^enb  einem  ftröftepaare)  mu^  fenlrec^t  au  einer 
^auptac^fe  liegen,  menn  bie  äld^fe  ber  Sre^ung  auf  feiner  (Sbene 
fenlrec^t  fte^en  foll. 

2)entt  man  ftd^  ftrftfte  auS  unenblid^  ^^  f leinen  ©tö^en,  meiere  ben  txn^ 
jelnen  aufeinanber  folgenben  3^ite(ementen  entfpred^en,  3uf ammengefegt  unb 
bel^nt  man  biefe  älnfc^auung  auc^  auf  ftröftepaare  aui^,  fo  fielet  man,  bag 
Sntfprec^enbeS  auc^  für  Jtröfte  unb  Sträftepaare  gilt. 

102*   SUgcmeine  ©ä^e  übet  bie  Seioegung  eined  materiellen  ©^ftemd. 

f^ür  bie  meitere  Unterführung  ber  Semegungen  eineS  ftarren  JtdrperS  ftnb 
nod^  einige  ©dge  oon  Sebeutung,  bie  überl^aupt  für  materielle  ©gfteme 
gelten,  alfo  au^  im  befonbem  für  ©gfteme  ftarrer  Körper. 

S)a  nömlid^  nad^  bem  principe  ber  5ßaarn)irlung  bie  inneren  Xlröfte 
jebeS  materiellen  ©gftemg  in  jebem  3^^^pttntte  im  (Sleid^gemid^te  ftel^en,  fo 
lieben  ftd^  biefe  in  jebem  Seitpunftc  auf,  mag  baS  ©ijftem  ein  ftarrer  Körper 
fein  ober  nid^t. 

2)a  baS  ©gftem  ber  inneren  Kräfte  im  befonbem  au8  $ßaaren  oon 
Oegcnfräften  befielet,  fo  fte^t  c8  übrigens  nid^t  blofe  im  ©leid^gemid^te,  menn 
jebe  feiner  Äröftc  an  bem  5ßunlt  mirft,  an  bem  fie  t^atfäc^Iic^  jur  (Seltung 
lommt,  fonbem  aud^  bann,  menn  man  äSlt  Kröfte  beS  ©gftemS  ate  SJel* 
torcn  an  einen  $unlt  oerfeftt  benft. 

S)iefer  ©ag,  beffcn  SSeraUgemeinerung  leidet  ju  überfe^en  ift,  lä^t  fld^ 
natürlid^  nid^t  umle^rcn. 

Solange  man  bie  Setrad^tung  auf  einen  befttmmten  S^itpunft  befd^ränlt, 
ift  alfo  bie  befonbere  3lrt  ber  SSerbinbung  ber  8ltomc  ju  Körpern  ol^ne  Sin« 
fiu^  auf  bie  Sctra(^tung.  OKan  giebt  biefer  Sinftd^t  mofjl  aud^  ben  a^uSbrud, 
ba^  man  ftd^  jcbcS  materielle  ©gftem  für  einen  9lugcnbUdf  crftarrt  benfen 
unb  nun  auf  bicfcS  ftarre  Softem  bie  ©cfefte  ftarrer  Körper  anmenben  barf. 
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©obalb  man  aber  bic  Sctrat^tung  auf  ein  ^iizUmtni  auSbcl^nt  ober 
auf  eine  enblic^c  3citbauer,  roitb  bie  bcfonbere  8lrt  ber  Serbinbung  ber 
8ltome  ju  flflrpem  oon  großem  Sinfluffe. 

®ie8  tritt  3.  83.  bei  ber  Sered^nung  ber  SIrbeit  ein,  in  rocld^er  bie  Se* 
trad^tung  gum  minbeften  auf  ein  geitclement  auggebe^nt  werben  mu^.  3n 
biefem  gallc  üerfd^roinbet  bie  Sttrbett  ber  inneren  fträfte,  obroo^l  biefe  für  jeben 
Seitpunft  in  Jßaare  oon  ®egen!räften  jerfatten,  im  allgemeinen  burc^auß 
ni(^t  für  ein  Qeitelement,  meil  ftd^  in  biefem  foroo^I  bie  SIngriffgpunfte  jebeS 
5ßaare8  gegeneinanber  oerfd^iebcn  fönnen,  afö  aud^  Snberungen  nac§  SBert 
unb  Sftid^tung  eintreten  lönnen. 

S)a8  aSerfd^roinben  ber  SlrBeit  ber  inneren  Äröfte  ift  alfo  an 
befonbere  S3cbtngungen  über  ben  S3au  bc8  ©qftemS  gebunben,  nur 
für  einen  ftarrcn  flörper  oerfd^roinbet  fic  ftctS. 

S5etrac§tct  man  nömlic^  amci  5ßunfte  ^1  unb  A^  eineS  ftarren  ÄörperS 
bei  irgenb  einer  Semegung  beSfelben,  fo  !ann  man  biefe  Semcgung  barfteQen 
ate  eine,  auf  ^1  Begogcne  SSerfdEjiebung  unb  ».    ^.^ 

ate  eine  ®re^ung  um  eine  burd^  ^1  ge^enbe 
Sld^fe.    S)a  ft(^  bic  ßönge  ÄiÄ^  =  l  nic^t  ^\y^ 

önbert,  fo  ift  bie  8Irbeit  oon  oerönberlic^en         !  r^-- 

(Segenfröften  in  Ay   unb  A^  für  eine  SScr*         \  y''^ 

fc^iebung  SftuH,  meil  fte,  mie  gig.  511  jeigt,  \     y^  »    ^ 

ftetS    atö    iCs  [cös  a  +  cos  (180»  —  «)]   er^^     „    ^^ 

fc^eint.    gbenfo  ift  fie  für  bie  ©re^ung^SftuU,     VO<( 
meil  \K\  ftciS  burd^  ^1   ge^t  unb  K  ftetg         i80"-aN 
fenfrcd^t  ju  feiner  Sa^n  fielet. 

S)iefe  SSctra^tung  gilt  für  je  jmei  $unlte  be§  ftarren  flörperS,  faßS 
man  bcffen  SBemegung,  immer  bem  gemöl^lten  ^unftpaare  entf prec^enb ,  ate 
SSerfd^iebung  unb  S)re^ung  barfteQt. 

3m  folgenben  foUen  nun  oicr  ©ög^  abgeleitet  mcrben,  bei  meldten  bie 
Sigenart  ber  inneren  Äräftc  eineg  beliebigen  materiellen  SgftemS  (ate  ®egen« 
fräfte)  eine  SRoIIe  fpielt. 

ä$orI|er  aber  mu^  nod^  barauf  aufmerffam  gemad^t  merben,  ba^  aud^ 
bag  5ßrincip  oon  b'SIIcmbert,  melc^eS  im  §  66  abgeleitet  mürbe,  gana  all« 
gemein  für  materielle  ©qfteme  gilt,  ba  bei  feiner  8lbleitung  nur  oorauS« 
gefeftt  mürbe,  ba^  bie  inneren  Strafte  im  ©leit^gemic^te  fte^en. 

S)iefe8  ^rincip  fagt  auS,  h^^  bie  Sffeltiofröfte,  meldte  auS  ber  9e* 
megung  bered^net  merben  muffen,  unb  bie  äußeren,  baS  materielle  ©gftem 
angreif enben  fträfte,  ftetS  gleic^mertig  finb  in  Sejug  auf  bie  SBilbung 
einer  3lcfultante  unb  eineS  flräftepaareS. 

Srfegt  man  bie  ffräfte  beg  einen  ©gftemS  burt^  il^re  ©egeniröfte, 
fo  fielet  biefeg  ©i)ftem  ber  (Segenlröfte  natürlid^  mit  bem  anberen 
©t)fteme  im  ©leid^geroic^te,  fo  't^^  auf  biefeS  jufammengefe^tc  ©r)ftem  alle 
©ö^e  beS  ®Ieid^gemi(^teg  angemanbt  merben  lönnen,  unter  anberem  aud^ 
baS  ^rincip  ber  oirtuellen  SSerrüdtungen  (oergt.  ©.  482). 

SS  aeigt  ftd^  ^ier  roteber,  "tOi^  ber  ffempunft  beS  ^ßrincipeS  oonb'8llembert 
bie  Slncrfennung  ber  St^atfad^e  ift,  ba§  ftatifc^e  Äraft  nichts  anbcreS  ift  att  ge«* 
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I^etnmte  linetifd^e  Straft  beim.  ba|  linetifd^e  Straft  nichts  anbereS  ift  ci& 
entmcfelte  ober  frei  gemorbene  ftatifc^e  Straft,  b.  l).  eS  toeift  ^m  auf  bie 
©leic^iDertigfett  linetifd^cr  unb  ftattfc^er  Ströftc  (oergl.  ©.  10  it  f.). 

1.  S)er  aKaffenmittcIpunft  al8  linctifcfieS  Eentrum.  S)ic  ®Iet 
c^ngen  Jir.  66),  jDcId^e  gur  äcftimmung  ber  Sloorbinaten  beS  3JlaffenmitteI* 
pun!te8  bicnen,  laffen  fic^  anä)  Bei  einem  in  SSeroegung  befinblit^en  Störper 
in  jebem  3^itpunlte  in  S3egug  auf  bie  augenblicflic^e  Stellung  beS  StörperS 
annienben. 

3ur  Qeit  t  mögen  bie  Stoorbinatcn  ber  einzelnen  materiellen  $unltc 
burd^  Xp,  yp,  Zp  unb  bie  beS  @c^n)erpunfteS  burc^  x,  y,  z  begeic^net  merben, 
jur  Seit  t'  =  t  —  X  begm.  burc^  Xp,  y'p,  Zp  unb  x\  y\  z\ 

3n  SSegug  auf  bie  YZ^^hzxvt  3.  SB.  gelten  bann  für  bie  S^itpwnfte  i  unb  i 
begm.  bie  ©leic^ungen 

/*i^i  +  H^%  +  •  •  •  =  -If .  ic. 
S)ie  SHffereng  beiber  ®(eid^ungen  giebt  nad^  S)ioifion  burd^  r 

f*l-^-- +   /*2-H^ +       -  =  M 

TT  T 

SBegeid^et  man  bie  Stomponenten  ber   Oefd^roinbigleiten  ber  eingelnen 

5ßunlte  nad^  ben  äc^fen  gur  '^zxi  t  burc^  v^p\  v^p\  v^p  unb  bie  beS  ©d^mer«: 
punfteS  burd^  v<'>,  i:^\  ^*\  f 0  gilt  für  lim  t  =  0 

^^|;(x)   _|_  ^^^^x)   -I-   .  .  .  =  Jlf  .  f;(x) 229) 

Sntfpred^enbe  ®Ieid^ungen  gelten  in  Segug  auf  bie  ZX^dbmt  unb  bie 
xr»Sbene.  ga§t  man  bie  SemegungSgröften  mieber  ate  SJeftoren  auf/  fo 
fpre^en  biefe  ®Ieid)ungen  ben  ®ag  auS:  S)ie  (algebraif^e)  Summe 
ber  Stomponenten  ber  SSemegungSgrdgen  ber  einzelnen  materiellen 
?ßunfte  nad^  einer  beftimmtcn  Sftid^tung  ift  gleit^  ber,  biefcr  Sftid^* 
tung  entfpred^enben  Stomponente  ber  SemegungSgrö^e  beS  äRaffen« 
mittelpunltel^,  falls  man  in  biefem  bie  gefamte  ÜRaffe  vereinigt 
benft. 

Um  biefe  (algebraifc^e)  Summe  ju  bilben,  lann  man  ftd^  bie  SSemegungS« 
grölen  ber  cinaelnen  5ßunfte  als  SSeftoren  an  einen  $ßunft  oerfeftt  beuten 
unb  fie  an  biefem  mie  fträfte  be^anbeln:  bie  SRefuItante  biefer  SBeftoren  liefert 
bie  brei  Komponenten  in  JRid^tung  ber  älc^fen,  meiere  begro.  M .  v(*>,  M .  v^y\ 
M  .  r(^)  barfteHen. 

ajerfejt  man  alfo  bie  SeroegungSgröfeen  ber  cingelncn  5ßunlte  att  SkU 
toren  an  einen  bestimmten  ^ßunlt,  gu  bem  man  auc^  ben  3JlaffenmitteI* 
punlt  mahlen  fann,  fo  giebt  i^rc  geometrifd^e  Summe  (SHefultante)  bie  SBe« 
megungSgrö^e  beS  3Jlaffenmittelpunfteg  als  SSeltor. 

Setrac^tet  mau  bie  Segtc^ung  ber  Oleic^ung  SRr.  229)  für  gmei  geit^ 
punitc  t'  =  t  —  T  unb  t,  fo  fü^rt  ein  ©rengübergang,  unter  Sinfü^rung  ber 
Sef^leunigungen,  meiter  gu  ber  ©leic^ung 

f^i  j$'^  +  i^2Ji'^  +  .  .  .  =  JI .  ;(x) 230) 

unb  gu  ben  entfpred^cnben  (Sleid^ungen  für  bie  ZX^  unb  bie  xr^« Ebene. 
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3e^t  fte^en  auf  ber  Itnien  @eite  bie  Komponenten  ber  Sffelttolr&fte 
ber  einzelnen  materiellen  $untte  nac^  ben  9Id^fen,  auf  ber  redeten  @eite  bie 
entfprec^enben  Komponenten  ber  Sffeftiotraft  beiS  SJlaffenmittelpunlted.  S)a 
für  jeben  materiellen  $unlt  (oergl.  ©.  233)  bie  gffelttofcaft  auS  ber  SSer* 
einigung  ber  3lefultante  [Äp]  ber  an  i£|m  rotrienben  äußeren  Äröfte  unb  ber 
Slefultante  [Jp]  ber  an  ifytt  wirlenben  inneren  fträfte  erm&c^ft,  fo  ift 

„     Äx)  j(*)    _l_     7<*) 

r'PJP     —  -^P       1     *^p  t 

b.  \  man  l^at  auc^ 

©a  fld^  nun  Bei  jebem  flörpcr  bie  inneren  Äräfte  gcgenfeitig  jcrftören, 
fo  gilt  auc^  nod^ 

unb  bie  entfpred^enben  ©Icic^ungen  für  bie  ZX*6bene  unb  für  bie  Zr*Sbene. 

Semnad^  fptit^t  ©leid^ung  3lr.  231)  ben  ©aft  aug:  S)ie  (algebraifd^e) 
©umme  ber  Komponenten  ber  i^u^cren^  an  ben  einseinen  maiz* 
rtcllcn  5ßunlten  angreifenben  flräfte  nad§  einer  beftimmten  Sftic^s» 
tung  ift  gleid^  ber,  biefer  3li(§tung  cntfprec^enben  Komponente  ber 
ffiffeltiolraft  beS  aJlaffenmittelpunftcS. 

Um  biefe  (algebraifc^e)  ©umme  ju  bilben,  lann  man  \\i^  bie  äußeren 
ftrafte  ber  einjelncn  5ßunlte  aI8  SSeftoren  an  einen  5ßunft  oerfeftt  beulen 
unb  fie  an  biefem  jufammenfeften:  bie  SHefuItante  biefer  flräfte  liefert  bann 
brei  flomponenten  in  SHc^tung  ber  Slc^f en ,  meldte  Bejm.  M  .  j('>,  M .  /y>, 
M .  jO  barfteQen. 

aSerfeftt  man  alfo  bie  äußeren  flräfte  ber  einjelnen  5ßunlte  afö  SSeftorcn 
an  einen  Beftimmten  $unlt,  ju  bem  man  auc^  ben  äRaffenmittelpunIt  malzten 
f ann,  f o  gieBt  il^re  geometrif d^e  ©umme  (9lef ultante)  bie  ®ff eltiolraf t  M .  [ j] 
beS  aJlaffenmittelpunfteS,  b.  \  bie  Scfc^Ieunigung  beS  aJlaffenmittel* 
punlteS  ift  ftetd  fo  geBilbet,  a\%  menn  bie  äußeren  flr&fte  ber  ein« 
jelnen  materiellen  $Pun!te  an  il^m  mirlten. 

hiermit  finb  bie  ©age,  in  benen  ber  äRaffenmittelpunft  Bei  SSerfd^ie«: 
Bungen  ftarrer  Sldrper  alS  bgnamifd^eg  Sentrum  auftrat,  fel^r  ermeitert. 

SSenu^t  man  ben  äRaffenmittelpunIt  atö  B^^^^f^^^ngSpunlt  für  baS 
©qftem  ber  SBemegungggrö^en  unb  für  "ta^  ©gftem  ber  äußeren  fträfte, 
meldte  ben  ftörper  angreifen,  fo  Beftimmen  beren  Slefultanten  bie  S3emegung 
beS  3Jlaff enmittelpunf teS ,  möl^renb  bie  rcfultierenben  5ßaare  bie  ©d^menlung 
um  ben  SKaffenmittelpunft  Beftimmen. 

ällan  ^erlegt  infolgebcffen  Bei  finetifd^en  Setrad^tungen  bie  Semegung 
eines  ffiörperS  meift  in  bie  Seroegung  feineS  3JlaffenmitteIpunIte8  unb  in  bie 
©d^menlung  um  biefen. 

2.  S)ie  SemegungSgrö^e  unb  ber  ftraftantrieB.  S)ie  SSemegung 
beS  ailaffenmittelpunlteS  eined  materiellen  ©qftemd  ift  burc^  bie  Säetrad^^^ 
tungen  ber  9tr.  1  Beftimmt,  er  Bemegt  fid^  fo,  atö  menn  bie  SSemegungS« 
großen  ber  einjelnen  materiellen  5ßunfte  unb  bie,  an  biefen  roirlenben  äußeren 
fträfte  an  i^m  aufträten.    S)amit  ift  bie  äßöglit^Ieit  gegeben,  bie  Sormeln 
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für  bte  S3en)egung  eineS  materiellen  ^unlteS  auf  bie  Setoegimg  beS  äßaffen« 
mittelpuniteg  onjuiDenben.  Unter  biefen  ^at  bie  gormel  für  bie  Segte^ung 
gn)tf(^en  ber  Sen^egungSgrd^e  unb  bem  Straftantrieb  nid^t  blog  für  bie  SSe^^ 
n^egung  beS  äRaffenmittelpunlteS,  fonbem  ani^  für  bie  S3en)egung  beS  ganjen 
S^ftemS  äSebeutung. 

3ene  Segiel^ung,  bei  n)eld^er  nur  bie  SBerte  ber  9en>egungSgrdge  unb 
bed  9Intrie6ej^  ber  tangentialen  ftraftbmponente  berüdftd^tigt  trurben,  lautete 
(ocrgl.  ®.  247):  ffiic  Snbcrung  ber  SeroegungSgrö^e  ift  gleid^  btm  tnU 
fprec^enben  tangentialen  ftraftantriebe. 

@ie  lögt  ftd^  erweitern,  n)enn  man  bie  S3en)egungggrdge  alS  SSeftor  auf:' 
fagt,  n)o6ei  aud^  ber  Straf tantrieb  alS  SSeltor  erfd^eint.  Stellen  nömlic^  in 
gig.  512  bie  SSeftoreti  [^v'J  unb  [iiv]  bie  SeroegungSgröge  eineS  materiellen 
5ßunlte§  bean?.  gur  3^^  t'  =^  t  —  t  unb  gur  Qdt  t  bar,  fo  ift  ber  SSeftor 
[jn]  ber  entfpred^enbe  Straf tantrieb  für  Umt  =  0,  meil  für  /x  =  1  bie  fbt^ 

gig.  512.  giel^ung  lim  -  =  [ja]  beftc^t.     S)t^nt  man  bie  Sc* 

trad^tung  ber  gig.  512  auf  eine  Steige  oon  3citelementen 

au8,  fo  vereinigen  fid^  bie  Straftantriebe  [js]  burd^  gcos: 

metrifd^e  8Ibbition,  b.  1^.  c§  gilt:    S)ie  Snberung  ber 

SemegungSgröfee  alS  SBeltor  ift  gleid^  bem  ent«» 

fprcd^enben  Straf tantriebe  alS  SBeltor. 

5ßrojigiert  man  fjig-  512  auf  irgcnb  eine  8l(^fe,  fo  treten  ftatt  [nv'], 

{jiv]  unb  [e]  beren  Stomponenten  in  Sftic^tung  biefer  8[(^fe  auf,  b.  1^.  eS  gilt: 

S)ie  Snberung  ber  Seroegungggröge  in  Slid^tung  irgenb  einer 

Std^fe  ift  gleid^  bzm  entfpred^enben  Straftantriebe. 

3ft    ber    betrad^tete    $unlt    ber    SJlaffenmittelpunft    eineS    materiellen 

©gftemS,  fo  ift  bie  Äraft  ber  Scmegung  bie  Slefultantc  Ä  aug  bcn  duneren, 

an  ben  SKaffenmittcIpunlt  ocrfeftten  Äräften  bcS  ©qftemS.    aSegcic^nct  man 

beren  Stomponente  nad^  irgenb  einer  8ld^fe,  bie  mir  aI8  X*8ld^fe  begeic^nen 

motten,  burc^  A^'\  fo  ift  Der  Straftantrieb  in  Slid^tung  ber  Sttd^fe  für  bie 

Seit  t  burd^  t  .  A(^>  gegeben,  fattS  A^'^  innerl^alb  biefer  3cit  !onftant  ift, 

fonft  burc^  2;^(*) .  r.   Sinb  nun  bie  Stomponenten  ber  ©efc^roinbigfeiten  beS 

aHaffenmittelpunltcS  nadE)  jener  Sl^fe  gur  Qtxi  o  unb  jur  Seit  t  begro.  t;(=^>  unb 

t^*^  fo  gilt  alfo 

jft;(x)  _  jif2;(x)  =  2:^(')  .  r 232) 

®a  Mv('^  nad^  Str.  1  barftettbar  ift  afö  ^i^^^)  +  (i^v!^^  +  • . .,  fo  löfet 
[xij  bie  gormel  Str.  232)  folgcnbermaften  in  SSorte  f äffen:  ®ie  Snbe* 
rung  ber  (algebraifc^en)  Summe  ber  Stomponenten  ber  SemegungS* 
grölen  ber  einzelnen  materiellen  5ßunlte  nad^  einer  beftimmten 
Sflid&tung  ift  gleid^  bem,  biefer  Slid^tung  entfpred^enben  8lntriebc 
ber  Slefultante  ber,  an  ben  3JlaffenmitteIpunIt  oerfe§ten  äußeren 
Ströfte. 

aJlan  barf  Ijier  nid^t  oon  ber  SInberung  ber  SBemegungSgröfee  beS 
©gftemS  fprcd^en,  meil  bie  ScmegungSgröfeen  in  bcn  cinjclncn  $ßunftcn  atö 
SSeftoren  ^aften,  mö^renb  fie  für  bie  SScrec^nung  ber  Stomponentenfummen 
an  einen  ^unlt,  3.  SB.  an  ben  3JlaffcnmitteIpunIt,  ocrfcgt  erfd^eincn. 
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aKan  fann  bcm  abgeleiteten  Safte  anä)  bte  fotgenbe  SSeranfc^auIid^ung 
geben,  ^roitjtert  man  ein  materielles  ®r)\tzm  auf  eine  8l(^fe,  inbem  man 
ber  ^rojeltion  eineS  SßunfteS  Don  ber  aJlaffe  ^  gleid^falK  bie  3)laj"fe  ^  gicbt 
(oergl.  @.  247),  jo  gilt  für  bie  gerablinige  Seroegung  beS  projizierten  ©q* 
ftemS:  S)ie  (algebraifd^e)  Summe  ber  SeroegungSgrö^en  ber  einzelnen 
fünfte  ift  glei(^  bcm  8tntriebe  ber  SRefuItante  ber,  an  ben  SKaffenmittelpunlt 
oerfeftten  äußeren  flröfte. 

gfür  ben  Sonberfalt,  bafe  feine  äußeren  Äröfte  mirfen,  l^at  bie 
(algebraifc^e)  Summe  ber  Äomponenten  ber  SBemcgungSgrö^en  ber 
einzelnen  materiellen  fünfte  nad^  einer  beftimmten  9lid^tung  ben 
SBert  SfluII. 

3.  2)ag  äRoment  ber  äSemegungSgrö^e  unb  ber  eintrieb  beS 
flraftmomenteS.  Sei  ber  gurüdEfül^rung  cineg  flräftefgftemS  auf  eine 
9lefultante  unb  auf  ein  5ßaar  für  einen  beftimmten  Surüdfü^rungSpunft  0, 
tonnte  bie  Sftefultante  fo  beftimmt  werben,  als  roenn  alle  ftröfte  an  bem 
5ßunfte  0  in  SBirfung  mären,  möl^renb  bei  ber  Seftimmung  beS  5JJaare8  jebe 
ftraft  an  il^rem  tl^atfäc^Iid^en  8lngriff8punlte  betrad^tet  merben  mu^te. 

S)ie  Söge  3h:.  1  unb  Sir.  2  entfpret^en  g^g^  5^3^ 

jener  SRefuItantenbeftimmung,  fomo^I  in  Se* 
jug  auf  bie  SemegungSgrd^e  alS  93eItor,  atö 
audö  in  SSejug  auf  bie  Jhaft  als  SBeftor.  Mo(b)^ 

Sefet  foH  noä)  ein  öufeerft  mid^tiger  Safe 
abgeleitet  merben,  meld^er  ber  Seftimmung 
beS  refulticrenben  5ßaare§  entfprid^t,  infofern 
alg   bie  aSemegungggröfte   jebeS   materiellen  ^'^  Mo(b) 

5JJunlteS  babei  burd^auS  afö  ein,  an  i^m  l^aftenber  SSeftor  angefe^en  unb 
®Iei(^eS  auc^  für  bie  auftretenben  Äräfte  oorauSgefeftt  roirb. 

^fjanbelt  man  baS  Sgftem  ber  als  SBeltoren  bargefteüten  93emegungS« 
grölen  mie  ein  Sqftem  oon  ftröften,  fo  entfpric^t  bem  8ld^fenmomente  beS 
refultierenben  ShröftepaareS  ein  ffieltor,  meld^er  baS  SKoment  ber  SSeroegungSs» 
grö^e  beS  SrjftemS  ate  SHd^tungSgrö^e  barfteHt  1)  —  für  ben  Sonber* 
fatt  eine«  ftarren  ÄörperS  ift  er  bereits  atö  [Mo(B)]  in  §  101  nermenbet 
morben  2). 

SSilbet  man  nun  für  ein  beliebiges  materielles  Softem  in  ben  3^^** 
punften  t'  =  t  —  r  unb  t  bie  SJlomente  ber  SemegungSgröfee  beS  SgftemS, 
meiere  hciw.  mit  [Mo'(B)]  unb  [Mo(S)]  bejeii^net  merben  mögen,  fo  fteQt 

W  in  gig.  513  ben  Sufafe  bar,  meld^er  für  bie  Überführung  oon  [Mo'Ib)] 

g 

in  [Mo(B)]  innerhalb  ber  S^t  r  erforberlic^  ift.     3Jlan  roirb  -  alS  bie 

z 

mittlere  ffirgeugungSgefd^minbigleit  beS  äßomenteS  für  bie  Qtxi  r  begeid^nen 

lönnen,  um  ferner  bemgemö^  bie  SrjeugungSgefc^minbigleit  fclbft  für  litnr  =  0 

ju  bilben. 


*)  3n  il)rcr  „Z^eoxxt  bcS  5hetfelS*  begeid^nen  i^n  bte  ©erren  Älein  unb 
©ommcrfelb  olS  ^Smpulgoeftor*. 

•)  Söergl.  bagu  bie  «nmerlung  auf  ®.  688. 
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Sd  liegt  nal^e,  gu  vtxmuitn,  ba^  btefe  (SrgeugungSgefd^iDutbigleit  in  enger 
SBejiel^ung  gu  bem  äHomente  bet  tDtrlenben  Sröfte  fielet. 

Um  biefe  SSermutung  3U  prüfen,  moUtn  xüxx  junftd^ft  oorauSfegen,  ba^ 
ftd§  aQe  ^unlte  beS  materiellen  @r|ftemS  in  einer  (Sbene  befinben. 

99egeid^net  man  für  eine  ebene  99emegung  bie  ©efc^roinbigleiten  eineS 
5Pun!tcS  jur  3^  t'  =  t  —  r  unb  jur  geit  t  bejm.  mit  [v*]  unb  [v],  bie 
2ote  auf  biefe  ©efc^minbigleiten  (3lrme)  oon  irgenb  einem  5ßunlte  0  ber 
Sbene  auS  bejm.  mit  p'  unb  jp,  bie  Sefc^Ieunigung  gur  Seit  ^  mit  [jq]  unb 
ben  9Irm  für  0  mit  g,  fo  gilt  gcmöfe  gifl-  ^^ 

^^^^  =  2.;o  +  «, 

mobei  d  eine  Äorreltur  bebeutet,  bie  für  Um  r  =  0  oerf c^minbet. 
S)ur($  äRuItiplilation  mit  /k  ge^t  biefe  ©leic^ung  über  in 

®el|ört  ber  betroc^tcte  ^ßunft  einem  ©qftem  materieller  5ßunlte  an, 
fo  entfielet  bie  ßffeftiolraft  (i[jg]  bur^  3wföntmenfeöung  auS  ber  Sftefultante 
[Ä]  ber  äußeren  Ärftfte  unb  ber  Slefultante  [/]  ber  inneren  Äröfte,  beren  8Irme 
bejm.  a  unb  h  fein  mögen,  b.  1^.  man  l^at  in  biefem  ^aUz 

iif^±=j:Sl!:^  =  aA  +  hJ  +  1.8. 

S)abei  bebeuten  p'(iiv')  unb  p{(iv)  bie  Sßomente  ber  SSemcgungSgrö^e 
begm.  für  bie  geitpunlte  t  —  r  unb  t,  fo  ba^  bie  linle  Seite  ber  @Iet(^ung 
alfo  bie  mittlere  ©rgeugungSgef^minbigleit  biefeS  2Jlomente8  für  bie  Qeit  r 
barftcflt. 

gür  limr  =  0  erl^Wt  man,  falfö  man  bie  Srjeugungggefd^minbig» 
feit  beS  3Komente8  ber  Sen)egung8grö|e  mit  vmo(B)  bejeit^net,  bie 
Segiel^ung 

vmo(B)  =  aÄ  +  hJ 233) 

äBenbet  man  biefe  ®Iei(|ung  auf  ein  ©qftem  materieller  fünfte  an, 
meldte  in  einer  Sbene  liegen,  fo  l^at  bie  linfe  @eite  ber  ©leid^ung  gunöc^ft 
bie  ©cftalt 

7  [Pi  (Jh^i)  +  Pa(/*2«'2)  +  •••]  —  7  [Pii(Hv[)  +  Püili'Wü)  +  •••]. 

3n  jeber  fliammer  fielet  bie  (algebraifd^e)  Summe  ber  SKomente  ber 
SemcgungSgrö^en  ber  cingelnen  Sßun!te,  meiere  lurg  als  ba^  SKoment  ber 
aSemegungSgrö^e  für  ha^  ©rjftem  begeid^n^t  merben  mag,  unb  gmar  begm. 
für  bie  3^tpun!te  t  unb  t  —  r. 

35eim  ©rengübergange  bitbct  fid^  alfo  für  ba§  ©gftem  bie  ®r? 
geugungSgefd^roinbiglcit  beS  3Romente§,  meldte  mit  Vmo(b)  begeid^net 
werben  mag,  b.  5.  man  l^at  bie  SÖegiel^ung 

8luf  ber  rechten  Seite  ftel^t  bie  aJlomcntenfumme  ber  öufecren  Xhctfte, 
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üerme^rt  tun   bie   äRomentenfumme   ber   inneren  Shäfte.     2)a  leitete   im 
Oleic^gemid^te  fielen,  fo  ift  i^re  3Jlomentenfumme  SRuH,  b.  ^.  man  l^at 

Fifo(B)  = -S^op^p 234) 

gut  ein  ebenes  ©gftem  ^at  bie  Orö^e  Vmo(B)  öemö^  ben  Setrad^tnngen 
üon  gig.  65  nod^  eine  weitere  Sebeutung,  ba  pv  =  2V  unb  q  .jq  =  2J 
x\t,  ]qM  man  burd^  V  unb  «7  Bearo.  gläd^engefc^minbigleit  unb  fjflöd^en* 
bejd^Ieunigung  beaeid^net.  SSitbet  man  nod)  fiV  unb  /liJ  unb  nennt  man 
biefe  ©rö^en  bejm.  3Kaf|en:'gIäc^engefdön)inbigIeit  unb  3Raj|ens 
gläc§enbef(^leunigung  für  ben  ^unlt  oon  ber  SJlaffe  ^,  fo  lann 
man  ^ii'pVp  unb  £^pJp  begm.  atö  äJlaffensfJflöc^engeft^minbigleit  unb 
SOtaffen«gIöd^enbef(^Ieunigung  für  baS  @t)ftem  bejeic^nen,  fo  bag  alfo 
Fjjfo(B)  sugleid^  bie  boppelte  äJlaff en  *  gläc^enbef c^teunigung  für  ba^  @t)ftem 
barftcHt. 

®ie  Oleid^ung  Sh:.  234)  fteHt  nun  für  ebene  ©gfteme  ben  ®a^  oom 
3Romente  ber  SSemegungSgröfee  bar,  welcher,  namentlich  in  geroiffen 
©onberfäHen,  aud^  aK  gflöd^enfag  begeid^net  merben  !ann.  Sr  lautet  in 
äöorten:  S)ie  ©rjeugungSgefd^minbigleit  beS  SKomenteS  bet  SBe^ 
megungdgtd^e,  meiere  jugleid^  bie  boppelte  äJlaffen^glöd^en^ 
befc^Ieunigung  batfteltt,  ift  in  jebem  3^itP"nIte  gleit^  bem  SDlo* 
mente  bet  Sudeten  flr&fte. 

S)er  gegebene  SBemeiS  gilt  gunöt^ft  für  ein  ©qftem  oon  abjö^Ibaren  Sltomen, 
b.  f).  für  ein  3KoIef  ül,  möi^renb  feine  SluSbel^nung  auf  unenblic^  oiele  SItome 
no(|  bie,  bereits  beS  öfteren  angeroanbten  weiteren  Setrad^tungen  erforbert. 

Um  ben  ®ag  auf  r&umlic^e  materielle  @qfteme  attSgube^nen, 
brandet  man  nur  ba^  betrachtete  ebene  @t)ftem  als  ^rojeltion  eineS 
räumli(^en  ©qftemS  aufgufaffen;  man  mu^  babei  mieber  (oergL  S.  247) 
ber  ^rojeftion  eineS  5ßunfteS  oon  ber  3Jlaffe  fi  gleid^faHS  bie  äßaffe  /t  gu«« 
f^reiben  unb  augerbem  ben  $unlt  0,  meld^er  für  bie  Sbene  atS  2)te^punlt 
gemault  mat,  als  ^tojeltion  eine  äld^fe  anfe^en,  bie  auf  bet  Sbene  fenl^ 
ted^t  ftel^t. 

^ßtojijiett  man  ein  töumlid^eS  materielles  ®t)ftem  auf  bie  brei  ßbenen 
eines  (red^tminfeligen)  ftoorbinatenIreujeS  oom  SttnfangSpunIte  0,  fo  liefern 
bie  SKomente  ber  SBemegungSgröfee  in  ben  ^ßrojeltionSebenen  bie  flomponenten 
beS  SBeltorS,  meld^er  baS  SRoment  ber  SSemegungSgrö^e  beS  ©qftemS  für 
0  als  gurüdfü^rungSpunft  barfteHt,  ebenfo  roie  bie  Rraftmomente  in  btn 
^ßrojeftionSebenen  bie  flomponenten  beS  SSeltorS  liefern,  meld^er  baS  SJlomcnt 
beS  ©qftemS  ber  mirlenben  Äröfte  für  0  alS  Surüdtfül^rungSpunft  barftellt. 

9Kan  fann  bem  abgeleiteten  Safte,  ber  für  einen  beftimmten  geitpunlt 
gilt,  aud^  leidet  einen  entf pred^enben ,  für  eine  enblid^e  Qzxt  geltenben  @aft 
gur  Seite  fteQen,  gemä§  ben  SSetrad^tungen  auf  ©.  69  u.  f.,  faHS  man  ben 
Segriff  beS  8lntriebeS  einer  flraft  auf  ein  Äraftmoment  Mo  auSbel^nt  unb 
barunter  r  .  [Mo]  bejro.  Ur  .  [Mo]  oerfte^t.  3Ran  erhält  bann  ol^ne  weiteres 
bie  Segieljung:  S)ie  Snberung  beS  äßomenteS  ber  S3emegungSgrd^e 
innerhalb  einer  enblid^en  Qtit  ftimmt  überein  mit  bem  entfpred^en* 
ben  antriebe  beS  SKomenteS  ber  äußeren  flräfte. 


700  S)ritter  8lbf^nttt.    »ierte»  Äopitel.  [§  102. 

S)ie  SBcbcutunfl  bc8  abgeleiteten  ©aftcS  befielt  barin,  bafe  er  eine  SScr^ 

aUgemeinerung  ber  befannten  gormel  t  =  ^  batfteKt. 

Sinb  bie  SBinWgefc^njtnbigfciten  bei  ber  ©rel^ung  um  eine  fefte  Slc^fe 
für  t'  =  t  —  r  unb  t  Bejn).  <p'  unb  q>,  fo  gilt  für  bie  SÖeftimmung  ber  Sc» 
fc^Ieunigung  t  ber  9Infag 

lim    — ~  I  =  i. 

gür  einen  $unlt  im  8lBftanbc  r  oon  ber  ©rei^ungSa^fe  fmb  bie  ent* 
fpred^enben  ®efd^roinbigleiten  bejm.  v'  =  r(p*  unb  v  =  r(p.  SBö^It  man 
nun  bie  S)re^unggac^fe  beS  JtörperS  atö  äld^fe  im  ©inne  beS  abgeleiteten 
©ageS,  fo  ift  p  z=  p'  =  r,  b.  1^.  man  l^at  I)ier 

vjtfo(ß)  =  hm   ^——^ ^—-^         =  ^r^i 

unb 

®ci  Fifo(jj)  =  -Sap^p  ift,  fo  gelangt  man  für  UupAp  =  Mo  gurüdE  gu 
ber  ©Icid^ung  t  .  Xr  =  ilfo. 

gür  ätnmenbungen  ift  eg  nod^  jmedmögig,  unier  aQen  (Sbenen  burd^ 
einen  5ßun!t  0  bie  Sbene  gu  bcftimmen,  für  meldte  bie  5ßrojeftion  eineS 
räumlid^en  ©t)ftemS  materieller  5J5unIte  ba^  größte  3Jloment  ber  Säcs» 
megungSgröfee  liefert. 

Um  bicfe  Ebene  ju  beftimmen,  betrad^ten  mir  gunäd^ft  bie  3Jlomente 
eines  SSeftorS  [AB]  für  Sld^fcn,  bie  burd^  einen  5ßunft  0  ge^cn,  gemöfj  ber 
urfprünglid^  (oergl.  ©.  316)  für  ba^  SDloment  einer  flraft  in  SJejug  auf  eine 
Slc^fc  gegebenen  ßrKärung.  Unter  biefen  3Komenten  entfpric^t  offenbar  baS 
größte  ber  Jlormaten  berjenigen  ®bene  burd^  0,  meldte  ben  SScItor  in  fti§ 
aufnimmt,  unb  gmar  roirb  ber  SBert  biefcS  SUtajtmalmomenteg  bargcfteHt 
burc^  bie  boppelte  gläd^e  F  beS  ffireiedfS  OAB,  b.  ^.  bur^  2  F.  SBilbet  eine 
anbcre  (Sbene  burd^  0  mit  ber  (Ebene  beg  SKajimalmomenteS  ben  SBinfel  a, 
fo  ift  baS  aJloment  für  i^re  Jlormalc  2Fcosa,  5Crägt  man  auf  ben  Sllor» 
malen  beibcr  Sbenen,  meldte  ben  SBinfel  a  bilben,  bie  SRii^tungSftredEen  auf, 
meiere  ben  Sßormalen  entfprec^en,  fo  entfte^t  bie  jrocite  (2 F.  cos a)  burd^ 
^rojeftion  ber  erftcn  (2  F),  ®enft  man  alfo  auf  ben  Slormalen  aller  Sbenen 
burd^  0  bie  SHid^tungSflredfe  ber  augefjörigen  äJlomente  oon  0  auS  aufgetragen, 
fo  bilben  beren  freie  Snbpunhe  eine  Rugcl  oom  2)urd^meffer  2F,  für  meiere 
bie  Sbene  burd^  0  unb  [AB]  S^angcntiaf ebene  ift.  Äe^rt  man  btn  ©inn 
beS  aScItorS  [AB]  um,  fo  erl^ält  man  eine  groeite  Äugel,  meldte  bejm.  auf 
ber  anberen  ©eite  jener  Sbene  liegt. 

Silbet  man  nun  in  einem  beftimmtcn  Qeitpunfte  für  einen  beftimmten 
$unft  0  als  3urö*fö5i^ungSpunft  baS  äJloment  ber  Seroegungggröfee  eineS 
materiellen  ©t)ftemg,  bargefteUt  burd^  einen  SSeftor,  fo  ift  bie  SWormalebene 
biefeS  SeftorS  bur(^  0  unter  oütn  Sbenen  burc^  0  bie  Sbene  be8  OKajimal« 
mertcS  jeneS  SKomenteS,  b.  ^.  unter  btn  ^rojeftionen  beS  materiellen 
©gftemS  auf  bie  Sbenen  burd^  0  l^at  für  0  als  ®rel|punlt  bie  Sßrojeftion 
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auf  jene  dient  baS  größte  SKomcnt  bcr  aSciDCflungSö^öfec.  S)a  aber  bag 
SJlomcnt  ber  Seroegunßgßröfec  ber  3Raffen:'gWc^engefdöroinbigfett  proportional 
i[t^  fo  ift  auc^  biefe  für  jene  Ebene  ein  aJlajimum,  b.  1^.  in  einem  Seit« 
elemente,  roeld^eS  bem  betrachteten  3citpunfte  entfpric^t,  ift  bie  ergeugte 
SHaffenflöd^e  für  jene  Ebene  ein  aKajimum. 

©iefeS  Ergebnis  lann  man  fid^  baburd^  oeranfc^auüc^en,  bafe  man  0 
mit  ben  eingelnen  ^fünften  P  beS  materiellen  ©gftemS  oerbunben  ben!t,  fo 
ba|  jeber  SBeltor  OP  in  einem  beftimmten  S^itelemente  ein  beftimmteS 
3flä(§enelement  o  befc^rcibt,  bem  baS  SBaffen^gläc^enelement  fno  entfprid^t. 
Unter  ben  ^ßrojcltionen  ber  ©efamt^eit  biefcr  3Raffen*gIäd^eneIemente  auf  bie 
Ebenen  burd|  0  ift  bie  ^rojeftion  ouf  jene  auSgcaeid^nete  Ebene  für  bog  be^^ 
traci^tete  geitelement  ein  SRajimum.  SSorauSgefegt  ift  babei,  ba^  ber  Sinn 
ber  giäci^enerjeugung  für  jeben  projijierten  $unlt,  entfprec^enb  ben  3Ko* 
menten,  genau  bead^tet  mirb,  fo  ba^  etma  bei  einer  Erjeugung,  meldte  ber 
m^raeigerbemegung  entfpri(^t,  bie  ^&(i)t  atö  pofttio  angefeftt  mirb,  bei  ber  um« 
geleierten  Erjeugung  afö  negatio.  Qat  im  befonbern  ba^  äRoment  ber 
äußeren  ftröfte  für  0  ben  SBert  3luU,  mag  j.  SB.  eintritt,  menn  biefe 
eine  burd§  0  gel^enbe  Sftefultante  ^aben,  mie  eg  bei  ber  ßentralberoegung  ber 
gall  ift,  fo  l^at  au^  bie  Erjeugungggefd^minbigleit  beg  SRomenteg  bejm.  bie 
aRaffen^gfläd^cnbefdeteunigung  ben  SBert  3htII.  3n  biefem  gaUe  ift  bag  SJlo« 
ment  ber  SScmegun^gröfe^,  bag  augleid^  bie  aKaffen^gläd^engefd^minbigleit  bar* 
ftellt,  für  jebe  beftimmte  Ebene  burd^  0  eine  ftonftante,  b.  1^.  bie  äRaffen« 
fläche  felbft  roäc^ft  proportional  gur  S^it.  3n  biefem  gaUe  med^felt 
bie  oben  beftimmte  SKajimalebene  burd^  0  nic^t  oon  8^itpun!t  ju  3^^Pi^«Jt 
i^re  Sage,  ba  ja  je^t  ber  SSeltor,  melc^er  bag  3Koment  ber  Semegungggrö^e 
barfteüt,  unoerünberlid^  ift,  fte  be^arrt  oielmel^r  burt^aug  im  SRaume,  meg^alb 
pe  bie  unoerftnberlid^e  Ebene  beg  materiellen  ©gftemg  (nat^  ßaplace) 
für  ben  $unft  0  genannt  mirb. 

©te^t  bag  ©gftem  ber  äußeren  Äräfte  im  ©leid^gemid^te,  fo 
gilt  bie  für  0  burc^gefül^rte  SSetra^tung  für  jeben  5ßunft  beg  SRaumeg,  b.  1^. 
für  jeben  beftimmten  5ßunlt  beg  Slaumeg  alg  S)re5punlt  giebt  eg  ein 
beftimmteg  lonftanteg  äßoment  ber  Semegungggrdge  unb  eine  be« 
ftimmte  unoeränberlid^e  Ebene. 

9B&{)It  man  oerfi^iebene  fünfte  beg  SRaumeg  alg  2)re^punlte,  fo  gelangt 
man  im  allgemeinen  für  bag  äRoment  ber  Sdemegungggrd^e  ju  oerfc^iebenen 
Ergebniffen,  fo  ba^  auc^  bie  Sage  ber  unoerönberlid^en  Ebene  im  allgemeinen 
oon  5ßunlt  3U  5ßunlt  met^felt. 

Sftul^t  ber  SWaffenmittelpunft  beg  ©gftemg,  fo  ift  biefer  SBed^fel 
auggefc^Ioffen ,  b.  i).  in  biefem  gaUe  giebt  eg  eine  JRit^tung  im  SRaume, 
beren  SRormalebenen  fömtlic^  für  jeben  i^rer  ?ßunlte  bie  SRoHe  einer  un« 
oerönberlit^en  Ebene  fpielen. 

S)agfelbe  ift  für  bie  SRelatioberoegung  gegen  ben  aWaffenmittelpunft  ber 
gall,  fang  ftd^  biefer  in  Urbemegung  befinbet. 

SBöl^lt  man  nämlid^  amci  5ßun!te  0  unb  0'  alg  ©rel^punlte  unb  legt 
burd^  fte  parallele  ftreuje,  fo  ba^  für  irgenb  einen  5ßunlt  beg  ©gftemg 
X  =  x'  +  a,  y  =  y'  -^  b,  z  =  z^  +  c  gilt,  fo  ift  3.  83.  bie  ffiomponente 
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bc8  SKmncntcS  für  btc  Z*8I(i&fe  bc8  crftcn  ftrcuac«  Jtf,  =  2:n(xvy  —  yv^) 
unb  für  btc  bc8  giocitcn  ftreujcö  -If,'  =  LyL{xfvy  —  yvi). 

S)a  rc  =  x'  +  a  unb  y  =  y'  +  b  ift,  fo  i[t  r^  =  vi  unb  e?y  =  Vy, 
b.  ^  man  l^t 

xvy  —  yvx  =  a/vi  —  f^v'x  +  avy  —  Iv^ 
unb  bemnad^ 

If,  =  Jlfi  +  a£(iVy  —  hUfLVx. 

3ft  ber  äHaffenmtttelpunlt  tn  Stulpe,  fo  ift  feine  SeroegungSgrdge  SluH, 
b.  ^.  i^/trx  unb  £iivy  nerft^unnben  unb  man  l^at  Mg  =  M,  vl  f.  n>.  3fi 
ber  SRaffenmtttelinmft  in  Urben)egung,  fo  ift  feine  Sen)egung9grd|e  lonftant, 
b.  ^.  Zfit^x  unb  2^^Vy  fmb  ßonftanten. 

äßan  nennt  ben  <5Qg  über  baS  äRmnent  ber  Semegtmgdgrd^e  in  bem 
befonberen  ^De,  in  n^d^em  bo8  äRoment  ber  duneren  itrafte  oerfd^niinbet, 
TüofjiL  auc^  ben  ,@a§  non  ber  (Erhaltung  ber  glöd§en',  meil  l^ter  in  ber 
(Ebene,  für  n^eld^e  bie  Betrachtung  gilt,  in  gleichen  3^ten  gleid^e  äRaffen^' 
flächen  befd^eben  werben. 

4.  (Energie  unb  SIrbeit  SAt  Snueiterung  beS  So^eS  über  (Energie 
unb  Arbeit  fü^,  gemä^  ben  im  (Eingange  gemachten  ä3emerlungen,  gu  einem 
mefentlic^  anberen  (Ergebniffe. 

gür  bie  Semegung  eineS  materiellen  $unlte§  gilt  (oergL  ®.  247)  ber 
®a|:  2)ie  Snberung  ber  Qnergie  ift  bei  jeber  SSemegung  gleich  ber  ent^ 
fprec^enben  Strbeit. 

®e^drt  ber  $un!t  einem  materiellen  @9fteme  an,  fo  ift  feine  Sffeftio- 
haft  jufammengefegt  auS  ber  9lefuUante  [A]  ber  öu^eren  ^aft  imb  ber 
Stefultante  ber  inneren  Sh:aft  [J].  SSegeid^nen  mir  bie  entfprcd^cnben  arbeiten 
für  bie  Qtxt  t  bur(§  Sa  unb  Sj  unb  bie  (Sefdiroinbigleiten  gur  Seit  t  —  t 
unb  t  begm.  burd|  v  unb  v,  fo  gilt  bemnad^ 

für  bie  3rit  r  oon  beliebiger  S)auer.   SBenbet  mon  biefen  ©a|  auf  bie  matc* 
rieflen  5ßunfte  eineS  ©gftemS  an,  fo  erhält  man 

92ennt  man  bie  Summe  (inier  $anb  furg  bie  Snergie  be§  S^ftemiS 
begm.  gur  3^it  t  —  r  unb  t  unb  begeic^net  man  fie  bementfpret^enb  burc^ 
E  imb  E,  fo  gilt  alfo  aUgcmein: 

E  --E  =  Za^  +  2:^j 235) 

SBirb  Z9tj  =  0,  nrie  e§  für  einen  ftarren  Jlörper  ftetS  ber  gaU  ift, 
fo  gilt  im  bcfonbem  _ 

E  —  E=  ZÄA 236) 

b.  ^.  bie  Snberung  ber  (Energie  für  eine  beftimmte  3^it  ift  gleich 
ber,  ingmifc^en  oon  ben  äußeren  jtröften  gcleifteten  Slrbeit. 
gür  boS  3citgebiet  0  ...  *  lautet  bie  gormel 

E  —  E^  =  ZSTa. 
ßöfet  fic§  2:?Ia  barftcflen  a\&  Siffcreng  groeicr  ^otentialmcrte,  b.  \  att 
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—  (CT —  r7o),  roo  TJ  ber  gctt  <  unb  ü^  ber  geit  0  entfprit^t,  fo  gilt  njteber 
(ocrgl.  (S.  252) 

b.  1^.  bie  Summe  ooh  SSemegungSenergie  unb  Spannungl^energie  ift  eine 
Äonftante  (©afe  üon  ber  Srl^altung  ber  Snergie). 

gffir  beliebige  Körper,  bei  benen  gelegcntlid^  ouc§  JSSIj  =  0  fein  fann, 
ift  bie  legte  SBetrad^tung  natürlich  im  allgemeinen  nur  gültig,  foHS  ft(§ 
-SSIa  +  ^8lj  aI8  —  (CT—  l7o)  barfteHen  lö^t. 

103.  Sttgemeitie  Sfiaralteriftit  ber  Settiegung  eittei^  materieUen 
@9|teittd*  äBal^renb  innerl^alb  ber  $^oronomie  für  bie  2)arfteIIung  ber 
freien  Semegung  eineS  ftarren  ftörperS  bie  aiuSmal^I  beS  flörperpunfteS, 
beffen  93a^n  bie  Seitlinie  ber  äSerfc^iebung  beftimmt,  burd^auS  gleichgültig 
ift,  forbcm  bie  SBetrad^tungen  ber  ©gnamil,  ^iergu  ben  SKaffenmitteU 
punlt  3U  mälzten  (oergl.  ©.  260),  unb  3n)ar  überl^aupt  für  materielle 
©rifteme.  SBiH  man  eine  mögli^ft  Hare  Slnftfyjuung  ber  freien  Semegung 
eincg  materiellen  ©qftemg  in  pl^oronomifd^er  unb  in  bgnamifd^er  ©inftd^t  ge* 
minnen,  fo  l^at  man  ben  3JlaffenmitteIpunft  auSaujeid^nen  unb  beffen  SJa^n 
als  ßeitlinie  für  bie  SSerfd^ebung  beS  flörperS  ju  betrachten,  fo  ha^  aufeerbem 
nur  nod^  Srel^ungen  um  3ld^fen  gu  betrad^ten  finb,  mel^e  burd^  ben  3Jlaffen« 
mittelpunft  ge^en. 

S)a8  ©i)ftem  ber  SemegungSgröfeen,  meldte  einem  beftimmten  geitpunfte 
entfprec^en,  giebt,  an  itn  SDlaffenmittelpunlt  ncrfeftt,  beffen  augenblidflic^e 
Semegungggröfee  an,  mä^renb  bag  ©gftem  ber  öufeeren  flräftc,  an  i^n  oer^ 
fegt,  feine  SefcJ^Ieunigung  beftimmt.  S)abei  tritt  ber  OKaffenmittelpunft  burd^:^ 
au§  aK  ein  materieller  ?PunIt  ameiter  3Irt  auf,  in  melc^em  bie  SKaffe  beS 
©tjftemS  oereinigt  gu  benfen  ift,  fo  bafe  bamit  bie  ßel^re  oom  materiellen 
fünfte  unmittelbar  auf  il^n  anmenbbar  ift. 

fjür  bie  Scurteilung  ber  S)re§ungcn  um  ben  SKaffenmittelpunlt  unb  ber 
rclatioen  SSerrüdtungen  ber  Sltome  gegen  biefcn  leiftct  bann  bie  SSegic^ung 
aroifd^cn  bem  SKomente  ber  SSemegungSgrö^e  unb  htm  SKomente  ber  ftr&fte 
(glöc^enfaö)  auSgcjeic^ncte  Sienfte. 

8lud^  bie  Energie  beS  materiellen  ©gftemg  entfpric^t  ftetS  ber  an^ 
gegebenen  ^zxlt^yxnQ  ber  Semegung. 

Sei  folc^cn  Unterfud^ungen,  bie  ftt^  ni(^t  lebiglic^  auf  ben  SJlaffenmittel* 
punlt  begielö^n,  ift  eg  amedtmöftig,  in  biefen  ein  floorbinatcnfreuj  au  legen 
unb  eS  mit  i^m  bemeglid^  ju  beulen. 

aJeaiel^t  man  bie  »emegung  beS  aJlaffenmittelpunfteS  auf  ein  unbemeg* 
Ii(^  gebadfjteS  floorbinatenfeeua ,  fo  lann  man  ha%  bemeglic^e  ftreua,  beffen 
8lnfang8punft  im  äftaffenmittelpunfte  liegt,  ftetS  a^  ^^  unbemeglidEjen  ffreuae 
parallel  gelagert  annehmen,  fo  ba§  eS  gegen  biefeg  eine  SSerfd^iebung  av^^ 
fü^rt,  für  meiere  bie  »a^n  bc8  aKaffenmittclpunfteS  ßeitlinie  ift. 

Slu^er  ber  Slelatiobemegung  gegen  baS  beroeglid^e  ftreua  fommen  bann 
nur  beffen  SSerfd^iebungen  in  grage,  fo  hoü^^  l^ier  bie  britte  5?omponente  ber 
Sefd^leunigung ,  meldte  bem  ©age  oon  SorioliS  entfpric^t  (oergl.  §  88), 
niemals  auftritt. 
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$anbelt  eS  fid^  alfo  ntd^t  um  eine  gleid^förmige  SSerfd^iebung  mit 
geraber  f^^^rung,  Bei  ber  ja  für  bie  Stelatiobetoegung  überhaupt  feine  6e« 
fonbere  Sefc^Ieunigung  einzuführen  ift,  fo  f)ai  man  (oergl.  §  61)  für  jeben 
Sßunft  beg  ©gftemß 

DV]  ^  Hg]  +  [jf] 
ju  fegen,  um  beffen  Slelatiobefc^Ieumgung  gu  beftimmen.  S)abei  bebeutet 
[jo]  bie  abfolute  iBefd^Ieunigung  be^  $un{teS  unb  [^]  bie  ®egenbef(^(eunigung 
ber  gül^rung,  b.  1^.  l^ier  bie  (Segenbefdgleunigung  belS  3RaffenmitteIpuntted. 
Sejeid^net  [jm]  bie  augenblitfßd^e  Scfc^leunigung  bcS  SRaffenmittelpunlteS,  fo 
ift  alfo  in  jebem  5ßunfte  bie  Srgönaunggfcaft  (i[JM]  anzubringen ,  b.  ^.  aQe 
Srgönjunggfröfte  bilbcn  in  jebem  Qtüpmittt  ein  ©tjftem  oon  5ßaraEeIfräften, 
beffen  Slefultante  burt^  ben  SRaffenmittelpunlt  ge^t.  3la^  Sinfü^rung  biefer 
ftröfte  barf  man  bie  Sielatiobemegung  be^anbeln,  att  menn  fte  eine  abfolute 
Semegung  mftre,  alfo  a\xd)  unter  anberem  bie  oben  abgeleiteten  Söge  auf  fie 
anmenben. 

2)ie  Segiel^ungen  gmifc^en  ber  abfoluten  unb  ber  relatioen  Semegung 
laffen  ftc^  (oergl.  ©.  144)  in  ber  ^omi 

barfteUcn,  mobei  [i^  x,  y,  js  auf  bad  fefte  unb  |,  »?,  S  öuf  baS  beroegtid^e 

Softem  begießen,  mä^renb  Xq,  y^,  z^  bie  Soorbinaten  beS  SRaffenmittel« 

punltcS  finb. 

t^ür  bie  S9ered^nung  ber  SemegungSgrö^e  begm.  beS  JIraftantriebeS  für 

bie  relatioe  SSemegung  gilt  gunad^ft  f^oIgenbeS.     äSegeic^nen  S  unb  £  bie 

SteDungen  eines  materiellen  5ßunlte8  in  ber  Z*3lid^tung  bcgm.  gur  3^^ 

t  —  X  unb  t,  fo  entfielet  bie  entfprec^enbe  (Sefd^minbigfeit  vi  burd^  einen 

f  —  £' 
(Srcngübergang  au8 S)a  aber  E^i  =  0  unb  -T/tl'  =  0  ift,  meil 

bie  XMi)\c  bur(^  ben  SKaffenmittelpunft  gel^t,  fo  ift  ami^  Z^ivt  r=  0,  b.  1^ 
bie  Semegungggröfte,  begogcn  auf  ba^  relatioe  ©qftem,  ift  ftetS  SRuII.  S)a8* 
felbe  gilt  auä)  für  ben  Jhaftantrieb ,  ber  fid^  auS  bem  ftraftantriebe  Ä  für 
bie  abfolute  SSemegung  unb  aud  bem  Straftantriebe  beS  @gftemS  ber  Jtoöfte 
^[ijf]  gufammenfeöt.  ffirfterer  ift,  ba  ber  3JlaffenmitteIpunIt  bgnamifd^eg 
gentrum  ift,  Mv^^  —  ^^j^,  faUB  beffen  Oefd^minbigleiten  für  bie  X:*a[(|fe 
gur  3^i^  <  ^^^  t  —  r  begm.  bnxä)  v^^  unb  Vxo  bcgci(^net  merben;  legterer  ift 
aber,  falls  bie  Sefc^Ieunigung  beS  ©d^roerpunftcS  für  bie  Xs8ld^fe  mit  jx^  be* 

geid^net  mirb,  burt^  — ^^jx^r  gegeben.    S)a  jxo  =  ?f'm  r^^  ~  ^^  }p^ 

L       ^       jt=o 

fo  erhält  er  ben  SBert  — Mvx„  +  ^^xo- 

^ür  bie  äSerec^nung  beS  äRomenteS  ber  SemegungSgröge  begm.  beS  9ln« 
triebet  beS  ftraftmomentcS  muffen  bie  Äröfte  ^i^ITm]  ^ingugefügt  merben,  att 
menn  fte  öu^ere  jhdfte  mören.  S)a  eS  ftc^  aber  meift  um  S)re^ungSac^fen 
l^anbelt,  meldte  burd^  ben  äßaffenmittelpuntt  gelten  unb  ba  ba^  ©gftem  ber 
gugefügten  Jlräfte  in  jebem  3^'tpunfte  eine  SRefuItante  ^at,  meldte  burt^  ben 
SJlaffenmittcIpunlt  gc^t,  fo  ift  ber  3"föft  meift  entbe^rlid^. 

S)a8fclbe  gilt  ftetS  für  bie  Serec^nung  ber  relatioen  SIrbcit,  ba  bie 
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SRcfuItantc  bcr  ffirgöngungghäftc  bnxä)  bcn  aftaffenmittelpunft  gel^t,  wcld^cr  ja 

für  bic  SHelatiobeiücgung  ftctS  in  Sftu^c  ift. 

gür  bic  weitere  Sercd^nung  bienen  folgenbe  SBetraci^tunflen : 

S)aS  aHoment  ber  SeroegungSgrö^e  ift  g.  S3.  in  SJejug  auf  bie  Z^Sld^fe 

bei  ber  abfoluten  SBeroegung 

©a  ober  v^.  =  v^  +  V;«,  ift  u.  f.  xo.,  fo  ift  jebeg  ®Iieb  biefeS  9Iu8bru(Ie8 
barfteöBor  atö 

Ö   +  «o)  (Vr;  +  Vy,)  —  (^   +  2/0)  (t^S   +  ^xo) 

unb  man  l^at 

®ie  legten  oier  ©lieber  oerfd^roinben,  ba  |,  iy  ftd^  auf  ben  3Maffenmittet 
punft  Bejiel^en,  fo  ba^  man  für  2Jft  =  ilf  erl^ftlt 

b.  §.  baS  SKoment  ber  SSeroegungSgröfee  im  abfoluten  ©ijfteme  ift 
gleid^  btm  äRoment  ber  SemegungSgrö^e  im  relativen  ©gfteme, 
falls  man  biefeS  um  baS  entfpred^enbe  SKoment  beS  SDlaffenmitteU 
punIteS  oermel^rt. 

gür  bie  (Energie  gilt  ebenfo 

lliv^  =  l(i(v^  +  v^^  =  l^(vl  +  2viv,,  +  0 
unb 

S)a8  äftittelglieb  ift  mieber  3bx\l,  fo  ba^  man  für  l!(i  =  M  erl^dlt 

Silbet  man  v^  =  v^  +  Vy  +  t?/  unb  w^  =  vi  +  v*  +  v;  unb  au^ 
<  +  <  +  ^'0  =  <  fo  gilt  alf 0 

b.tl^.  bie  (Snergie  im  aBfx)Iuten  ©gfteme  ift  gleid^  ber  Energie  im 
relatioen  ©gfteme,  fallg  man  biefe  \xm  bie  Energie  beS  aJloffen:* 
mittelpunIteS  oerme^rt. 

3ft  baS  materielle  ©gftem  im  befonbern  ein  ftarrer  Äörper,  fo  ift 
bie  Energie  ber  ©re^ung  um  bie  betreffenbe  Sld^fe  be§  aWaffenmittelpunfteS 
\(p^%x,  falls  9  bie  entfpred^enbe  SBinlelgefc^minbigfeit  unb  %t  baS  ent:^ 
fpred^enbe  Xrög!|eit8moment  Beaeid^nen.  $at  bie  SSerf^ieBung  bie  ©efd^minbig* 
leit  [c\  fo  ift  bie  gefamte  Energie  alfo 

E  =  \Mc^  -^Ifp^Zx 237) 

Unter  bie  materiellen  ©qfteme,  auf  meldte  ftd^  unfere  @ät;e  Begiel^en^ 
gel^ören  aud^   bie  ©qfteme  oon  ftörpern,   bie  miteinanber  oerBunben  finb. 

©anbelt  eS  fic^  im  Befonbern  um  bie  aBfoIute  ober  relatioe 
Semegung  folc^er  flörperfgfteme,  fo  mvi'i^  in  Seaug  auf  bie  SBer» 
BinbungSrealtionen  unb  in  Seaug  auf  bie  SleiBungen  ftetS  oon  gall 

SBetnide,  aUcc^atiif.   1.  45 
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3u  fjfall  fi&etlegt  ntxbtn,  ob  bie  Sebingungen  für  bie  inneren 
Är&fte,  roeld^e  6ci  ber  äbteitung  obiger  ©ftgc  eingefül^rt  würben, 
erfüllt  finb  ober  ntc^t. 

S)en  biedbe^üglid^en ,  beim  principe  ber  oirtueQen  Serrüdungen  bar« 
gefteUten  Überlegungen  fügen  nnr  ^ier  nur  nod^  ^inau,  bag  bie  Steattionen 
oon  feften  ßinien  unb  Dbcrflft(§en,  meldte  ftd^  rclatio  bewegen,  auf  bie  S3e* 
wegung  ber  jtörper,  ju  weld^en  fte  bobei  relatio  in  Slu^e  ftnb,  leinen  Sin^ 
flufe  l^aben. 

104.  »eiftiiele  ju  ben  Sntttittfelnnseti  ber  §§  102  ttttb  103.  SBenn 
aUt  fünfte  eines  materiellen  ©gftemS,  meld^cS  nur  inneren  ftröften  unter* 
morfen  ift,  für  ein  S^t^tement  in  Stulpe  ftnb,  fo  bleibt  ber  aJtaffenmittelpunft 
beS  ©qftcmS  baucmb  in  SRul^e,  benn  er  l^ot  in  SSejug  auf  jeneS  S^itelement 
bie  SffnfangSgeft^minbigleit  SRuH  unb  nrirb  burd§  feine  äußeren  Äräfte  an* 
getrieben. 

S)ie  SBemegung  beS  ©gftemS  um  feinen  aKaffcnmittelpunIt  lö^t  ftd^  beS 
weiteren  folgenberma^en  erlöutern:  SDa  ba^  äßoment  ber  SSemegungSgrö^e 
für  jeben  5Pun!t  oK  3^^*fü^i^wng8punlt  in  einem  Seitelemcnte  ben  SBett 
SftuE  l^at,  fo  bel^ölt  er  für  jeben  ^unlt  bauemb  ben  SBert  3luII.  ^ßroji^iert 
man  ha^  ©gftem  auf  eine  beliebige  Sbenc,  fo  ift  bie  Summe  ber  äJlaffcn* 
flftdöengeft^minbigleiten  für  jeben  ?ßun!t  bicfer  Sbene  atö  ffirel^punlt  baucmb 
3bxU,  b.  ff,  jcbcr  ^unft  ber  Sbene  wirb  in  jcbcm  3cttelemente  oon  einem 
Steile  ber  projijierten  5ßunlte  im  ©inne  beg  U^rjcigerS  umlaufen,  oon  einem 
Sietle  im  umgele^rten  ©inne  unb  gmar  fo,  ba^  obige  Sesicl^ung  befielet. 

©aben  bie  5ßunlte  eineS  ©gftemS,  ba^  nur  inneren  Äräften  unter* 
morfen  ift,  jur  Seit  t  eine  SSemegung,  für  meldte  ba^  SKoment  ber  SSe* 
megungSgröfee  nid^t  ben  SBert  SRuH  ^at ,  f o  ift  ber  3Kaffcnmittelpunlt  beö 
©qftemS  entmeber  bauernb  in  SKuIjc  ober  er  befinbet  fid^  in  Urbemegung. 

3m  erften  fjfalle  ift  ba^  3Roment  ber  SemegungSgröfec  für  jeben  gurud* 
fü^rungSpunft  ein  SSeftor  oon  bcrfelben  Sftid^tung  unb  bemfelben  äBerte,  fo 
bafe  für  baS  gange  ©gftem  eine  unoeränberlic^e  Sbene  oor^anben  ift. 

3m  gmeiten  gaUe  gilt  baSfelbe,  falls  man  bie  SBemcgung  beS  ©gfteipS 
auf  ein  Äreuj  bejiel^t,  mcld^eS  im  3KaffcnmittelpunIte  l^aftet,  b.  1^.  wenn  man 
bie  Säemegung  beS  ©t)ftemS  betrad^tet,  relatio  jur  Bewegung  beS  SFtaffen* 
mittelpunIteS. 

ireten  äußere  Kräfte  l^inju,  meldte  bur(^  einen  5ßunft  0  im  Snb* 
lid^en  gel|cn,  fo  beftimmen  bicfe,  parallel  mit  ftd^  an  ben  SDlafferanittelpunft 
beS  @r)ftemS  ocrfefet,  im  SBerein  mit  beffen  ©efd^roinbigfeit  beffen  SSeroegung. 
gür  ben  5ßunlt  0  ift  baS  SRoment  ber  SSemegungSgrö^e  eine  Äonftante,  fo 
ba"}}  für  il^n  eine  unoeränberli^e  Sbene  oorl^anbcn  ift. 

3lüd(t  0  inS  Unenblid^e,  fo  wirb  baS  ©qftem  burd§  $araQelIröfte  an* 
gegriffen,  bercn  Süloment  für  jebe  Sld^fe,  bie  ber  SHid^tung  ber  Äröfte  parallel 
ift,  ocrfc^roinbet  $icr  ift  alfo  baS  äloment  ber  aSemegungSgröfte  für  jeben 
beftimmten  Sßunit  eine  beftimmte  Äonftante,  folange  man  bie  »etrad^tung 
auf  8Id6fcn  befd^r&nlt,  meli^e  ben  äußeren  flräften  parallel  fmb.  ^rojigiert 
man  baB  ©gftem  auf  eine  Sbene,  fenhed^t  gur  SKid^tung  ber  äußeren  fträfte. 
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fo  ift  baS  aJloment  ber  Scnjcgungggröle  bcmnad^  für  jcJien  ©rcl^punft  tu 
einer  folt^en  Ebene  eine  flonftante.  SBeim  SBet^fel  beS  ©rcl^punlteg  tritt 
n)teber  (oergl.  @.  705)  bie  JBeroegungSgrö^e  beg  SDtaffenmtttelpunlteS  be^» 
fttmmenb  auf.  3ft  beffen  ^ßrojcltion  auf  bte  Sbene  in  Stalle,  fo  ftnbert  ftc^  baS 
3Roment  ber  SBeroegungSgröfee  in  biefer  nit^t,  b.  J).  biefeg  SKoment  ift  fon* 
ftont,  falls  ber  SKaffenmittelpunlt  rul^t  ober  fl(|  parallel  ju  ber  SRid^tung  ber 
äußeren  Jfröfte  beroegt. 

Seftel^t  bie  SBeroegungSIomponente  b^  aKaffenmittelpunfteS,  fenlreti^t  jur 
SHd^tung  ber  äußeren  flröfte,  in  einer  Urbenjcgung,  fo  gilt  bie  Setrad^tung 
au(^  nod^  für  bie  gefamte  SSenjegung,  relatio  jum  ajlaffenmittelpunitc. 

®a  für  alle  flörper  in  ber  Ställe  ber  Srboberflöd^e  bie  gcgenfeitige  ®ln* 
roirlung  mit  ber  Srbe  nid^t  oemad^Iöfftgt  n)erben  lann,  fo  paffen  für  fold^e 
Aörper  im  allgemeinen  erft  bie  julegt  gemachten  Slnnal^men  üiber  materielle 
@t)ftcme,  freiließ  and^  bann  nur,  falls  man  alle  Steibungen,  bie  auftreten, 
oernad^löffigt. 

aSeifpiele  für  bie  junäd^ft  befpro^enen  einfad^eren  Slmtal^men  über  mate^s 
rieKe  @t)fteme  laffen  [xä)  nur  geroinnen,  menn  man  $immel8lörper  betrad^tet, 
angenöl^ert  aud^,  menn  man  irbif(^e  ftdrper  tierangiel^t,  bie  im  Suftraume 
ober  auf  htm  SBaffer  fd^mimmen  ober  auf  magered^ten,  abfolut  glatten  ©tü^^ 
fläd^ch  rul^en.  Sluf)t  j.  SB.  ein  SBagen  auf  l^orijontalen  ©d^icnen  ober  ein 
©d^iff  auf  bem  SBaffer  ober  ein  SSaßon  im  ßuftmeere,  fo  lö^t  ftd^  ber 
aHaffenmittcIpunlt  nidit  burd^  innere  fträfte  bemegen.  SBirft  man  SSaHaft, 
3-  8,  Si^Ö^lft^i^^  6^^  einem  bamit  ooögepadtten  SBagen,  in  beftimmter  3fhd§s« 
timg  aus,  fo  bemegt  ftd^  ber  SBagen  in  entgegengefegter  Sftid^tung,  meil  ber 
SJlaffenmittelpunlt  rul^t.  a3eim  SIbfcuem  eine«  ©efc^ügcS  bleibt  (abgefe^en 
oon  ben  SSorgöngcn  an  ber  Qünbmaffe  unb  htm  5ßuIoer)  ber  äftaffenmitte!* 
punit  oon  ©efd^üft  unb  ©efd^o^  in  atu^e,  fo  ba^  bem  SSormärtSflicgen  beS 
©efd^offcS  ber  SRüdfpraC  beS  Oefd^ügeS  entfprid^t.  ßntfpret^enbeS  tritt  Bei 
bem  8lbbrennen  einer  Sllalete  ein,  bei  meld^er  bie  SKaffe  beS  unten  am  äßunb* 
lod^e  auStretenben  güubfageS  einen  SRüdfftofe  beS  StaletenlörpcrS  nad^  oben 
bemirlt. 

^ßrojiaiert  man  bie  SemegungSgrö^en  oon  ©cfd^üfi  unb  ®efd^§  auf  bie 
8l^fe  beS  SHoIireS,  fo  ^at  biefe  ©umme  oor  bem  Sttbfeuern  ben  SBert  Sßutt  unb 
mu^  alfo  biefen  SBert  au(^  na^  bem  3Ibfeuern  Beibel^alten,  faHS  man  alle 
Sfleibungen  oemac^Iöffigt.  gür  ben  aWaffenmittelpunlt  oon  ©efd^üfi  (wi)  unb 
©efd^ofe  (»»2)  W^i6t  alfo  bie  (Sleid^ung  nhVi  +  m^v^  beftel^en,  falls  man  bie 
SKaffen  oon  3ü^*örper  unb  Jßuloerfabung  oemac^Iöfftgt,  fo  ha^  unter  biefer 
8lnna^me  bie  ber  Sftic^tung  na^  entgegengefegten  ©efd^minbigleiten  [v{\  unb 
[va]  oon  ®ef(^ü6  unb  ©efc^ofe  ben  3Kaffen  umgele^rt  proportional  fmb.  lÜ)aU 
fftd^Iic^  ift  ber  Sftüdtftofe  für  baS  Oefd^üt;  etmaS  gröfeer. 

©anbelt  eS  ftd^  um  ein  ©prenggef c^ofe ,  fo  oerfolgt  beffen  ©c^merpunft 
oud^  nad^  bem  gerfpringen  feine  parabolifd^e  a3a^n.  ßrft  in  bem  3Iugen* 
Blide,  in  bem  baS  erfte  ©prengftüdt  aüffc^Wgt,  mirb  burd^  bie  Sftealtion  beS 
SÄuffd^IagenS  eine  äußere  flraft  in  baS  ©gftem  eingefül^rt,  meldte  aud^  bie 
SSal^n  beS  ©d^merpunfteS  beeinflußt. 

©olange  baS  nid^t  ber  gaE  ift,  gilt  für  bie  »emegungen  ber  ©preng* 
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ftüdc,  relatio  jum  ©c^roerpunltc,  aud^  bcr  ©aft  oom  SDlömcntc  bcr  SSc* 

2)cr  SRaffenmittcIpunft  unfcreS  ©onncnfgftcmS  mufe,  folangc  man  boS 
©riftcm  bcr  dufteren  ftröfte,  melt^eS  burc^  bie  Smroirfung  ber  gtjfternc  bar* 
fleftcDt  nnrb,  tjemad^löffiflcn  borf,  entrocber  in  SRu^e  fein  ober  fi(^  flleid^* 
förmig  Bemegen.  S)a  bie  Sldifenbre^ung  /ber  ©onne  unb  bie  »crocgungen 
ber  cinaelnen  ftörper  um  bie  ©omte  für  ben  SHittcIpunlt  ber  Sonne  afö 
3urü(ffüf|rung8puntt  Seroegungcn  gleid^en  ©inneS  barfteUen,  fo  ift  baS  äHo* 
ment  ber  SemegungSgröfte  für  boS  ©riftem  iebenfalK  nid^t  3luII,  eg  ift  ent* 
toeber  an  unb  für  fid^  ober  menigftenS,  relatio  gu  bem,  im  3nneren  ber 
©onne  gelegenen  aWaffenmittelpunfte  beS  ©qftemS,  eine  flonftante.  ©enlret^t 
gu  bem  entfpret^enben  SSeltor  liegt  bie  unoerönberlic^e  Sbene. 

SBenn  ein  ftörper  beS  ©r)ftem8  ftd§  infolge  STbfül^Iung  aufammengiel^t, 
fo  mirb  baS  SKoment  ber  SemegungSgröfte  für  beffcn  SDlittelpunft  alS  gurüd* 
fü^rungSpunlt  Heiner,  fo  baft  alfo  gleid^a^itig  innerl^alb  beS  ©gftemS  SSer* 
önberungen  auftreten  muffen,  burd^  meldte  biefer  SBerluft  mieber  ausgeglitten 

mirb.  Xritt  ber  3lu8gleid| 
an  bemfcIBen  flörper  auf, 
f 0  fteigert  fid^  beffen  äBinIcI* 
gefd^roinbigfeit;  bei  einer 
älblül^tung  ber  Srbe  mürbe 
N  fid^  alfo  3.  S.  bie  S)auer 
beS  SCageS  oerminbern, 

ffiin  ftarrer  ftörper  lann  bem  Sfläd^enfage  jufolge,  faHS  nur  innere  Jhröfte 
in  SBirlung  treten,  mie  j.  85.  bei  einem  ©prcnggef d^off e ,  feine  ©rel^ung  um 
eine  8Id^fe  beginnen,  meil  ber  SJrel^ung  einjelner  Seile  eine  ®egenbrcf)ung 
anberer  Seile  entfpred^cn  müftte,  meldte  burc^  bie  ©tarrl^cit  auggefc^Ioffen  ift. 

Sei  einem  ©qftem  oon  jmci  ftarren,  burd^  elaftifd^c  ©d^nüre  oerBun^ 
benen  Äörpem  an  einer  Sld^fe,  mie  eS  fjig.  614  anbeutet,  ift  eine  bem  glöc^cn* 
fage  cntfprcd^cnbe  SSemegung  möglich,  menn  fid^  gugleid^  g.  SS.  I  oor  bie 
(gBene  ber  3^WE|nung  unb  II  l^inter  bie  Sbene  ber  8ei(§nung  bre^t,  moBei 
fid^  bie  ©d^nüre  fd^rauBenartig  minben. 

Setrad^tet  man  gtg.  514  alg  ba^  (S^zma  eineS  faUcnben  SiereS,  für 
meld^eS  I  ben  SSorbcrförpcr  unb  II  ben  §interWrper,  MN  ben  9lüdfen  unb 
AB  CD  bie  Sinie  bcr  güfee  barfteCcn,  fo  mürbe  ba^  Xxtx  bie  ®rbe  mit  ben 
Seinen  errcid^cn  lönncn,  menn  eS  fid^  in  bem  erläuterten  ©inne  fd^rauBen^s 
artig  gu  oerbre^cn  imftanbe  möre. 

3luf  Srnregung  ber  $arifer  8Kabemie  bcr  SBiffcnft^aften  ift  feit  1894 
bie  grage  bcr  Umbrcl^ung  faHcnbcr  SCicre  ftubicrt^)  morben.  ftaftcn,  bie  mit 
ben  Seinen  nac§  oben  an  ©d^nürcn  aufgcl^angen  mürben,  lamen  nad^  bcren 
3erftörung  Beim  gfaUcn  in  einem  bunllcn  SRaume  Bei  roec^fclnbcr  gaü^öl^e 
ftetS  mit  ben  güftcn  auf  ben  Sobcn.  ®a  hierbei  bie  SIRaglid^feit  eincS  ^U 
ftofteS  oon  feften  ftörpem  auSgcfd^Ioffcn  rourbe,  fo  lonnte  bie  Semcgung  ber 


^)  S)abei  l^ot  bie  QCufnal^me  oon  $lugenbU(fdbilbern  fel^r  gute  2)ienfte  geleiftet 
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Siß.  515. 


faöenben  ftaftc  nid^t  mit  einer,  burc^  ben  äBfto^  etngeleitetcn  S)re5ung  bes» 
ginnen,  mt  man  fxül^er  angenommen  ^atte. 

®en  aSorgang  ber  S)re]^ung  mag  fjfig.  515  erläutern,  in  ber  I  unb  II 
jmei  mitcinanber  ocrbunbene  ftörper  barfteUcn,  melci^e  bem  SörberWrper  imb 
htm  ©interlörper  eineS  £iere8  entsprechen  mögen.  SBirb  bei  ber  ffirel^ung 
um  eine  8lc^fe,  bie  in  0  auf  ber  Ebene  ber  geid^nung  fenfrec^t  fte^,  I  auf 
ben  fc^raffierten  SRaum  juf ammengejogen ,  roä^renb  gugleic^  II  auf  ben 
fc^raffierten  Slaum  auSgebe^nt  mirb,  fo  befd^reibt  bie  ®erabe  OA  oon  I  nad^ 
bem  ^äd^enfage  einen 
größeren  SBinlel  a(8  bie 
®crabe  OB  oon  II,  fo 
ba^  bie  Seile  I  unb  II 
nad^  SlBIauf  einer  ge* 
miffen  Seit  bie  Stellung 
Ä'  0  B'  gegeneinanber 
^aben,  mobei  2i  AOA! 
>  2t  BOB'  ift.  S38irb 
jegt  II  jufammengcjogen 
unb  I  gebel)nt,  fo  gel^t 
Bei  Um!el|r  be8  Se^s 
megungSfinneS  unter 
übrigeng  gleichen  Um«» 
ftönben  OB*  in  bie  Sage 
OB''  unb  OA*  in  bie 
Sage  OA"  über.  SDuri^  beibe  Semegungcn  ift  bemnad^  bie  ®erabe  AOB 
m  bie  Sage  A!'OB*'  gelangt,  b.  1^.  ber  ftörper  I|at  im  Sinne  be8  S)rc^ung8» 
pfeileg  D  eine  S)re^ung  um  ä  —  «  ooHfü^rt. 

®urc^  bie  3tneinanberrei^ung  fold^er  Soppelbemegungen  löfet  ftd^  natür*» 
lid^  eine  l^albe  Umbrel^ung  ergielen. 

3ft  bur^  einen  Slbftofe  eine  ©rel^ung  im  Sinne  beJJ  $feilc8  D  einge« 
leitet,  fo  läftt  ftd^  bie  SBinfelgefd^minbigfeit  burcfy  obigeS  SSerfa^ren  oerft&rlen. 
©old^e  aSeaiefjungen  jeigt  3.  8.  ber  ealto  mortale  ber  ©qmnaftifer  (anjiefien 
ber  Slrme  unb  ffiinjiefjen  beS  ÄopfeS  mit  gleid^jeitigem  Stredfen  ber  Seine). 

aSorfte^enbeS  erläutert  bie  ffire^ung  ber  ftafte  um  eine  Sld^fe,  meld^  auf 
ber  St)mmetralebene  beS  ftörperS  fenlrec^t  fte^t. 

Sie  SBenbung  fann  aber  aud^  burd^  eine  SDre^ung  ber  SgmmetraleBene 
felBft  erfolgen. 

SBenn  bie  Rage  il|rcn  Sd^mang  mit  großer  ©cfc^minbigleit  immer  in 
bemfelben  Sinne  l^crumbrel^t ,  fo  mu^  ber  übrige  flörper  fid^  mit  geringerer 
©efd^roinbiglcit  im  umgefetjrten  Sinne  um  feine  SängSac^fe  bre^en. 

Ein  ®t)mnaftiler,  ber  auf  einer  ^origontalcn  (reibungslos  aufgelagerten) 
ffire^fd^eibe  ftänbe,  mürbe  biefe  im  Sinne  eineS  U^raeigcrS  bretfen,  menn  er 
mit  einem  Säbel  ober  Stabe  über  feinem  ftopfe  relatio  rafd^e  ^oriaontal  ge« 
lagerte  ftreiSbemegungen  im  umgelel^rten  Sinne  auSfütjrte  unb  ftd^  im 
übrigen  ruf|ig  oerl^ielte. 

ßntfprec^enbeS  gilt  für  bie  äBenbung  eineS  Sd^iffeS  ober  eineS  SBaHonS. 
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aRtt  oorfte^nbem  ftnb  bie  3RdgIicl^Ieiten  ber  2)rel^ungen  oon  5tdq)em 
unter  bem  Sinfluffe  innerer  jtröfte  burd^ouS  nid^t  erfc^dpft. 

3)rc^t  pc^  ä.  8.  ein,  in  feiner  ®onbeI  ftcl^enber  ßuftft^ffer  rafc^  um 
feine  9ld^fe,  fo  brel^t  ftd^  ber  Salbu  im  umgelel^rten  @inne;  baSfelbe  ift  ber 
gfaQ,  menn  er  in  ber  (Sonbel  im  Streife  um^rl&uft;  ftatt  beS  eigenen  StdrperS 
lönnte  er  auc^  ein  Stab  mit  fenlred^ter  9l(^fe  benu^en. 

Sntfpred^enbeS  gilt  für  ga^r^uge  auf  bem  äBaffer  (gerablinige  unb 
IreiSförmige  Semegung  ber  äßannfc^aft). 

X^eorie  ber  Bi^anld,  (Sinflug  ber  aUeereSftrdmungen  bei  gleichem  ®inne 
auf  bie  S)re]^ung  ber  Srbe  u.  f.  m. 

2)ie  Srgebniffe  ber  93etrad^tungen  bleiben  aud§  bei  SSerüdftd^tigung  ber 
Sleibung  ber  Jtdrper  an  Suft  unb  SBaffer  befleißen,  menn  auc^  in  entfpred^en« 
ber  Slbfd^möd^ung. 

2)ie  Qrläuterung  biefer  SBorgänge  burti^  SSerfud^e  gefd^iel^t  gmedmägig 
an  ben  SnobeQen  uon  ßleltrömotoren,  mie  fte  für  ben  Unterrid^t  in  ber 
$^t)ftl  gebräud^Iic^  finb '). 

3nner^alb  ber  Xed^nil  ift  bie  Sead^tung  ber  oorfte^enben  allgemeinen 
@&ge  namentlich  mid^tig  bei  ber  Semegung  oon  9Jtaf d^inenteilen ,  mie  fte  bei 
Solomotioen  (ftompenfation  an  ben  Xriebräbern)  unb  bei  Sc^iffSmafd^inen 
(Sd^Iidfc^er  9IuiSgIei(^)  oorlommt,  wo  ber  entfprec^enbe  Stüdftol  unb  baS 
entfpred^enbe  @c^n>anfen  beS  $aupttdrper§  möglid^ft  oermieben  merben  mu^. 

105.  Sie  Sc^ioetifitiig  (^unftbrel^uttg)  einel^  ftartett  ^örperd.  S)er 
©aft  über  baS  Sffloment  ber  aJeroegungSgrö^c  (JJIöd^enfa^)  geftattet  nun,  bie 
2)arfteIIung  einer  beliebigen  Semegung  eines  ftarren  Aörperg  formeQ  gum 
älbfd^Iuffe  5u  bringen,  ba  er  über  bie  Sd^menlung  eineS  Ädrper§,  b.  1^.  bie 
Ske^ung  eineS  Jtdrperl^  um  med^felnbe,  burd^  einen  beftimmten  $unlt  0  bt% 
ftörperS  (3.  S.  beffen  SJlaffenmittelpunft)  gcl^enbe  8l(^fcn,  bie  nötigen  8Iuf* 
f(|Iüffe  giebt. 

S)a  ftd^  jener  Safe  aber  auf  eine  unbemcglid^e  8ld^fe  (btiw.  auf  beren 
Jlormalebene)  bc^ic^t,  fo  mufe  baS,  für  eine  bemegtid^e  Sld^fc  berechnete  ättoment 
ber  SemegungSgröfte ,  ftetS  für  eine  unbemeglid^e  Sld^fe  umgcred^et  merben. 
Senit  man  baS  Snoment  atö  93eItor  bargefteUt,  fa  f^at  man  atfo  ftetS 
ben  SBcItor,  meld^er  ber  bemeglid^en  8lcf|fe  entfprid^t,  auf  bie  unbemcglid^e 
8ld^fc  ju  projigieren. 

SBir  rooUcn  nun  junftt^ft  einen  ftarren  ftörper  betrad^ten,  ber  fid^  um  einen 
feften  $unlt  0  bemegen  lann,  mie  eS  etma  ein  jtugelgeten{  peranfc^auti^t 

S)re]^t  fic^  ber  ftörper  in  ben  3^itpunlten  t  unb  t  =  t  -\-  t  bejm.  um 
bie  Sld^fen  OÄ  unb  OÄ,  bie  mir  unS  im  ftörper  ocrjcid^net  benfen  motten, 
fo  l^abcn  bicfc  Steffen  im  attgcmeinftcn  gatte  nur  ben  ftörperpunlt  0  ge* 
mcinfam. 

Sered^net  man  baS  äRoment  ber  S9erocgung8gröfee  jur  S^it  t  für  bie 
8ld^fe  OÄ  unb  gur  3^^  «  +  r  für  bie  8lc^fe  OÄ,  um  bie  ©rjcugungSgefc^min* 
bigfeit  bz^  SfflomcnteS  feftjufteQen,  fo  lann  man  bie  ®erabe  OiV  im  SRaume, 


^)  S^ergl.  boauüRadg,  (SrunbUnien  ber  Beirre  oon  ben  SBemegungSempfinbungen. 
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mit  loeld^er  OÄ  jur  Qext  t  guf arnmcnf öttt ,  aI8  unberocßlic^e  Sld^fe  anfeilen, 
mufe  aber  bann  baS  für  OÄ  beret^nete  aJloment,  ba  OJ  jur  3^it  <  +  r 
mit  einer  anberen  (Seraben  ON  im  9iaume  juf ammenf ftHt ,  auf  jene  9td^fe 
ON  bejie^n.  Sejeii^net  man  bie  beiben  SBerte  burd^  Mo(B)  unb  ^(B) 
unb  btn  SDBinlel  jroift^en  OÄ  unb  OÄ  mit  a,  fo  ift  alfo 


Jfo(B) 


_  rJlfQ(^)  .cos«  —  Jtfo(^) 


=  ?tw  I 


•  ■ 

Jt=0 


Siß.  516. 


CJ> 


S)ie  aSered^nung  biefeS  Slugbrudfe«  mirb  am  einfad^ftcn,  menn  man  bie 
SHomente  SIö(B)  unb  Mo(B)  atö  SSeltoren  auffaßt  unb  fie  nad^  brei  ät^fen 
jerlegt,  meldte  im  ftörper  feft  fmb. 

SKan  mu^  bann  bie  Stellung  biefer  Sldifen  jur  Qtxt  t  oon  ber  Stellung 
3ur  Seit  i  +  t  unterfc^eibcn,  in  erfter  ^oinfid^t  f ollen  fic,  OÄ  entfpred^enb, 
OX,  OY,  OZ  Ijeiften,  in  ameiter  i&in« 
ftd^t,  OÄ  entfpredöenb,  OX,  OY,  OZ. 

SBir  betrad^ten  biefe  Sagenönbe^ 
nmg  unter  ber  SSorauSfc^ung,  ba^  r 
ein  Qeitelement  ift 

3ft  q>  bie  SBinlelgefd^minbigfeit 
für  bie  8Idöfe  OÄ  3ur  3ett  t,  fo  ge^t 
bie  gmeite  Sage  beS  jtörperlS  auß  ber 
crften  ^eroor,  inbem  man  ba^  mit  OÄ 
feft  oerbunbene  Äreua  0(XYZ)  um 
OÄ  brel^t,  unb  gmar  ber  tljatfäd^lid^en 
ffirel^ung  entfprec^enb,  um  ben  8Ircu8 
g?r.  gcrlegt  man  biefe  unenblid^^flcine 
©re^ung  in  bie  S)ref)ungen  q>xr,  q>yX, 
(pst  bejm.  um  OX,  OY,  OZ,  fo  ift  bie  gefuc^te  ßagenönberung  leidet  bar^ 
ftefibar. 

SBäI|Ien  mir  im  ftreuge  Ö(XYZ)  biejenigen  ©albad^fen  afö  pofitio,  für 
meldje   bie   t^atföt^Iid^e  ©rel^ung   um  OÄ  lauter   pofttioe  ffirel^ungen  (im 
Sinne  beS  Ul^raeigerS)  liefert,  fo  gilt  gemäft  gig.  616: 
I.   »ei  ber  ©rel^ung  um  OX  aK  Sld^fe: 

1.  OX  bleibt  liegen, 

2.  OY  bre^t  fid^  in  ber  YZ^&btm  um  (p^t  auf  bie  negotioe 
Z^^ad^fe  3U, 

S.  OZ  bre^t  ftd^  in  ber  rZs^gbene  um  q)xr  auf  bie  pofitioe 
r*3ldöfe  au. 
II.   »ei  ber  Sre^ung  um  OF  afö  äd^fe: 

1.  or  bleibt  liegen, 

2.  OZ  brel^t  ftc^  in  ber  XZ^ffibene  um  (pyt  auf  bie  negatioe 
X:»8tdöfe  au, 

3.  OX  bre^t  ftd§  in  ber  XZ^Sbene  um  (pyt  auf  bie  pofttioe 
Zs'Sldöfe  a«. 

III.   »ei  ber  S)re^ung  um  OZ  afö  Sld^fe: 
1.  OZ  bleibt  liegen. 
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2.  OX  bre^t  fid^  in  ber  Zr^^iSBene  um  q>st  nad^  ber  negativen 

r:.3i(^ye  au, 

3.  OY  brel^t  fid^  in  ber  XY^diene  vm  q>aX  nat^  ber  popttoen 
Z^äd^fe  au. 

2)ie  neue  Sage  beS  ftreuaeg  0(XYZ)  ift  auS  bieder  XabeQe  unmittelbar 

(Segen  OX  ift  OX  gebrel^t  gemäfe  II,  3  unb  III,  2 ,  b.  ^.  bie  S>re^ung 
befielet  auS  a^  aufeinanber  fenlre^ten  Komponenten  [(pyt]  unb  [qp^r],  fo 
ba^  bie  gefamte  Srel^ung,  beren  Sage  burd^  II,  3  unb  in,  2  o^ne  meitereS 

gegeben  ift,  r^q)^  +  g>J  betrftgt. 

(Segen  OX  ift  Or  gebre^t  gem&^  III,  3,  b.  ^.  bie  S)rel^ung  ^^t  oer« 

mtnbert  ben  SBinlel  YOX,  ber  -^  betrögt. 

®egen  OX  ift  OZ  gebrel^t  gemö^  H,  2,  b.  ^.  bie  Sre^ung  y^r  oer* 

gröfeert  ben  SBinfel  ZOX,  ber  ^  beträgt. 

dbenfo  ergeben  ftd^  bie  Qe  brei)  S)re5ungen  gegen  OY  unb  OZ. 

S)aS  SRoment  ber  SemegungSgröfte  Mo(B)  für  bie  8ld^fe  OÄ,  meld^eS 
ber  SBinlelgefc^minbigfeit  (p  entfprid^t,  em)ad)ft  auS  ben  äRomenten  für  bie 
Sld^fen  OX,  OY,  OZ  folgenbermafeen: 

3la^  §  101  liefert  bie  q),  entfprec^enbe  S)re^ung  um  bie  Z9^i)\t  bie 
Eltomente  Mx  =  q>gDy,  My  =  (fzDx,  Mz=  — 9,  .  %Xg,  unb  Sntfprcc|cnbe8 
gilt  für  bie  anberen  beiben  Slc^fen. 

2)er  ^an  biefer  SluSbrüdCe  a^^S^/  ^^6  ^^  a^^^^^^^iS  Ut  ^<^^ 
ftreua  0(XYZ),  mcI^eS  ja  im  ftörper  feft  ift,  mit  ben  ©auptad^fen 
beS  5ßunlteg  0  aufammenfallen  ait  laffcn. 

3n  biefem  SfaDe  liefert  bie  q>t  entfprcd^enbc  S)re^ung  um  bie  Z^SId^fe 
nur  bog  eine  3Koment  üf,  =  —  9^ .  Xr, ,  mcil  bie  2)ci)iation8momente  Dx 
unb  Dy  bann  ben  SBcrt  SfluH  l^aben;  babei  beaiel^t  ft(^  ba^  Seid^en  von  Ms 
auf  ben  im  §  101  gcroäl^Iten  ©rcl^ungSftnn,  mö^renb  in  unferem  gaUe  au 
feften  ift  M,  =  +  9, .  Xr,.  gntfprcd^enbeS  gilt  für  bie  X*3lc§fe  unb  für  bie 
r::9Id^fc. 

S)ag  SWoment  Mo(B)  feftt  fid^  alfo  auf^mmen  au§  ben  brei  ftompo* 
nenten  Mx=  <Px  .  'SiXx,  My  =  <py  .  Xxy,  Ms=  (p^ .  Xx^,  fo  ba^  eS  ftetg 
nac^  aBert  unb  2age  bcftimmt  merben  lann. 

SBeaeid^net  man  bie  SBinlelgefc^roinbigfcit  für  bie  Sld^fe  OÄ,  meldte  ber 
3eit  t  +  X  entfpri(§t,  bur(§  9,  fo  ermöd^ft  boS>  SKoment  Mo{B)  ebcnfo  a\:i& 
ben  brei  flomponenten  Mx  =  '^x  -  "Sxx,  My  =  lf}y  .  %Xy,  Jtf,  =  9, .  %Xg. 

Sa  fid&  bie  SRomcnte  Mx,  My,  M,  auf  bie  STdifen  OX,  OY,OZht^ 
aiel^en,  mel^e  gegen  bie  Std^fen  OX,  07,  OZ  um  bie  oor^er  beftimmten 

SHrcug  gebrel^t  fmb,  fo  mufe  nun  Mö[B)  für  bo&  ftreua  0{XYZ)  umgered^net 
merben.  __ 

S)iefe  Umred^nung  entfprid^t  ber  ^rojcltion  beS  auf  OÄ  abgetragenen 
aSeltorS  Mö{B)  auf  OA  beam.  auf  bie  au  OA  gel^örigen  STd^fcn  OX,  OY,  OZ. 


Um 
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Statt  bcffen  latm  man  aud^  bte  Äomponente  von  Mö{B)  nac^  bcn 
31(%fcn  OX,  Or,  OZ  auf  OA  bcaro.  auf  bie  au  OÄ  gcl^örigen  aid^fcn  OX, 
OY,  OZ  proitaicren. 

gür  bie  ^rojcltion  auf  OX  tx^alt  man,  gcmö^  ber  oben  aufgefteHten 
XabeHe  ber  SlrcuS,  a^nöd^ft 

Mx  .  cos (t y^?;  4-  9/)  +  jtfy  .  cösf^  —  (p,rj  +  Mm  .  cos^^-  +  ^Pyty 

S)a  bie  ganae  dntnndfelung  einer  erften  3lnnäl^erung  entfpri^t,  fo  barf 

man  no(§  cos(mr)  =  1 — | unb  sin  (mt)  =  mx ^ 1-  •  •  • 

in  erfter  älnnft^erung  einfüllen,  o^ne  bie  einmal  gemft^Ite  ®enauig!eit  a^ 
ftören. 

3Jlan  erl^ält  bann  für  obige  ^ßrojeftion 

Mx  ,   1    +    My  .   (fgt   Mg  .   <pyt, 

b.  §. 

<Px  .  Sirfl.  -f  9y^z  .  Xry  .  r  —  9,9?^  .  Zxgt, 

(Intfpred^enbe  SBerte  ergeben  fid^  für  bie  ^ßrojeltion  auf  OY  unb  auf  OZ. 
f^ür  bie  Komponente  beS  SJlomenteS  ber  SSemegungSgröge ,  meldte  in 
bie  SKd^fe  OX  föDt,  ift  bemnad^  bie  (JraeugungSgefc^minbigleit  gegeben  als 

=  Zxx  .  lim   — —  I        +  9y  •  9«  •  S^ty  —  9*  .  9y  .  S^r,. 

Seaeid^net  man  bie  SBinlelbefd^Ieunigung  für  bie  ©re^ung  um  bie  8tdE)fe 
OX  brnä)  ix  unb  bead^tet  man,  ba^  q>x  unb  q>x,  Wy  unb  g>y,  9,  unb  9,  für 
Zimr  =  0  übereinftimmen ,  fo  erl^ält  man  fd^lie^Ii(|  für  bie  Komponente  in 
ber  Sitd^fe  OX 

f^x  .  ^^x  +  (Pyq>MiXxy  —  Ir,). 

SBeaeid^net  man  nun  bie  Komponente  beS  SDlomenteS  ber  äußeren  Äröfte 
für  bie  Sld^fe  OX,  meldte  mit  ber  einen  ©auptac^fe  beS  Körpers  a^* 

fammenfällt,  burc§  M^,  fo  erhält  man,  unter  Beifügung  ber  entfprec^en. 
ben  ®Iei(^ungen  für  bie  Sld^fen  OY  unb  OZ, 

tx  .  Xr,  +.  9y  9,  (Sry  —  Zxg)  =  Jfi"^  ] 

h,  •  S^ry  +  <3Ps«p«(S^r,  —  Xxx)  =  M;^n  '    '    '    '    239) 

t,  .  %x,  +  (pxq^yi^Vx  —  XXy)  =  M^l^  j 

'    JBorfte^enbe  ©leid^ungen  merben  bie  ©ulerfd^en  ©leid^ungen  genannt. 

S3eftimmt  man  bie  Komponenten  beS  äJlomenteS  ber  öu^eren 
Kräfte  ftetS  für  bie  augenblidtlid^e  Sage  ber  ©auptad^fen  be8 
Körpers,  mit  benen  baS  benu§te  Kreua  0{XYZ)  \a  aufammenföUt, 
fo  gelten  bie  ^Betrachtungen  in  jebcm  S^itpunlte  t  für  bie  ^txU 
bauer  oon  t  V\%  t  -\-  x,  b.  I).  allgemein. 

3ft  %Xx  =  5ixy  =  Zxg  =  Xx,  fo  ge^en  bie  Sulerfd^en  ©leid^ungen 
über  in 
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_  Mf^         _  Mf         _  Mf 

9Ran  l^t  dfo  in  biefetn  ^aOe,  in  roeld^em  baS  Sifigl^eitSedipfoib 
eine  jtugel  ift 

b.  1^.  man  bmtnt  jurüd  ju  ber  (Sleid^ung,  tt^elcfie  för  fe[te  Sld^fen  gilt 

3ft  Sr,  =  2::ry,  fo  entfprid^t  bic  brüte  bcr  ffiulcrfc^en  (Slctt^ungen 
ber  ®Iet(^ung  für  fefte  Sttd^fcn. 

$aben  in  biefem  göße,  in  welkem  baS  S^rägJ^citSelUpfoib  ein  S)re]^* 
Idrper  mit  ber  Sld^fe  OZ  ift,  bie  SRomente  ber  duneren  ftrftfte  ben  SBert 
9hsII,  fo  ba^  alfo  entmeber  gar  leine  ftrafte  an  bem  Äörper  mirlen  ober  nur 
fold^e,  beren  SRefuItantc  burd^  0  ge^t,  fo  oereinfad^en  ftd^  bie  Sulerfc^en 
®Iei(^ungen  bebeutenb. 

gür  %tx  =  *Sxy  =  A  nehmen  fie  unter  biefer  SBorauSfe^ung  bie  gorm  an 

1)  i:,A  +  q>yq>z{A  —  %x,)  =  0 

2)  iyA  +  9,«?^x(Sr.  —  ^)  =  0 

3)  t,Sr,  =  0. 

8IuS  3)  folgt  ^ier  junfic^ft,  ha^  t,  =  0  unb  bafe  alfo  <pz  eine  ftonftante 
y  ift,  b.  1^.  bie  SBinlelgefd^roinbigfeit  für  bie  ZMä)\t  önbert  ft(|  nid^t. 

©egt  man ^ — ^^  =  m,  fo  ge^cn  bie  Oleid^ungen  9tr.  1)  unb  2) 

Über  in 

4)    ix  =  —m(py, 

6)    ty  =  +m(px. 

gür  J.  >  Zxg,  b.  1^.  für  ein  oerlöngertcg  Umbrel^ungSellipfoib  ift  m  poft* 
tio,  für  A  <  Zxg,  b.  ^.  für  ein  oerfürßteS  Umbrel^ungSeßipfoib  ift  m  negatio, 
für  A  =  Xxg,  b.  ^.  für  eine  Shigel  ate  Umbrcl^ungSeHipfoib  ift  m  =  0. 

®enlt  man  f«^  9)3;  unb  9?^  atö  gunttionen  ber  3cit  *  gegeben,  fo  baft 
9a,  =  9?«(0  wJ^b  9?y  =  9!/(0  gefdörißfi^"  merben  lann,  fo  fteHen  bic  31b* 
Icitungen  (fziß)  unb  9?y(0  bejro.  bic  ©röfeen  ix  unb  ty  bar,  b.  1^.  man  ^at, 
entfpred^enb  SRr.  4)  unb  6) 

6)    9«  =  —  »wg?y, 

SBeaeid^net  man  bie  3l6Ieitungcn  oon  (p'x  unb  q>y,  b.  ]^.  bie  fogenannten 
jmcitcn  9tBIeitungen  oon  (px  unb  q)y  Bcjro.  burd^  9;  unb  (py,  fo  ift  aud^ 
gemäfe  ^x.  6)  unb  7) 

8)  (px= — mtp'y  =  — fn^<Px> 

9)  (p'y  =  +m(px  = —m^(py. 

tJfa^t  man  nun  (p'x  unb  ^x  Bejm.  als  Scfc^Icunigung  unb  Stellung 
einer  gerablinigen  Säemegung  auf,  fo  ift  für  bicfe  bie  Sefd^Ieunigung  ber 
Stellung  proportional  unb  gu  i^r  entgegengefegt  gerid^tet,  b.  1^.  mir  gelangen 
ju  ben  Scjie^ungcn,  roeld§e  bie  l^armonifd^c  ©d^mingung  barbot.  2)icfer 
entfprcd^en  nac^  ben  früheren  Sntmidclungen  (oergt.  @.  172)  bic  ©letd^ungen 
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s  =  rsin(wO    ober    s  =  rcos(mt), 

ober  aud^.  Bei  einem  anbeten  8lnfang8punlte  für  bie  Sö^Iw^fl  ^^^  ©teQung, 
bie  (Sleid^ung 

s  =  rsin(mt)  +  rcos(mi). 

S)mma^  fteHt  bte[e  ®Ietd^ung  aud^  l^ier  eine  Sdfung  bar,  unb  man  \)at 
entfpred^enb 

10)  q)y  =  a8in(mt)  -\-  hcos(mt), 

11)  9)a?  =  csin(mt)  -\-  dcos(mt). 

2)ag  biefe  Söfung  jugleid^  bie  allein  möglid^e  ift,  lö^t  ft($  bur($  n^eiter:: 
gel^enbe  SSetrac^tungen  jeigen,  auf  bie  mir  ^ier  oergid^ten. 

®ie  SBinlelgeft^minbigleiten  für  bie  X^^ait^fe  unb  für  bie  7^^(i)\t  finb 
alfo  periobifd^*üerönberIid^  unb  aroar  beträgt  bie  Q^xt  T,  meiere  einer  ooHen 
@d^mingung  entfprid^t,  bem  9lnmad^fen  ber  9Ircug  mt  yxm  2^,  h.  %  man 

l^at  m{t  -f  T)  =  mt  -\-  2n,\o  ioüi  T=  —  ober 


12)    T  = 


m 
2% 


y     A  —  %x, 

ift. 

Xrögt  man  g?«  auf  OX  oon  0  aüS  afö  SSeltor  auf,  fo  Bcfd^reiBt  beffen 

©pifie  eine  l^armonifd^e  ©c^raingung  oon  ber  S)auer   T,  unb  (Sleic^eS  gilt 

für  9?y. 

SCrögt  man  ^>x  unb  9?y  oon  0  au8  Bejm.  auf  OX  unb  auf  OY  auf, 

fo  Befd^reiBt  bie  ©pige  be§  SSeltorg  [g?J  -f  [g?y]  bemnad^  eine  Sllipfe,  bie  im 
Befonberen  aud^  ein  JheiS  fein  fann.  SHefer  ©onberfaH  liegt  l^ier  oor,  mie 
bie  meitcre  Setrad^tung  geigt. 

S)a  w  =  —  5^  =  +  ^  ift,  gemöfe  Sftr.  6)  unb  7),  fo  gilt  aud^ 

13  a)  ^>y^>y  +  ^>x^>*x  =  o. 

©teQt  man 
qpy  =  wac6s(tw/)  —  mhsin(mt)    unb    9?x  =  wccos(w<)  —  mdsin{mt) 
l^er  unb  Bilbet  man  13  a),  fo  erl^ölt  man 

13  b) ^    —  '  sin{2mt)  +  (ab  +  cd)  .  C08(2mt)  =  0. 

©Ott  bicfc  Oleic^ung  für  jeben  SBert  oon  t  erfüttt  fein,  fo  mufe 

14)    a2  —  52  +  c2  —  d2  =  0     unb     ah  +  cd  =  0 
fein. 

SBäl^It  man  a  unb  5  roittf ürlid^ ,  f 0  mu^  man  bemnad^  c  =  ±  ?>  unb 

d  =  :p  a  f efeen.    gür  c  =  —  h  unb  d  =  +  a  ^at  man  bemnad^ 

15)  (py  =  asin(mt)  +  hcos(mt), 

16)  9?3.  =  — l)sin{mt)  +  acos(fnO. 

SS  ift  gmedCmö^ig,  a  unb  &  burd^  gmei  anbere  ftonftanten  a  unb  s  gu 
erfe^en  unb  gmar  folgenberma^en.    (SS  ge^t 
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^y  =  a  I  sin(mt)  -] cos (mt)  1 

für  —  =  iga  üBer  in  ^y  = •  sin{fnt  +  e). 

Or  COS  C 

ßbenfo  ^Qt  man 

^a-  =  a  I  cos{mi) sin{mi)    = •  cos(mt  +  «)• 

^        COSB  '  ' 

17)  (fy  =  a  .  sin{mt  +  0/ 

18)  g?,  =  a  .  cos(fn^  -f  f). 

$ättc  man  c  =  +  b  unb  d  =  —  a  geroftl^It,  fo  ^ätte  man  entfprct^enbc 
ffirgebniffc  crl^alten. 

SHc  enipfc,  meldte  bem  Seltor  [9,]  -f  [^y]  entfprid^t,  ift  §icr  alfo  t^at* 
f&d^Iid^  ein  JhreiS,  ba  9^  +  q>l  =  ««  ift. 

Sg  ift  alfo  fomo^I  q)l  +  g?v  0I8  ^««^  9>/  fonftant  unb  bem* 
na(§  aud^  g?»,  ba  9?«  =  q>l  +  q>i  +  9/  =  «^  +  y«  ift. 

Xrögt  man  in  0  auf  ben  Sld^fcn  bejm.  y^,  9y/  9#  oon  0  auS  ab,  fo 
bilbet  beren  3lefultante  [tp]  mit  OZ  ftetS  benfelben  SBinlel  k,  benn  man  l^at 

[<3P  J  +  [9y]  =^  M    unb    [«]  +  M^[9]. 
2)er  SSeftor  [g?],  meieret  jugleid^  bie  augenblitflid^e  ffire^ungSad^fe  bat* 
ftellt,  befd^reibt  alfo  um  bie  Sld^fe  OZ  bei  ber  JBeroegung  einen  ftegel,  beffen 

Öffnung  l  gegeben  ift  burd^  tgX  =  —- 

2)ie  Semegung  beS  SSeltorS  ift  gleid^f örmig ,  ba  ber  Snbpunit  oon  [a] 
eine  gleid^förmige  SheiSbemegung  ooHfüfirt,  mie  Srtr.  17)  unb  18)  aeigen, 

beren  SBinlelgefd^roinbigleit  —  =  y ^ — ^  U^  gemöfe  Str.  12). 

3)er  ftegel,  ben  [9]  befd^eibt,  fd^neibet  ba&  Xräg^eitSellipfoib  in  lauter 
gleichen  8lc^fen,  fo  bafe  Xx  für  bie  SDre^ung  einer  jeben  3ld§fe  lonftant  ift 

S)a8felbe  liefert  auc§  bie  ©leid^ung  für  bie  Energie,  ba  biefe  l^ier,  mo 
bie  äußeren  ftrftftc  eine  burc^  0  gcl)enbe  SRefuItante  ^aben,  falfö  fte  nit^t 
gan3  oerfc^minben,  fonftant  ift  unb  ba  man  i^r  ben  SBert  \q)^Zx  geben  lann. 

©a  bie  ajlomente  ber  äußeren  5hafte  oerfc^roinben,  fo  ^at  ^ier  ba^ 
SWomcnt  ber  SJemegungSgröfee  Mo{B)  als  SBettor  eine  fcfte  Stellung  im 
9laume  unb  bemnad^  ift  auc^  eine  unoerönberlid^e  (Ebene  oor^anben. 
SDie  ftomponenten  biefeg  SBettorg  fmb  l^ier  q)x'SXx  =  (pxÄ,  q>y%ty  =  (pyÄ 
unb  (fgXxt  =  yZx,  fo  ba^  feine  Jleigung  gegen  baS  ffreuj  0{XYZ)  be» 
ftimmt  mirb  burc^  bie  EofmuS 

<PxÄ         (pyA         yZxM 
Mo{By    Mo(By    Mo{By 

®el^t  man  oon  biefem  unberoeglid^en  Seitor  auS,  auf  bem  bie  unoer* 
önberlid^e  Sbene  fenlred^t  ftel)t,  fo  ift  bamit  umgelel^rt  bie  Sage  beS  JtdrperS 
0{XYZ)  gegen  i^n  beftimmt.    ©a  ber  EofmuS  be§  SBinfelS  amifc^en  OZ 
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unb  bicfem  SScItor  lonftant  ift,  fo  Befd^reibt  bte  Sld^fc  OZ  im  SRaumc  einen 
gewöl^nlidöcn  Siegel,  bcffcn  Std^je  jener  äJeltor  ift. 

S)er  SBinfel  o,  ben  bie  augenbltdflit^e  Sld^fe  ber  Stellung  mit  biefem 
SSeltüt  btlbet,  ift  beftimmt  burd§ 

cos  CO  =  •         ^— >^  -j-  —  •     ^  ^-.^  -j- 


9     Mo{B)    '     9     itfb(J5)    '     (f     Mo{B) 
^  A(y;  +  yy')  +  y'gr,  ^  ^«^  +  %x,Y^ 
SP  .  Mo{B)  (p  .  Mo{B)    ' 

b.  \  CO  ift  tonftant,  fo  ho^  aud^  bie  augenblidCüd^e  S)re]^ungSac§fe  im  Siaume 
einen  gemöl^nlid^en  ftegcl  befd^eibt,  beffen  8Id^fe  Slormole  ber  unoerftnberlid^en 
Sbene  ift.  S)ie  gan^e  S3emegimg  l^at  alfo  folgenben  S^aralter:  S)er  ftdrper 
brel^t  ftd^   gleichförmig  mit  ber  Sßinlelgefd^minbigleit  g?  um  ougenblidHic^e 

S)re|ung§ad^fen,  meldte  im  ftörper  mit  ber  SBinfelgefd^minbigleit  y  •  — -j 

einen  ÄreiSfegel  befd^reiben,  beffen  3ld^fe  OZ  ift,  unb  amor  fmb  beibe  ^u 
megungen  glcid^en  ©inneS  für  JL  >  %Xt,  b.  \  für  ein  oerKngerteS  unb  ent* 
gegengefeftten  ©inneS  für  JL  <  SCr,,  b.  1^.  für  ein  oerlürateg  Umbre^ungÄ* 
eHipfoib  afö  Srägl^eitSeOipfoib.  SHe  augenbliddid^e  S)re^ungdad^fe  befdgreibt 
im  Silaume  gleidE^förmig  einen  JtreiSIegel,  beffen  3Id^fe  auf  ber  unoeränber* 
liefen  ®bene  fenlred^t  fielet,  unb  ein  ©leic^eS  gilt  für  OZ, 

(Sel^t  man  uon  ber  ftegelbemegung  ou8,  bie  OZ  im  SRaume  beft^reibt, 
fo  l^at  man  auS  ber  SBemegung  oon  OZ  unb  auS  einer  ffirel^ung  beS  HörperS 
um  OZ  auf  bie  Sage  ber  augenblidCIid^en  ffire^ungSac^fe  in  biefem  gu  fd^Iiefeen. 

SJegeic^nct  man  ben  SBinlel  gmift^en  OZ  unb  ber  ®rel|ung8ad§fe  lurg 
burt^  2i  {Z,  JD),  ben  SBinfel  amifd^en  ber  ffire^ungSad^fe  unb  ber  3lormaIen 
ber  unoerönberlic^en  Sbene  burd^  2i  (A  N)  unb  ben  isinlel  gmifd^en  biefer 
5RormaIen  unb  OZ  burd^  2i  {N,  Z),  fo  ift 

cosiZ.D)  =  -,    cos(D.N)  =  -^-^^.    cos(N,  Z)  = -^^^y 

anan  fielet  fofort,  ba'fi  f ür  ^  >  Xr,  cos  (Z,  D)  >  cos  {N,  Z)  unb  bem* 
nad^  2i  {Z,  D)<  2i  (N,  Z)  ift,  ebenfo,  't^'^^  ftc^  cos(JV;  Z)  <  cos{D,  N) 
unb  bemnad^  2i  (N,  Z)  >  2C  (I>f  N)  ergiebt  u.  f.  m. 

S)urd^  biefe  ffietra^tung  ift  eS  leidet,  bie  ©d^nitte  ber  betrachteten  flegel 
in  ber  unoerönbcrlid^en  Sbene  ju  jeic^nen,  unb  bementfpred^enb  bie  S5e* 
megung  überfid^tlid^  baraufteüen,  roobei  bie  g&He  ^  >  Sr,  unb  JL  <  Xx, 
3u  fd^eiben  finb. 

äftan  gelangt  fo  ju  bem  Srgebniffe,  bafe  ber  ftörper  fid^  um  OZ  gleid§* 
förmig  brel^t,  mäl^renb  OZ  einen  gemöl^nlid^en  Äegelmantel  befd^reibt,  beffen 
äld^fe  auf  ber  unoeränberlid^en  (Sbtm  fenfred^t  fte^t.  ®abei  ift  bie  augcns* 
blidflid^e  S)re^ung8ad§fe  ftetS  gemeinfame  ©eite  gmeier  gemö^nlid^er  Äcgel, 
beren  einer  im  SRaume  feft  ift,  möl^renb  ber  anbete,  bem  flörper  ange^örige, 
auf  il^m  abroQt.  S)ic  ©d^nitte  biefer  Äcgel  in  ber  unocränberlit^en  Ebene 
btgto,  mit  btm  Iragl^eitSettipfoib  fteQen  amei  fturoen  bar,  beten  8lbroIIen  bie 
Semegung  gleid^faüS  barfteHt,  falfö  bie  unocränberlic^e  Sbene  atö  ®erül^rungg^ 
ebene  beS  SllipfoibeS  fonftruiert  mitb. 
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®d^on  bie  Se^anblung  biefeS  fel^r  einfad^en  f^alle^  geigt,  ba^  bie  ^uS^^ 
toertimg  ber  (Sulerfd^en  Gleichungen  für  beftimmte  9luf gaben  gro^e  ©d^nrie« 
rigfeiten  barbtetet. 

^terju  tommt  ttod^  balS  SBebürfniS,  bie  ^megung  ein  für  aQemal  auf 
ein  fefteS  $toorbinatenft)ftem  ju  begießen,  bamit  aud^  bie  Stellung  beS  jtdrperS 
im  SRaume  ju  jeber  3^^  ^  bargefteUt  roerben  lann. 

Suler  felbft  l^at  bagu  ben  ©d^nitt  (ftnotenlinie)  einer  ^auptebene  bt& 
SentraleUipfoibeS  mit  einer  feften  Sbene  eingeführt  unb  einmal  ben  äBintel 
bicfer  beiben  Sbenen  Bcam.  il^rer  SRormalen  unb  bann  bie  Stellung  ber 
jtnotenlinie  gu  einer  feften  unb  gu  einer  bemeglid^en  Slc^fe  als  SteQungSgrd^en 
genommen. 

Um  biefe  2)arfteIIung  gu  überfeinen,  legt  man  am  beften  burc^  0  ein 
fefteS  ftreug  0{SHZ),  mcIc^eS  bem  ftreuge  O(XYZ)  longruent  ift,  fo  ba^ 
beibe  ©gftcme  SRedEitSfgfteme  (ober  bcibe  ßintefgfteme)  ftnb.  SBö^lt  man  bie 
Sauptebene  YOX  beS  SentraleHipfoibeS  atö  bemeglic^e  ßbene  unb  bie  ent^ 
fpred^enbe  Sbene  HOS  aK  fefte  Sbene,  fo  ift  beren  ©d^nitt  OK  bie  Änoten* 
iinie,  beren  S33inlel  t^i  unb  rj^  etma  gegen  OH  unb  OY  gemeffen  mcrben 
muffen,  mä^renb  au^erbem  nod^  ber  SBinlel  '9"  gmifd^en  OZ  unb  OZ  be^ 
nugt  mirb. 

S)er  ©inn  ber  ©rel^ungen,  meiere  burd^  rji,  i^j  unb  O-  beftimmt  merben, 
mag  folgenbermafecn  feftgefteQt  merben:  SRad^bem  eine  ©albac^fe  ber  flnoten* 
linie  mintürlid^  atö  pofitio  begeid^net  morben  ift,  beulen  mir  unS  ba^  bemeg* 
tid^e  ©t)ftem  mit  bem  unbemeglic^en  ©t)ftem  gur  SDedCung  gebrad^t  S)re()t 
man  nun  baS  bemeglic^e  ©riftem  um  OZ,  baS  mit  OZ  guf ammenf ättt ,  im 
©inne  bcS  Ul^rgeigerS,  biS  bie  pofttioe  ^albad^fe  OY  mit  ber  pofitioen  ©alb* 
a(^fe  ber  Snotenlinie  guf  ammenf  öHt ,  fo  entftc^t  ber  SBinlel  iji  unb  .gmar  in 
bestimmtem  ©inne.  S)rel|t  man  ferner  ba^  bemeglid^e  ©qftem  um  bxt  po^u 
tioe  ßalbac^fe  ber  Änotenlinie  im  ©inne  bc8  U^rgeigerS,  bis  bie  Sld^fe  i^re 
rid^tige  Sage  erl|ält,  fo  entftc^t  ber  SBinfel  O*  unb  gmar  im  beftimmten  ©inne. 
2)rel)t  man  enbli^  ba^  bemeglid^e  ©t)ftem  um  bie  jegt  gegebene  Sage  ber 
8I(^fe  OZ  im  ©inne  ber  Ul^rgeigerbemegung,  bis  bie  xr*Sbene,  meldte  bereits 
afö  ®angeS  i^re  richtige  ©tellung  l^at,  in  bie  ri^tige  Utc^fentage  (OX  unb  OY) 
gelangt,  fo  entfielt  ber  SBinlel  ly,  unb  gmar  im  beftimmten  ©inne. 

©inb  rji,  d',  rj2  alS  gunitionen  ber  geit  t  gegeben,  fo  fann  man  i^re 
äBerte  für  einen  beftimmten  geitpunft  bered^nen,  unb  bann  biefen  SBerten 
gemö^  burc^  bie  eben  befc^riebenen  brei  S3emegungen  bie  Sage  beS  bemeg^» 
Itd^cn  ©auptad^fenfteugeS  O(XYZ)  gegen  baS  fefte  flreug  O(SHZ)  feft^ 
ftetten. 

3lennt  man  bie  SrgeugungSgefd^minbigleiten  ber  SBinlel  iji,  &,  %  begm. 
Vif  ^p  ^3/  fo  finbet  man  burd^  eine  »etrad^tung ,  meldte  ber  im  Singange 
biefeS  ^aragrapl^en  angemanbten  burc^auS  entfprid^t, 

(fx  =  —  ^'  sin  7^2  +  V'i  ^^s  1^2  sin  d" 

q)y  =  -\'d''cosr]2  +  Vi  sin  ri2  sind-      .....     240) 

9?jr   =  ^2   -f"   V'i^^sd" 

aWit  §ülfe  biefer  ©leid^ungen  gelten  bie  Sulerfd^en  ©leid^ungen  in  ein 
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©tiftcm  Don  ©letd^ungen  für  i?i,  -^^  rj^  über,  fatfö  aud^  noci^  M^a\  mT,  M^J^ 
burc^  ^1/  ^,  Vi  auSßcbrüdt  tuerbctL 

ßajfcn  ftd^  btcfe  ©röfecn  ou8  bcn  fo  crl^altcnen  ©Icid^ungen  bestimmen, 
fo  ba^  fie  als  gfunittonen  Don  t  erfd^etnen,  fo  ift  bte  Stellung  bed  $aupt« 
adgfentreugeg  beS  ftdrperS  ju  jeber  3^it  im  Staunte  beftimmt. 

S)ie  ©leid^ungen  3h:.  240)  geben  bann  q>x,  q>y,  q>t  unb  bamit  [9],  fo 
ba^  bann  olfo  aut^  bte  Sage  ber  Sre^ung^aci^fe  im  ftdrper  unb  bamit  aud^ 
im  SRaimie  gu  jcber  Seit  beftimmt  ift. 

3n  bem  bcfonberen  gaUe,  ben  mir  oben  be^anbelten,  mo  eine  unoer«* 
änberlid^e  ffibene  oor^anben  ift,  empfiel^It  eS  fit^,  gegen  biefe  bie  ftnotenlinie 
OK  5U  beftimmen.  S)ie  Sftormale  biefer  Sbene  (OZ)  ift  parallel  3U  bem 
JBeftor,  meld^r  baS  3Koment  ber  SBemegungSgröfee  barf teilt,  beffcn  flompo* 
nenten  mit  htn  bemeglic^en  Sld^fen  q>x'Sxx,  ^>y%Xy,  <pJSxt  ftnb,  fo  ha^  bie 

Steigung  biefer  Slt^fen  OX,  OY,  OZ  gegen  OZ  beam.  burt^  ^^y  ^^y 

Stent  man  biefe  EoflnuS  burd^  i?i,  'S*,  ri^  bar,  fo  ift 

(px%tx  =  Mo{B)  .  cosrj^  .  sind;    q)y%Xy  =  Mo(B)  .  sinrj^sind; 

q)tXxg  =  Mo{B)  .  cosd, 
b.  f).  man  ^at 

Um  1^1  ju  beftimmen,  bilbet  man  an^  ben  beiben  erften  ®teid^ungen 

ber  3flr.  240) 

(Px  cos  fit  -f-  q)y  sin  12  j  =  Vi  ^^^  ^^ 
b.  ^. 

,  _  yxCQS^?a  +  (pysinrji  _  j^^^/^x      y^Slr^  +  (fS'SiXy 

SBir  erläutern  bie  Sebcutung  ber  gemonnenen  Srgebniffe  erft  für  ben 

Saß,  ba^  baS  Sräg^eitgeßipfoib  eine  ftugcl  {Zxx  =  %Xy  =  %x,  =  Ä)  ift. 

2)ie   Sulerfd^en  ®Iei(f)ungen   liefern   l^ier,   mo   leine  5hftfte   mirlen, 

9«  =  a,  9?y  =  ß,  (ps  =  y,  fo  ba^  9?  =  Vää"+~^M-^  ift/  *>•  ^-  man 
]^at  l^ier  gleid^förmige  ffire^ung  (9?)  um  eine  beftimmte  8td§fe  beS  ftörperS. 
S)ie  ftomponenten  oon  Mo(b)  ftnb  a^,  ßÄ,  yÄ,  fo  bafe  [g)]  unb  [Mo(B)] 
übereinftimmen,  b.  1^.  bie  S)re^unggad§fe  liegt  in  Sejug  auf  bad  unbemegli^e 
©riftem  feft  unb  jroar  oerläuft  fte  fenlrec^t  gur  unoeränberlic^en  Cbene 
(ÄÜ*  ebene). 

S)er  ftörper  bemegt  fid^  alfo,  att  menn  OZ  fefte  Sld^fe  märe. 

y  ß 

äHan  Bat  cosd  =^  -^  unb  tgri2  =  ^,  b.  b.  'Ö-  unb  rj^  fmb  lonftant, 

fo  ba^  OZ  einen  ftegel  oon  ber  Öffnung  "Ö*  um  OZ  befd^reibt  unb  bie 
ftnotenlinie  im  bemeglid^en  ©gfteme  feft  liegt. 
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eine  Äonftante  bejeid^net,  b.  ^.  bie  ftnotenlinie  bre^t  pd§  im  fcften  ©qfteme 
gleü^förmig ,  wobei   C  =  0  ift  bei  ber  Seftimmung  i^i  =  0  für  t  =  0. 

©ötte  man  OZ  mit  [(p]  unb  OZ  oon  8lnfang  an  jufammenf allen  laffen, 
fo  märe  a  =  ß  =  0  unb  (p  =  y,  ferner  cos-e"  =  1  unb  tgti^  =  f  unb 
ri^  =  §.  gier  ift  bie  xr^Sbene  paraHel  jur  ^ff^^Sbene,  fo  bafe  bie  5lnoten* 
Knie  unenblid^  fern  ift. 

3ft  baS  Xrög^eitSettipfoib  ein  StotationgePipfoib  (%x^  =  Zxy  =  Ä),  fo 

ift  (pi  +  9?y*  =  «2  unb  Mo(B)  =  ^a^Ä^  +  y^Xxl  b.  §.  man  ^at 

y    Zx 

gfemer  tft  iji  =  ^ -—^ =  unb  i?i  =  -^^ ^-^ t  -\-  C, 

menn  C  mieber  eine  Äonftante  ift. 

©ier  ift  alfo  d'  fonftant,  b.  i^.  OZ  befd^cibt  im  3laume  einen  Äegel  oon 
ber  Öffnung  -9-  unb  gmar  ift  feine  Semegung  gleid^förmig,  meil  bie  ßnoten^^ 
Knie  ftd^  in  ber  feften  dbtm  gleid^förmig  (i^i)  bemegt. 

9Kan  l^at  ferner  ij^  =  w«  +  e,  fo  ba^  s  btn  SBert  oon  rj^  f&x  t  =  0 
beaeid^net. 

Sftan  gelangt  babci  mieber  ju  ben  oben  entmidelten  (Srgebniffen. 

106.    aagemetne  S^arafterifttf  ber  Scitiegnng  etued  ftarten  fi3r)ietj». 

2)ie  ganje  Setrad^tung  bed  oorigen  Paragraphen  begog  fi^  auf  einen 
ftörper,  ber  ©c^menfungen  um  einen  feften  5ßunft  ooüfül^ren  lonnte. 

©ie  gilt  ebenfo  für  bie  freie  SBemegung  eineS  ftörperS,  falls  man 
beffen  SWaffenmittelpunIt  aK  5ßunft  0  mä^It,  unb  aufeerbem  in  biefem  fJöKe 
nod^  bie  Semegung  bcS  SWaffenmittelpunftcS  atö  SBcrfc^iebung  auf  baS  8Ici§fen* 
Ireua  OiXYZ:)  überträgt. 

©ie  gilt  an^  xiod^,  nad)  Sinfü^rung  ber  nötigen  äleattionen,  für  ge« 
jroungene  Semegungcn  ftarrcr  ftörper. 

Sei  ber  freien  SBemegung,  auf  meldte  mon  bie  gejmungene  SSemegung 
5urü(f anführen  l^at,  bemegt  ftd&  ber  SKaffcnmittelpunlt  fo,  atö  menn  alle  idt^ 
roegungSgröfeen  unb  aße  äußeren  ilräfte,  an  i^n  paraM  oerfd^oben,  an  il^m 
aur  ©eUung  lämen. 

3lufeerbem  Beftimmen  bie  Sulerfd^en  ®Ieid^ungen  bie  S)re^ungen  unb 
bereu  3ldöfen  für  ben  SKaffenmittelpunlt. 

107*  2)te  SBemeguttg  etnei^  fraftfteien  ftarren  Sörpet^.  äBhrlen  auf 
einen  Äörpcr  überljaupt  leine  Gräfte,  fo  bemegt  pd^  l^in  aHaffenmittelpunlt 
glcid^förmig  auf  geraber  S3a^n,  falls  er  nic^t  in  Stulpe  ift.  3ft  ber  ftörper 
ftarr,  fo  laffen  bie  au^crbem  oor^anbcnen  ©d^menfungcn  um  bm  ärtaffen* 
mittelpunft  eine  anfd^auKd^e  ©arftcHung  ju.  3Jtan  lann  fie  entmeber  au8 
ben  ©Icic^ungcn  bc§  §  105  geroinnen,  inbem  man  bie  für  baS  SSeifpiel  beS 
Umbrel^ungSellipfoibcg  burdjgefü^rte  Unterfud^ung  oeraßgemeinert,  ober  ftd^ 
na(§   bem  SSorgange   oon   Sßoinfot   me^r    auf   geomctrifd^e  Überlegungen 
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ftügcn.  ©ier  foH  ber  Icftterc  äBcg  emgefd^Iagen  roerbcn,  roomtt  bann  juglcicff 
bie  ^Betrachtungen  am  Sd^Iuffe  oon  §  101  roeiter  gefül^rt  roerben. 

S)a  feine  Äröftc  auf  ben  Äörper  nrirfen,  fo  ift  feine  Snergie  äu  jeber  Qtxt 
lonftant  (Eq)  unb  ^xoax  l^at  man  für  bie  ffirel^ung  um  eine  8ld^fe,  ber  bie 
SBinlelgefd^minbigfeit  9  unb  ba^  Trägheitsmoment  Xx  entfprid^t,  Eo  =  l<p^5ix. 

®er  ©albmeffer  OF  =  r,  ben  biefe  Std^fe  im  Eentraletlipfoibe  beftimmt, 

c  C^  c 

ift  gemöfe  beffen  ftonftrultion  -j=,  fo  ba^  r^  =  —  unb  Eq  =  ^tp^  -  — 

yXr  ^"^  ^ 

ift,  b.  ^.  -5^  ift  eine  ftonftantc.     SRan  ^at  alfo  ben  Sag:    2)ie  SBinfefe 
f 

gefd^minbigfeit  für  bie  augenblidlid^e  Srel^ungSad^fe  ift  ftetS  bem  ^albmeffer 

beS  EentraleüipfoibeS  proportional,  mit  meld^em  jene  äd^fe  äufammenföHt,  fo 

ba^  biefer  fialbmeffer  [OP]  bie  SBinfelgef^njinbigleit  ate  SSeltor  in  einem 

beftimmten  SKafeftabe  barfteUt. 

aSilbet  [OF]  mit   ben  $auptad^fen  beS  flörperS,   meldten    baS  ftreuj 

O(XYZ)  entfpri(^t,  beam.  bie  äBinlel  a,  ß,  y,  fo  ift  für  P  =  (x,  y,  i) 

X  a       y  ^ 

cos«  =  --,    cosß  =  —,    cosy  =  —' 
r  r  r 

S)a  anbererf eitS  cos a  =  — ,  cosß  =  —,  cosy  =  —  ift ,  f 0  gilt  aud^ 

X  ^     y_ 5Py     f  ^^ 

r  (p'     r  (p'     r         9 

S)a  bie  Serü^rungSebene  beS  EentralellipfoibeS  x^Zx^  +  y^Xxy  +  js^Xxs=C^ 
im  5ßunfte  F  bie  ®Iei(^ung 

rrx  .  Sr«  +  yy  .  S^r^  +  jsz  .  Ir,  =  C^ 

i|at,  fo  gilt  für  biefe  ßbene  aud^ 

x  .  <px  .Xxx  +  y  .  (fy  .%Xy  -{  :s  .  q),  .  Xx,  =  C^  .  ^  =  C  ^2  Eq. 

2)a   ferner   bje  Komponenten   für   baS  SKoment   ber  SemegungSgrd^e 
Mo{B)  beS  ftörperg  in  Sejug  auf  bie  Sld^fen  ftd^  bejm.  alg  tpx^Xx:,,  (py,%Xy, 
I  g),  .  %x,  barfteüen,  fo  finb  bie  EofinuS  ber  SßeigungSminfel  biefeS  STOomenteS 

atö  SSeltor  gegen  bie  Sld^fen  be^m. 

q)x .  Xrx     y ,( .  %Xy     (pg .  Xxg 
J/o(J5)'     Mo{B)'     Mo{By 

b.  I).  biefer  SSeftor  ift  SRormale  ber  oor^er  beftimmten  Serü^rungSebene.  S)a 
biefer  aSeftor  nun  bie  91ormaIe  ber  unoeränberlic^en  Sbene  ift,  fo  ift 
biefe  jener  aScrüfjrunggebcne  paraBel,  ober,  roaS  baSfelbe  ift,  ber  augenblidt* 
liefen  SDre^ungSad^fe  [OF]  fonjugiert  in  Se^ug  auf  bci%  Sttipfoib. 

gönt  man  ein  2ot  oon  0  auf  bie  Serü^rungScbene,  fo  \)ai  biefeg  bie 
2änge 


Vg^.^SrJ  +  9.;Xr;  +  cptXx^ 

SB  er  ni  de,  SRec^anil.    I.  45 
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2)er  aienner  oon  l  ift  itfö(jB),  fo  bo^ 

eine  ftonftantc  tft. 

2)a  nun  bie  Serü^rungSebene  be§  (SnipfotbeS,  meldte  einer  be^ 
Itebigen  2)re^ung^d|fe  fonjugiert  ift,  ber  unoerönberlid^en  Sbene 
paraQel  ift  unb  oon  bem  fünfte  0  einen  feften  Slbftanb  fyxt,  fo  faOen  ade, 
ju  S)re^ung8ad^fen  fonjugierten  Serü^rungSebenen  im  Saume  jufammen, 
faöS  0  unberocglid^  ift. 

8egt  man  burd^  ben  äRittelpunft  bel^  SQipfoibeS  eine  Sbene,  bie  ^u 
[OP]  fonjugiert  ift,  fo  roirb  biefe  burc§  bie  S)re^ung  um  [OP]  im  att^ 
gemeinen  nic^t  in  ftd|  gebre^t,  fo  ba^  nad)  SIblauf  eineS  Stxteltmtnte^  bie 
unoerönberlic^e  @bene  im  allgemeinen  einer  anberen  Sentralebene  beg  (SOips 
foibeS  parallel  ift,  meiere  nun  ben  ju  i^r  fonjugierten  S)urc^meffer  a(S  neue 
S)re^ung8ac^fe  beftimmt,  u.  f.  f.  3lur  menn  bie  S)re^ung  um  eine  $aupt* 
ac^fe  ftattfinbet,  b(eibt  bie  i^r  fonjugierte  Sentralebene  beS  SQipfoibed  ber 
cv.     p^.j  unoeränberlid^en    Sbene    bei    ber    ffircl^ung 

j^^^Y!    ■  paraUcI,  fo  ha^  alfo  fein  SBet^fel  ber  3l(f)fe 

erfolgt. 

SfaQS  0  unbemeglid^  ift,  roUt  alfo  baS 
Sttipfoib  auf  einer  bcftimmtcn,  im  Sbftanbe 
l  oon  0  ber  unoerönberlid^en  (Sbene  par^^ 
allelen  Sbene  [ü]  ab. 

3ft  0  bemeglid^,  fo  gilt  Sntfpred^cnbcS, 
nur  oerfcf)iebt  fufj  jene  Sbene  [ü]  mit  0. 
Sie  ©efamt^cit  ber  möglichen  Serü^* 
rungSpunfte  auf  bem  SUipfoibe  ift  eine  it^ 
ftimmte  ßinie,  metcfie  für  baS  rul^enb  gc* 
badete  Sllipfoib  leidet  beftimmt  merben  fann. 
®enft  man  fid^  3U  i^m  eine  fonjentrifc^e  Äugel  oom  SlabiuS  l,  fo  bcftimmcn 
bie  gemeinfamen  Tangentialebenen  oon  Äugel  unb  Sttipfo^  auf  festerem  jene 
ßinie,  roclcfie  atö  ber  SBeg  ber  S)re^poIe  bmä)  ben  3lamcn  ^$olmeg'  ober 
,$olobie*  auSgegeidinet  mirb. 

SSergcit^net  man  bie  ^JJoIc  für  eine  beftimmte  Semegung  in  ber  unoer* 
dnbcrlic^cn  Sbene  [  U],  f o  cntfte^t  auc^  bort  eine  ßinie,  meiere  megen  il^rer  toin^ 
bunggrcid^en  ®eftalt  ©crpolobie  (ober  ©erpolobie)  f)ci^t. 

Sie  5ßoIobie  ift,  mie  leicht  gu  erfc^en,  ftetS  bie  Surd^freujung  beS  SIlip* 
foibeg  unb  eineS  Äegelg  grociten  ®rabc8  oon  ber  ©pige  0.  SSergl.  ©.  724. 
gdtlt  man  oon  0  ein  ßot  ON  auf  bie  unoerönberlicfie  Sbene  [U],  fo  ift  bie 
^ßrojeftton  oon  OP  burrf)  NP  gegeben.  S)icfe  ^ßrojettio.n  I|at  ein  SWayimum 
unb  ein  3Kinimum,  meldjcm  gmci  fon^entrifcfie  ftreifc  oom  SKittelpunftc  N 
entfprecficn.  Sic  ©crpolobie  fann  al8  a3al)n  ber  5ßunftc  P  bie  SRingflöt^e 
biefer  bciben  Ärcifc  nic^t  ü6crfd)reitcn,  unb  rocnbct  fid^  infolgebeffcn  gmifc^en 
ben  begren^cnben  ftreiSlinien  ^in  unb  ^er.  SSergl.  bie  ßinie  ABC:  in  gig.  517. 
Sie  Seroegung  bc8  ÄörperS  ftcHt  fid)  alfo  f(f)(icfelid^  bar  aI8  ein  ?lb« 
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roDen  bcr  Sßolobic  auf  ber  Qexpolobk  bejto.  ber  entfpred^cnben  ftcgeipäd^en 
vom  awittclpunfte  0, 

gür  btn  oben  Bclianbclten  gaH  bcg  Umbrel^ungScnipfoibcS  finb  bic 
bciben  ^PoHurocn  Äreifc,  bencn  beftimmte  Ärctöfegel  entfprcd^cn,  rote  fd^on 
oben  gefunben  rourbe. 

SHe  Sctrad^tung  gilt  an^  nod^  für  bie  SBemegung  etncS  fd^roeren 
flörperS,  bcr  fonft  Iraftfrei  tft,  ha  l^icr  bic  Slefultante  aUcr  Strafte  burd^  bcn 
SKaffenmittefpunlt  gcl^t. 

SBirb  5.  S.  irgcnb  ein  flörpcr  ber  31u^enn)elt  gcroorfen,  fo  bcf(^rcibt  fein 
ÜKaffcnmittcIpunft  eine  baDifltf d^c  Xhirnc,  njcld^c  angenähert  0I8  Parabel  er* 
fd^cint.  SJtit  bem  aKaffcnmittcIpunlt  fcft  nerbunben,  nerfd^iebt  ftd^  bie  unoer* 
änberlid£)c  Sbcne  [ü]  im  3laume,  auf  njcld^er  baS  abroHenbe  (EentraleHipfoib 
beS  ftörperS  bcffen  ©c^roenfungen  um  ben  ©d^merpunlt  barfteHt. 

S)abei  mirb  oorauSgefefet,  ba^  ber  fiuftmiberftanb  ocrnac^Iöffigt  merben 
barf,  ba  beffcn  Einmirfung  fonft  atö  ein  ©qftem  äußerer  ftröfte  einau* 
fuhren  ift. 

108.  Stabilität  einer  2)te]^ungda(^fe*  SBenn  aucfi  aOe  brei  $aupt* 
adifen  beg  ©c^merpunlteS  atö  bauernbe  Sre^ungSad^fen  auftreten  fönnen, 
fo  bieten  bod^  bie  gauptad^fen,  meiere  jum  Ileinften  unb  3um  größten 
5Cräg]^eit8momente  geJjören,  babei  anbere  Sejiel^ungen  bar,  atö  bie  ©aupt* 
ac^fe,  meldte  gum  mittleren  Irögl^eitSmomente  gehört.  Srftere  jeigen  eine 
geroiffe  Stabilität,  meldte  ber  lefeteren  fe^It.  SBirb  nämlid^  bie  S)re^ung 
um  eine  ^auptac^fe  burd^  oerljältnidmö^ig  geringe  Slnftd^e  oon  au^en  ge* 
ftört,  fo  treten  im  erften  gaHe  meift  Steffen  an  i^re  ©teile,  meldte  ber  ur* 
fprünglit^en  ©re^ungSat^fe  oer^öItniSmöfeig  naf)e  liegen,  möl^rcnb  bieg  im 
jroeiten  gfalle  meift  nid^t  eintritt,  meil  ber  5ßoImeg  (5ßoIobie)  nur  im  erften 
gafle  eine,  ben  ©c^eitel  ber  Std^fe  oerl^öltniSmä^ig  eng  umjie^enbe,  ge* 
fc^Ioffene  Äuroe  fein  lann. 

3n  jebem  gfalle  bilben  bie  Serül^runggpunlte  gmifd^en  bem  EentraU 
eüipfoibe  unb  ber  unoerönberlid^en  @bene  ben  möglid^en  $oImeg.  Qai  biefe 
00m  ajlittelpunfte  beS  (gtlipfoibeS  ben  3Ibftanb  l,  fo  mu^  alfo  bie  tangential» 
ebene  bc8  SHipfoibeS  in  jebem  5ßunfte  (x,  y,  i)  beS  möglid^en  5ßolroege8  00m 
SKittelpunfte  ben  SIbftanb  l  Ijaben. 

gür  baS  gttipfoib  x^  .  Ir,  +  y^ .  Xxy  +  js^  .  5Cr,  =  G^  f^at  bie  San* 
gentialebene  im  ^ßunftc  (5,  y,  z)  bic  ©leid^ung 

XX  .  %Xx  +  yy  .  5£ry  -^  z  .'z  ,%Xg=  O, 

n)äl)renb  baS  2ot  aug  bem  aKittelpunfte  (0,  0,  0)  auf  fie  ben  SBert 

C« 

y'x''Xx^  +  y^Xx^  +  z'^Zx! 
^at. 

©oß  bicfeS  bie  ßängc  /  Ijabcn,  fo  gilt  alfo  für  {x,  y,  z) 


x''%xl  +  y^Xxi  +  z^Xxf  = 


91 

46' 
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2)a  (ic,  y,  ]^)  foiool^I  auf  bem  Slltpfoibc  atö  aud^  auf  her  %anQtxtdaU 
ebene  liegt,  fo  l^at  man  für  (x,  y,  e)  neben  ber  eben  aufgeftcüten  ©leid^ung 
aud^  nü(^  bie  ©letd^ng 

2)er  mdglid^e  $x)In)eg  fteUt  ft(^  alfo  bar  a[g  2)urd^bringung  ht%  Central« 
eHtpfoibeS  mit  einem  gmeiten  (i^m  lonfolalen)  SHipfoibe.     ^\t\)i  man  bie 

beiben  gemonnenen  Oleit^ungen,  nad^bem  man  bie  jmctte  mit  —  multipli5iert 

l^at,  ooneinanber  ah,  fo  erl^ölt  man  ^x  (i,  y,  e)  eine  britte  ©leid^ung, 
meldte  lautet 

S)a  biefeS  bie  ©leid^ung  eineS  ftegcB  gmeiten  ®rabe8  ift,  ber  feinen 
©c^eitel  im  gemeinfamen  SfHttelpunlte  ber  beiben  ßUipfoibe  ^at,  fo  ftellt 
biefer  Äegel  bie  ©efamt^eit  ber  möglichen  S)re^unggad^fcn  bar.  S)urd^  feine 
3)urd^Ireu3ung  mit  htxa  ßentraleüipfoibe  mirb  bie  mögliche  ^ßolbalin  fe^r  gut 
oeranfd^oulid^t. 

®inb  nun  bie  Srögl^eitgmomente  ber  ©auptad^fen  beS  Kentraleffipfoibcg 
burd^  bie  Sejiel^ung 

Str«  <  Sty  <  %x, 

Beftimmt,  fo  gilt  für  biefc  ©auptac^fen  fclbft 

0  >^>^. 


i%t^    i^ty    Vir. 

©oH  bie  uttoerfinberlid^e  ßBcne  [ü]  bog  ffiflipföib  berühren,  fo  raufe  alfo  fein 


gür  -j=  =  l  crtjölt  ber  oben  bcftimmte  Äegcl  bie  ©leid^ung 

yxxx 

y'%Xy{C^^  —  P%Xy)  +  J23:t,(C2  —  P%x^)  =  0. 

S)a  beibe  Älammcrn  negatioe  ©röfeen  finb,  fo  mirb  biefer  ©leid^ung  unter 
ben  reettcn  SBerten  nur  burc^  y  =  0,  i  =  0  genügt ,  b.  1^.  ber  Äegel 
fd^rumpft  in  biefem  gaße  auf  bie  X^^aid^fe  auf ammcn,  ber  möglid^e  ^ßol* 
meg  ift  ber  eine  ober  ber  anberc  ©d^eitcl  beg  ßüipfoibeg,  meld^er  auf  ber 
Z^aid^fe  Hegt. 

C 

Sür  -j==  =  l  aeigen  entfpred^enbe  Sc^lüffe,  ba^  ber  Äegcl  in  biefem 

gaDc  auf  bie  Z?9Ict)fe  aufammenfd^rumpft. 

dagegen  ftnb  bie  SJerl^ältniffe  für  ■j=  =  l  gana  anbere,  ba  I)icr  ber 
Äegel  burc^  bie  ©leid^ung 

beftimmt  mirb,  in  roclcf)er  C^  —  P%X:,  pofitiu  unb  C^  —  PZx,  negatio  ift. 
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®iefc  ©Ictc^ung  ^at  für  ^2  =  gl .  J^L^gv  ^^^  gj^p^^ 

unb  jcrföHt  bcmnac^  in  ^  —  ^^^  =  0  unb  x  +  fii:  =  0,  b.  ^.  in  bicfcm 
gaUc  entfaltet  fxä)  ber  ftegel  gu  groei  Sbenen,  bic  auf  ber  XZ*ffibene  fent* 
red^t  ftel^en  unb  burd^  bie  r^Sld^fe  ge^en.  $ter  ift  ber  möglid^e  ^ßolroeg 
bcmnad^  ein  ©gftem  jroeier  SHipfen,  roelc^e  bie  Oberflöt^e  beS  (SDipfoibeg  in 
oier,  paanoeife  fgmmctrifd^e  gelber  gerlegcn;  baS  eine  Sßaar  biefer  gelber 
entl^alt  bie  ©d^eitel  ber  größten,  ba^  anbere  5ßaar  bie  ©d^eitel  ber  Ileinften 
3I(^fe. 

3ft  nun  bei  ©törungen  ber  S)re]^ung  um  eine  ber  ^auptad^feu 

^    =1  +  d    ober    -ß=  =  1  —  d    ober    -£=  =  l±d 


Vir,  \Xvl  yXrj 

für  d  als  oerl^oltnigmä^ig  Heine  poptioe  ®rö^e,  fo  erhalten  bie  Äegel  in  ben 
erflen  beiben  Säuen,  njie  leidet  ju  erfel^en,  meift  eine  oerl^ältniSmä^ig  Keine 
£)ffnung,  roäl^renb  ber  mdglid^e  ^otoeg  im  legten  gaQe  innerhalb  eineS  ber 
oier  begeid^neten .  gelber  oerläuft  unb  oon  beffen  Umgrengung  oerl^&ItniS* 
mö^ig  menig  abweidet,  alfo  eine  ber  beiben  anberen  §auptad)feri  in  vzx^&lU 
niSmä^ig  meiter  äBinbung  umgiel^t. 

SBäl^enb  alfo  bei  geringen  Störungen  ber  S)re]6ung  um  bie  Sld^fe  beS 
mittleren  S^rög^eitSmomente^  bie  2)re^ungl^ad^fen  nur  bann  in  ber  9l&^e  ber 
urfprünglid^en  Slt^fe  bleiben  tonnen,  menn  eine  Umfe^r  ber  Semegung  ein» 
tritt,  umgießen  bie  5ßolmege  bei  ©törungen  ber  S)rel|ungen  um  bie' anberen 
3Ic^fen  ftetS  beren  ©d^eitel.  Xrogbem  ift  au(^  in  biefem  galle  nid^t  immer 
©tabilität  oor^anben.  ©ie  ®rö|e  ber  gelber,  innerhalb  meld^er  bie  ge* 
fc^loffenen  ^ßolmege  für  ©törungen  ber  ©re^ungen  um  bie  Sld^fe  beS  größten 
unb  fleinften  Irögl^citSmomenteg  liegen,  l^ängt  ab  oon  (i^,  roelc^eg  für 
Xx,  =  %Xy  ben  SBert  SRuD  unb  für  Sr«  =  Zxy  ben  SBert  Unenblid^  ertjält. 
©obalb  alfo  eine  ber  (Sröfeen  %Xx  ober  Xr,  ber  ©rö^e  %Xy  fefjr  na^e  fommt, 
merben  bie  gelber  beg  einen  ^aareS  fel^r  f^male  ©id^eln,  roeldtje  fid^  jebod^ 
oon  bem  einen  ©d^eitel  ber  3ld^fe  beS  mittleren  2^rög]^eit§momenteS  ju  beren 
anberem  ©d^eitel  ^ingiel^en.  gür  bie  ©d^eitel,  meldEje  innerljalb  biefer  ©id^eln 
liegen,  giebt  e§  ftetS  ^olmege,  meldte  in  geringer  (Entfernung  oon  biefen 
©dlieiteln  oorbeigel^cn  unb  btmnaä^  na^e  an  bie  ©d^eitel  ber  Slc^fe  beg  mitt^ 
leren  2^rögf|eit8momente8  ^infommen.  Srfolgt  in  biefem  gaUe  bie  ©törung 
fo,  bafe  ber  9lnftofe  nac^  btm  Sd^eitel  ber  mittleren  Sttd^fe  gielt,  fo  bleibt  bie 
Stabilität  befielen,  erfolgt  er  fenlred^t  gu  ber  eben  begeid^neten  ätid^tung,  fo 
ift  bie  ©tabilität  gefä^rbet. 

gür  Zxx  =  Zxy  ober  für  Zxg  =  %Xy,  b.  f).  für  ein  Umbre^ungSellipfoib 
merben  bie  ©ic^eln  3lnU,  fo  ba^  nur  gmci  gelber  übrig  bleiben,  meiere  bie 
©rfjeitel  bcr  Umbre^ungSad^fe  enttjalten. 

109.  Sie  9{eaftioiten  tnnerl^alb  bet  ftinetif  nnb  bie  iefonbetett  ^t^ 
Stellungen  gUttenber  unb  roOenber  Sekoegnngen*    S)a  man  mit  $ülfe  beg 
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principe»  oon  b'älem&ert  bie  linetift^en  Muffloben  fteö  auf  ftattf^e  Suf* 
gaben  jurfidfütiien  lann,  fo  bietet  bie  Sinfü^ning  ber  Sleattionen  bei  So 
roegunflen  eineS  flötperS  beam.  eineä  flörperftjftemS  in  t^etifrfier  §infic^t 
ber  Statit  flegenöber  (eine  befonbeceti  ©i^ioierigleiten,  folonge  bie  SHealtionen 
überhaupt  bun^  SfiSfte  barftellbm:  fmb.  Srogbem  tft  bie  tpetteie  SluSfü^ning 
thtetifc^  31ufgaben  meift  er|eblit^  ft^tnierigcr  als  bie  Se^anblung  ftotifi^r 
Aufgaben,  neil  bie  9teo(itmten  bei  finetifc^  Ser^ttniffen  metft  mit  ber 
3eit  DeiAnberlii^  finb,  nne  eS  ft^on  ber  emfaifie  ^ü  ber  Srefiung  um  eine 
fefte  ^d)\t  aeigt 

Sluc  ein  ^ad  bebarf  nnf|  bec  befonberen  9etrad|tung,  nämlü^  bie  S&er:- 

etnigung  einet  gleitenben  unb  roUenben  SSeniegung  bejtv.  bie  Übet: 

gjg_  518.  gfinge    oon    einet    biefer    »emegungen 

aut  anbeten,  natärlii^  auc^  mit  dtM= 

fic^t  auf  bie  bobet  auftretenben  äteic 

bungen. 

®tefe  Seaie^ungen  finb  fu  net« 
roidelt,  bag  fte  faum  angemein  bat> 
gefteOt  merben  (Bnnen;  mit  fügten  beS« 
fyxlb  einige  ^fpiele  bafür  an. 

ein  Et)linbet  obet  eine  ftugel  be« 

roege  \\äf,  niic  eS  giß.  618  anbeutet, 

auf  einer  ft^fen  ffibene  fo,  bai  bie 

gefamte  Senvgung  auS  einet  a3eifi^iebung  mit  ber  ^InfangSgeft^minbigteit 

Wo  unb  au8  einer  SJtefiung  um  ben  Sdiroetpunft  S  mit  bec  onfdnglic^en 

aSinlelgeTi^roinbigleit  90  befte^t. 

^megt  fu^  bet  SSeiöfirungSpuntt  B  längß  ber  fd|iefen  @bene,  fo  ift  bie 
glettenbe  Metbung  E  ooH  entroirfelt  unb  l^at  alfo  ben  SBett  f .  Gcosa.  3n 
biefem  ^afle,  roo  bie  SlnfongSgefi^minbigteit  Vo  —  rg>a  oon  B  nic^t  StuB  ift, 
gilt  fflr  bie  abmdttS  gecid|tete  ^fc^eunigung  Don  S 

1)    j^(Gsin«±R)^- 

unb  für  bie  9BinIeIbefcf)Ieunigung  ber  S)ref|ung  um  S  im  @inne  non  [900] 

f aCS  man  bQ&  SBiberftanbSmoment  bec  tolfenben  Steibung  fr  .  Gcosa  burcfi 
TP"  beaei^et. 

S)abei  entfprec^en  bie  oberen  SBorjeii^en  (+)  in  beiben  Gleichungen  ber 
8Jufn>öct8beroegung  öon  B,  bie  unteren  (— )  ber  MbniärtSberoegung  oon  B. 
3Jlan  ^at  alfo  für  bie  ffleroegung  oon  S 

V  =  Vo  —jt 
unb  för  bie  SicB^ng  um  S 

V  =  yo   +   »'■ 

£)ie  ^ebingung  einer  reinen  Üiollbenwgung  ift  bie  %xf}t  oon  B,  meiere 
bem  Slnfage  ry  =  c  entfpric^t 
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S)a  bicfc  ©leid^ung  <  =   ^.        ^^  liefert,  fo  tritt  im  allgemeinen  bei 

t  =  t  \nx  B  ein  Slugenblicf  ber  Slnl^e  ein,  in  meld^em  eine  reine  SIloH* 
bemegung  einfegen  lann.  Säeaeid^net  man  bie  SBerte  oon  v  unb  (p,  meiere 
bem  Stugenblide  t  =  1  entfpred^en,  burd^  vq  unb  ^>q,  fo  gilt  oon  biefem 
geitpunfte  ab 

t;  ==  vo  —  jt    unb    9  =  ^0  +  ^^f 

fo  bafe  bie  Sebingung  für  ein  nun  folgenbeg  Stollen,  nämlid^  v  =  rq), 
bie  Sebingung  j  +  rt  =  0  nac^  fic^  aie^t.  S)iefe  SBebingung  lautet  au8=* 
füJjrlid^er 

(astna  ±  E)^  H ^- r  =  0. 

©eftt  man  —  =  m,  fo  folgt  barauS 

_i_  T>             rr    .                Str  ,        TFrm 

±  i2  =  —  Gstna  '  cp — i z  + 


%i  +  mr^   '    £r  +  mr« 

S)a8  legte  ©lieb  ift,  ba  W  fefjr  «ein  ift,  o^ne  ginflufe  auf  baS  SJor:» 
jeic^en,  fo  ba^  oon  ben  beiben  SSorjeid^en  ber  linten  @eite  nur  ba&  93or« 
jeic^en  —  ©eltung  l^at,  b.  f).  bei  ber  StoIIbemegung  mirlt  bie  JReibung 
ftet^  nac^  oben,  unb  ^mar  mit  bem  Setrage 

_         _   .  %x  Wrm 

B  =  Qsina 


S)a  bie  SReibung  bei  o oller  SntmidEelung  ben  SBert  fGcosa  l^at,  fo  m\x'^ 

f&cosa  >  B    fein. 

%t 

gür  B  r^  Gsina  '  ^ — ■ folgt  barauS 

Xr  -|-  mt^ 

,       ^  .    %x  +  wr» 
^^^f ^^ , 

b.  \  eine  SRoHberoegung  tritt  nur  ein,  faHS  ber  SleigungSminlel  ber  fd^icfen 
Sbene  unter  einer  gemiffcn  ©renge  liegt. 

gür  einen  Ei)linber  ift  %x  =  \mr^,  fo  ba^  [xä)  alfo  tgcc  ^Sf  ergiebt. 
gür  /==  0,08  ift  ber  SReibungSmintel  4030',  für  3/=  0,24  ift  a  =  IB^SO', 
b.  1^.  ein  ßglinber  lann  überhaupt  nur  roHen,  fallS  «^  IS^SO'  ift  für 
/  =  0,08. 

gür  bie  SRoÜbemegung  ergiebt  fi(§  bei  SSenugung  beS  SBerteS  oon  B 

(  .  wr2  ,     fr  .  cosoc  .  m  ,  r\        .  j 

•^        ^  \  %x  -\-  mr^  %x  +  wr«     /  r 

gür  bie  ©leitrsSRoÜbemegung,  oon  ber  mir  ausgingen,  gilt,  ba  bei  il^ 
bie  3leibung  ooB  entmidfelt  ift, 

....        X        c             6rcosa  .  (±r  ./  — /r) 
3  =  g{stna  ±  fcosoc)    unb     (.  = ^ 
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3n  jebem  gaCe  tonn  man  iwc^  Ir  =^  ^r'  fegen,  lUDÖei  ft  faie  SDloffe 
eines  mateiiellen  ^unheiS  bebeulet,  mttä)t  hen  ASifier  bei  ber  S)re^ung  erfegt 
(iRebartion  ber  aRa[fe). 

gfii    eine   ftugel   oom    ^Ibnteffet   r  =  Q,lm   auf   einec  Sa^n   oon 

«  =  5» 60'  fei  Wo  =  8—  unb  va  =  20  Bei  /=  0,2.   $iec  ift  bet  »egtnn 

bec  Seioegung  aufiofiitS  gerietet,  ba  c«  :=  8  unb  rip^  =  2  ift,  man  ^at 
olfD  i  =  g{8ma  +  /cos«)  -^  0,3  j. 

®6  ift  ferner  G  =  mg,  %t  =  !«»*■»  unb  man  I|at  bo^er  für 

^  ^  tr 

bei  /r  =  0,05 cm  ben  aBett  bg  —  lg.    ®emna^  ift 
(  —  8  —  2  _  6  _        6 

~  0,3?  -I-  0,6?  —  ^g  —  0,8?  —  0,013?  ~  0,787  .  ?  '"    '      " 
3n  biefem  äuflenblWe  beginnt  eine  aufroättS  geri^ete  SHDÜberoegung, 
für  roeli^e  bie  oufroärtS  geriiiitete  Sleibung  ben  3Bect  It  -^  -/^  G  fytt,  roätirenb 
fie  biS^r  etna  ^  G  xoav  unb  ^niar  abnriirtS  genietet. 

gfiv  biefe  StDÜberoeguns  gilt  nun  j  ^  rt  ^  0,07?  unb  »„  ::=  5,75  — ; 
bie  ®[eiifiung  v  =  v^  —  jt  jeigt,  bafe  u  =  o  unb  m  :t=  0  ift  für  (=  ^  '    - 

0,07  ? 

'^  8,2",  b.  \f.  bie  StoHberoegung  aufmärtä  bnuert  8,2",  roobti  ein  93eg  oon 

gjg.  519.  23,5  m  awrötfgeleat  mirb.     3et(t  be. 

ginnt    eine  SHotlberoegung   obniättS 

mit     berfelben     Sefdileunigung 

'j  =  ri  =  0,07  ?,  bie  für  ba8  9luf. 

"    roArtSroDen  golt. 

3luif|  auf  ^origontaler  EBa|n 
Iflftt  ftt^  eine  iöeroegung  eraeugen, 
melf^e  bem  e6en  betrachteten  SBücf= 
roörtSroßen  entfpti(^t.     SDlan  ^at  für  a  =  0,  entfprei^enb  gig.  619 

^  =  — (T  ""^   '- — wr- 

3unä^ft  ift  bie  iReibung  coQ  entnmfelt,  fo  bofe  R=fG  ift. 

SWon   f|at   l|ier  v  ^  v^  —  /?  (    unb    q»  =  90  ^  - — ^ ■  '   ""b 

w  +  rqo  =  0  als  »ebingung  für  bie  SRu^e  oon  B.    SS  ift  alfo 
^0  +  ' 


■  M'  +  l-Vf 

unb  bai  juge^rige 

mrs            rW     1 

-'•''•  +  '■•  17  +  ""  IF'Ä 

V  —  Va 

■"'             ,       ,„r=      nr     1         ■ 

'+ir+i7-/. 
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©od  nun  \v]  entgegengefegt  ju  [vd]  geriditet  fein,  fo  muft  boS  Sßoia 
aeict)en  Don  r^o  ü6erroiegen,  b.  |.  eS  mu| 


V2;r    ^  Xt     /-ff; 


r'P,>vJ^--  +  ^ 


fein,     33et    einet  fflugel    (it  =;  ^  mr')    niu^    aI[o   in   gro^cc  STnnä^erunfl 
(W=  0)  gelten  r^o  >  2,5«o. 

Siabei  lonn  »  >  vo  fein;  bieS  tritt  in  gtoftei;  9ItmÄ^mtnfl  (W=  0) 

ein  für 


1  + 


%t 


Sei  einer  Äuget  lautet  bie[e  Sebingung  ry«  >  Gv^. 
§iet  ift  qofl  >  —  unb  ^  =  -  >  — ,  roobei  bie  CSnetgie    ber  ffle= 
niegung  am  SInfange 

unb  bei  Seginn  beS  ^oDenS 

Bettftgt 

gut  9o  =1  — 5  ^  £  tnitb  füt  bie  flugel  ^^--=—  +  ^e,  fo  bafe 

bie  Snergie  bec  2)ref|benKgung  ffit  ^o  er^ebttdi  giö^et  tft,  als  füt  9,  n)fit|tenb 

bie  Energie  ber  SBerft^iebung  für  v„  Heiner  gjg  520. 

tft,  als  für  v;  im  gangen  fyxt  bie  Energie 

notütli^,    entfprec^nb   ber   SHeitungSatbeit, 

abgenommen. 

Um  eine  EAoQbeuegung  ju  erzeugen,  fann 
man  unter  onbetem  eine  flcaft  K,  roie 
gig.  520  geigt,  mitten  laffen;  babei  entfielt 
eine  Steibung  B  obti  M.  Süßten  roit  R  in 
bie  Stet^nung  ein,  fo  ifl  bie  SefcEileunigung  beS  ©rfiroerpunfteS 
.  _  E—  B 

unb  bie  98infelfief^Ieunigung  ber  S3ref)ung  um  i^n,  bei  iQemai^&ffigung  beS 
äBiberftanbSmomenteS  bet  roDenben  SHeibung, 

_Kk  +  rB 
*  *  ~        Sr 
gür  ben  ^tL  beiS  3loaen8  ift  j  =  n,  fo  bafe  fi(§ 

ergiebt. 


mütn  abfi^nia.    ßitvttS  JlapiUl.  [§  109. 

(2:1  =  Imr*)   för 

fc  =  ^  r  eintritt;  für  eine  Hugfl  gilt  olfo  bie  SHetbunfl  [B]  her  gf'fl-  520  für 

it  =  0  .  .  .  2  r  unb  bie  SHeibunfl  [R]  bei  gig.  620  für  ft  =  *  r  .  .  .  r.    S)a 

£  =  0  für  £  ^  ^r  eintritt,  iva&  einer  abfolut < glatten  S^ddie  entf|)re(^en 

gig.  521.  mürbe,  fo  muft  ein  ©tofi  in 

biefer  @ö^  unter  aQen  Um> 

ftänben  eine  reine SRoDbeniegung 

erzeugen. 

3ßir  betroc^ten  ndcf)  bie 
Übertragung  ber  S)re£|ung  eineS 
roCenben  SHobeS  ober  eineS 
atdber^aareS  auf  (eine  Sli^fe 
gemäft  gig.  521,  niobei  bie 
ajtaffe  beS  SlabeS  burd)  m„ 
bie  ber  9I(f|fe  mit  m,  bejeidinet 
roerben  mag. 

äSirb    baS  9leibungSmo> 

ment ,    toeldieS    bei    ber   Se« 

rfl^rung  jmifrfien  9tab  unb  It^fe  auf  baS  9lab  iinrft  mit  JD,   unb  baS 

entfpred)enbe  Sftoment  für  bie  9lcf)fe  mit  I>  I»jeicf)net,  fo  gilt  für  bie  Süßintel» 

befdfjleunigung  beS  SlabeS 

_rE  —  D 
'•  ~      %x, 
unb  für  bie  9Btnfelbefi^Ieunigungen  ber  Sli^fe 
D 

*'  =  i7.- 

gür  bie  SBeff^Ieunigung   beS  ©c^roerpuntteS  beS  ganzen  ®i;ftem$   gilt 

j(m,  4-  m,)  =  (m,  +  m^gsina,  —  B. 
®o  rt,  =  ?  ift,  fo  ^at  man 

_        Ji        _  y'JB  —  f  i) 
^  ^"  m,  -f  «4  ~        Ir, 

(m,   +B,,)(3:r.gs.-»«  +  rP) 
r>K  +  .",)  +  Xr, 
®arau8  folgt 

J  ,.(„.,  +  „,)  +xr, 

3ft  bie  Steibung,  roelc^e  D  entfpridit,  ju  frftrooift,  um  tg  ^^  t,  ju  mo^en, 
fo  ift  fie  DoH  entroirfelt  unb  mön  ^at  D  -^  («1,.^) .  / .  p,  föll§  e  ben  SRabiuS 
bei  9(c^fe  begeidinet. 

3n  biefem  Salle  (tj  <  t,)  ift 

.  rHw,   +  mifgsm«  —  r^m^gf 

'-  rH".,   ^  -«,)  +  Ir, 
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3ft  bic  SRcibung,  toclt^c  D  entjprt(f|t,  ftdrf  genug,  um  c^  =  ti  3u  machen, 
fo  folgt  bcr  Setrag  t)on  D  au8  bcm  Slnfofic  ti  =  t^,  ober  ba  j  =  rt^  x% 
anä)  avS  bem  Stnfaftc  j  =  n^,  b.  l).  man  ^ai 

I)    r^(wi  +  m.i)gsina  —  rD 

2)arauS  folgt 

"~  r2(wi  -f  wia)  +  Sri  +  Sta  *  ~ 
unb 

•^  ~"  r*  (mi  +  Wh)  4-  Stti  +  %x^ ' 

Slebujiert  man  bie  äHaffen  m^  unb  m^  für  ben  2^räg^eit8arm  r,  fo  ba^ 
Iri  =  f^if^  unb  Sra  =  ^a»"*  iP/  f<>  0^^^  i^t  crften  galle 


(mi  +  m^gsina  —  —m^gf 

T 


♦«1    +   Wj    +   fti 

unb  im  ameiten  galle 

^  ~  Wi  +  w,  +  1^1  +  fta ' 

3m  ameiten  gaQe  mtrit  bie  SRetbung  fo,  "t^  man  SRab  unb  8lrf|fe  al8 
einen  Äörper  betrad^ten  lann.    gür  biefcn  mären 

. (wi  +  m^gsüntf.  —  B. 

imb 


Sri  +  %x^ 

S)araud  folgt  fofort  mieber  bie  obige  i^ormel. 

®inb  bie  SRöber  ober  SRäberpaare  belaftet,  mie  e8  Bei  fjfu^rmerfen  ber 
gaQ  ift^  fo  fü^rt  man  om  beften  mieber  bie  erfal)rung§mö^ig  gu  beftimmenbe 
®Ieic^gemi(^tgneigung  ein,  mie  in  ben  Slnmenbungen  ju  biefem  Slbfd^nitte 
gegeigt  merben  foQ. 

110.    ^ttttci)iien  bet  2)t)namtf   bejm.  ber  ^]^))|tfa(ifc^en  3Rei^anif. 

S)ie  allgemeinen  Softe  (oergl.  §  102),  meldte  bie  Äineti!  be^errfd^en,  fmb, 
mie  bereits  Bei  i^rer  SntroidEelung  t)eroorgc^oben  mürbe,  burc^auS  nid^t  BIo^ 
als  ©ä|e  üBer  ftarre  Äörper  ober  ©gfteme  fold^er  ftörper  aufgufaffen,  fonbern 
ate  Söge,  bie  überhaupt  für  materielle  ©gfteme  gelten,  unb  gmar,  meil 
biefe  ja  auc^  ©gfteme  ftarrer  flörper  finb,  falK  man  i^re  Sltome  afö  unenb* 
lid^41eine  ftarre  flörper  auffaßt. 

ffia  anberfeitS  bie  ©tatif  in  ber  flinetil  aK  Befonberer  gaU  (®rengs 
fall  ber  SRul^e  u.  f.  m.)  enthalten  ift  unb  ho,  bie  SDqnamil  mieberum  bie 
$^oronomie  ate  bcfonberen  gall  umfaßt,  fo  treten  jene  allgemeinen  ©öfte 
fd^lie|lid^  an  bie  ©pige  ber  gefamten  SJted^anil,  genauer  ber  gefamten 
p^ilfifalifd^en  aJlec^anil,  burd^  meiere  bie  Semcgungen  ber  unS  gegebenen 
3lu^enmelt  Bel^anbelt  merben  fönnen. 
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SRan  ]^at  nun  mcf|rfad|9  gefacht,  biefc  allgemeinen  ©äftc  unter  S3erüdC* 
ftc^tigung  aQer  SSorauSfegungen,  auf  tütläjt  fte  fid^  ftügen,  in  einem  aä^ 
gemeinen  ©afte  aufammenaufaffen  unb  biefen  atö  (unbemciSbareg)  ^rincip 
(oergl.  ®.  6)  an  bic  ©pige  ber  ganjen  p^qfifalifdien  Sftec^anil  ju  ftcCen,  um 
aus  i^m,  geftüfet  auf  bie  nötigen  S)eftnitionen,  aQe  anberen  ©äge  unb  Siegeln 
^erauletten. 

aWan  beabfid^tigte  babei,  ber  SKed^anil  baS  ®eprfige  einer  bebuftitjen 
aBiffcnfd^aft  au  geben,  aK  beren  SRufter  oor  aÜem  bie  Oeometrie  galt. 
Sine  fold^e  Sttufgabe  ift  für  bie  ma tl^emotifd^e  (reine)  ärted^anil  ftc^er 
burc^f üf)rbar ,  ba  man  l^ier  jebe  Sücfe,  bie  ftd^  itXQt,  bnxd)  eine  geeignete 
S)efinition  fd^Iie^en  lann,  für  bic  pl^qfüalift^e  SRed^anil,  meiere  auf  bie 
3lu^enroclt  anroenbbar  fein  foll,  ift  fie  ni(^t  a"  löfen,  ebenf omenig  mie  für 
bie  $^r)fif  felbft,  l^ier  mirb  man  oielmel^r  immer  mieber  von  gaU  au  gfall 
auf  »eobai^tung  unb  JBerfud^  aurüdge^en  muffen. 

2)ieg  gilt  natürlid^  aud^  im  befonbern  für  bie  ted^nifd^e  äßed^anif, 
beren  frud^tbare  Sntmidelung  in  ben  legten  jjal^rael^nten  gerabe  mit  barauf 
beruJjt,  ba^  man  bie  Xfjeorie  immer  oon  neuem  burc^  Seobad^tungen  imb 
SSerfud^e  geprüft  unb  berichtigt  l^at. 

S8on  ben  allgemeinen  ©ä|cn,  meldte  mir  benugt  ^aben,  ^at  baS  Sßrincip 
von  b'SIIembert  m)d^  am  meiften  baQ  Oepräge  eineS  folc^en  umfaffcnben 
SßrincipeS,  faUS  man  ba8  5ßrincip  be§  Parallelogramms  unb  ba^ 
$rincip  ber  ^aarmirfung,  melc^  lefttereS  ja  baS  Sßrincip  ber  Se^arrung 
(Srögl^cit)  umfaßt,  in  i^m.  mit  entl^alten  benft. 

Unter  biefcr  SSorauSfegung  ocrbinbet  baS  $rincip  oon  b'SlIembert  bie 
beiben  fjormen  ber  flraft,  meldte  fic^  a^ig^"/  ^i^  linetifd^e  unb  bie  ftatifc^e. 
ffig  ift  in  biefem  ©inne  ein  ^JJrincip  oon  ber  Srl^altung  ber  Straft  2),  baS 
SBSort  ^Äraft*  in  fdEiarfer  begriff lid^er  SScftimmung  genommen,  infofem  eS 
Iel|rt,  bie  fc^einbar  oerlorene  ftatifc^e  Äraft  in  ber  Semcgung  unb  bie  fc^ein« 
bar  oerlorene  Itnetifc^e  Jlraft  im  QnQt  unb  im  SDrudtc  mieberaufinben,  fo 
ba^  ©tatif  unb  Äinetif  in  engfte  Seaie^ung  treten. 

2:§atfäd^lid^  laffen  ftd^  aud^  auS  bem  5ßrincipc  oon  b*SB[Icmbert  bie 
aßgemeinftcn  ©leid^ungen  für  bie  SSel^anblung  materieller  ©gftemc  l^erleitcn, 
meldte  atö  bie  (Sleid^ungen  oon  Sagrange  beaeid^net  merben. 

gür  freie  ©gfteme  mürbe  bie  Ableitung  bereits  auf  @.  346  gegeben. 

gür  ©gfteme,  in  meieren  einaelne  materielle  fünfte  befonberen  Se* 
bingungen  untermorfcn  finb  (gmang  oon  fluroen,  Dberflöd^en  u.  f.  w.),  gelten 
natürlicf)  bicfelben  ©Icid^ungen,  falls  cS  gelingt,  bie  SBebingungen  bur^  Jlröfte 
auSaubrüden. 

3luc5  bie  S)urdE|fü^rung  bicfer  allgemeinen  3lufgabe  oerbanft  man  2a* 
grange;  feine  ®arftettung  ift   fe^r  ^medma^xQ  für  eine  SRei^e  oon  piraf* 


0  ©0  f)at  a.  ®-  ßagrange  baS  Sßrincip  ber  oirtuellcn  SBerrücfungen  an  bic 
Spifee  geftcUt. 

*)  S)afj  in  bcm  Ba^t  über  bie  Jöejic^ung  oon  (Snergtc  unb  9lrbeit  unb  in 
btvx  ©afee  oon  ber  ©rl^altung  ber  dnergic  urfprtinglid^  ftatt  bcö  SBorteg  ^©nergtc* 
ba&  äöort  ^Shraft*  gebraucht  mürbe,  l^at  mit  obiger  S)arfteIIung  natürlid^  nid^tS 
au  tl^un. 


§  110.]         ^incipien  bet  ^namit  beatv.  bet  p^Qftfalifd^en  WHz^aml, 


733 


tifd^cn  SlufgaBcn,  unter  bcncn  bie  Unterfud^ung  bcr  Seiocguttg  einer  Olode 
unb  il^reg  flldppelS  unb  ber  entfpred^enben  SReoItbnen  an  ®Io(!enftüf|Ien  be^« 
fonberS  l^eroorgel^oben  werben  mag. 

S)ie  ®(ei(^ungen  üon  Qagrange  ^ai  Hamilton  n)teber  5U  einem  jiem^ 
Iv^  umfaffenben  principe  juf ammengeaogen ,  baS  fe^r  frud^tbar  ift,  freilid^ 
tix^t  Bei  Snnjenbung  elementarer  SKetl^ioben. 

2)agegen  I&^t  \xä)  ein  anbereS,  oon  ®au^  eingefül^rteS  ^rincip,  ba% 
5ßrincip  beS  fleinften  QvoanQZ^,  roeld^eS  gleid^faÜS  bie  ®Ieid^ungen  t)on 
ßagrange  umfaßt,  auc^  bei  elementarer  SSel^anblung  gelegentlid^  mit  SSorteil 
anmenben. 

SHefeS  $rincip  lö^t  fiij  folgenberma^en  barfteHen. 

SBenn  ein  materieller  $unlt  oon  ber  3Kaffe  (i,  ber  einem  ©gftem  an* 
gel^ört,  in  ber  Qtxt  t  bie  SSerlegung  [AB]  fjötte,  faHg  er  frei  märe,  t^at* 

3eit  r  bie  Verlegung  [AB']  erleibet,   fo  fteHt  bie 

Sig.  523. 

A 
fi 


f&d^ti(^  aber  in  biefer 

glg.  522. 


Verlegung  [BB']  =  [z]  ben  QxDaxiQ  bar,  rocld^em  feine  Sa^n  innerhalb  ber 
Seit  r  unterliegt  (oergl.  fjig.  522).  S)rü(ft  man  biefen  gmang,  meld^r  in 
p^oranomifc^er  ©infid^t  bur(^  [z]  auSgebrüdft  mirb,  in  bgnamifd^er  ©infid^t 
mit  ®au^  burd^  (iz^  au8,  fo  ift 

^=^1^1'  +  l^i^i  A 241) 

ber  QtoanQ  eineS  materieQen  ©gftcmiS. 

S)a8  ^ßrincip  non  ®auft  fagt  nun  au8,  ba^  bie  t§atfä(^Iid^en 
Sejie^ungen  fid^  oon  allen  möglid^en  ajejie^ungen  baburd^  unter* 
fd^eiben,  bafe  für  fie  ber  SwariQ  Z  in  jebem  S^itelemente  ein  3Kini* 
mum  ift. 

S)abei  ift  bie  Sebingung  ber  Siul^c  ju  erfd^Iie^en,  inbem  man  fie  aK 
®ren3fall  ber  SBemegung  auffaßt. 

8IK  Seifpiel  biene  junöt^ft  bie  Seftimmung  ber  Sefd^Ieunigung  für  bie 
Semegung  auf  einer  fd^iefen  Sbene,  3ft  x  biefc  Sefd^leunigung,  fo  ift  (oergl. 
gig.  523)  ber  SBeg  o^ne  S^^ong  AB  =  }^gz^,  ber  SBeg  mit  S^^öng 
AB'  =  \xxK    aßan  I|at  alfo 

Z  =  ^z^  =  4^^*b^  +  a;2  —  2gxsina\ 

3)a  {Lz'^  für  x  =  gsinn  ein  SKinimum  mirb,  fo  ift  gsina  bie  t^at* 
födfjlid^e  äefd^leunigung  für  bie  fd^iefe  Sbene. 

®e^t  man  oon  einem  guftanbe  ber  3hi^e  au8,  fo  mu^  gsina  =  0, 
b.  ^.  a  =  0  fein,  fallS  feine  Semegung  eintreten  foU. 

3lte  nöt^fteS  SBeifpiel  biene  bie  Unterfud^ung  ber  Semegung  cineS  jmei* 
armigen  ©ebel«,  mie  i^n  gig.  524  (a.  f.  S.)  aeigt.    äBir  ge^en  oon  ber 
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[§  110. 


lünftltc^  l^ergefteüten  Slu^Iage  a\i&,  in  ber  ber  Hebelarm  iDagerec^t  fielet. 
3ft  bie  äBmteI6efc|Ieumgung  fftc  bie  begtnnenbe  SetDegimg,  fobalb  ber  ^el 

Sig.  524. 


frei  gelaffcn  roirb,  v,  fo  ift  ber  SBeg  ^5'  für  bie  bargcftcHte  ©re^ung  in 
jroeiter  Slnnöl^erung  afö  Ipir^,  ber  SBeg  AB  olS  J^r^  anaufcftcn,  fo  ba^ 
für  ^ 

an^ufcftcn  ift.    ffibcnfo  folgt  für  Ä 


2pigcosj\ 


^Z' 


-tH' 


^^^  +  ^^  +  2pigcos 


Pp2  _}_  paps 


S)cmnaci^  ift 

a)a8  aJlinimum  tritt  ein  für 


) 


+  9(P  +  P)  —  2100810^—^^)1 


Pp  —  Pp    ,^.  « 

= €08 -;r 


P  F 


S)er  ®rcn3ü6ergang  liefert  für  lim  6  =  0 

_    Pp  —  Pj> 


— -     / 


P  P_ 


Mo 


b.  ^.  man  erl^ält  bie  belanntc  gormel  roieber,  roeld^e  t  =  ^  entfprid^t. 

Soll  feine  Scroegung  av&  ber  oorauSgcfcftten  3tuF|cIage  eintreten,  fo 
mufe  rp  =  Pp  fein. 

3II8  IcgtcS  Scifpict  bienc  bie  Setrad^tung  eincS  pcnbcinben  ÄörperS. 
ein  $un!t  P  bcS  ftörpcrS  (ocrgl.  gig.  625)  oon  ber  SOlaffe  /i  ^ötte  al8  frei 
fd^roingcnbeg  gabenpcnbcl  bei  bcm  Slu^fdjtage  a  bie  Xangentialbcfd^leunigung 
gsina,  roö^renb  er  t^atfärf)Hd^  bei  einer  augenblidflid^cn  SBinfclbefc^Icunigung  v 
bie  Sangen tiolbefc^lcunigung  n  I|at.  gfür  ein  S^itelement  r  entfprid^t  ber 
Scfc^Icunigung  gsina  auf  ber  Sal^n  ber  SBeg  \gsinax^,  ber  a3efc^Ieunigung 
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giß.  525. 


rv  bcr  SBcg  Jrtr»,  fo  ba^  ^ter  bcr  QwaxtQ  m  pl^oronomifd^er  §mftd^t  burt^ 
Jr2(r;stna  —  rt)  unb  in  bgnamtft^cr  ^inftd^t  bnväj  JftT*(^sma  —  rt)« 
botgefteQt  mitb.    f^ür  ben  Jtorper  mu^  alfo 

ein  aninimum  fein.    ®a8  tritt  ein  für 

gE  iirsinu 

SBegeid^net  man  ha^  ©ennd^t  beS  StörperS  mit  6r,  ben  SIbftanb  beS 
©d^merpunheg  S  oon  ber  2)re{|unQi^ad^fe  mit  s  unb  bie  9lbroeid^ung  ber  (Seraben 
A  S  oon  bcr  SSertilalen  burc^  d',  f o  tft  für  bie  äugen« 
bliddic^e  Stellung  beS  $enbel8  bie  Sage  beg  ©d^mer* 
punfteS  gegen  bie  SSertifalebene  ÄV  beftimmt  burt^ 

—  •  (ssind')  =  2Jii(r8ina), 

äRan  l^at  alfo 

G{ssin%^ Mo 

b.  \),  man  erhält   für  bie  Seftimmung  ber  SBinfel« 
befd^teunigung  bie  befannte  gormel  mieber. 

Soll  au8  einem,  not^  gu  beftimmenben  3"* 
ftanb  ber  3lu]^e  leine  Scroegung  eintreten,  fo  mufe 
jtfb  =  G^  (s  sin  %)  =  0  fein,  b.  1^.  eS  mu^  -ö"  =  0  fein. 

©a8  ?ßrincip  oon  ®au^  ^at  ebenfo  mie  ha^ 
^rincip  oon  ©amilton  unb  haS>  früFjer  aufgefteHte 
$rincip  ber  fleinften  SBirfung  infofern  ein  befonbereS  Oepräge,  alS  e8  bie 
t{|atföc^Iid^en  Segiel^ungen  a\x%  allen  mdglid^en  äSegie^ungen  bu.rc^ 
SBeftimmung  eineS  äßinimumS  (ober  SRajimumS)  auSfd^eibet. 

SS  fielet  in  na^er  SSermanbtfc^aft  gu  bem  principe  ber  fd^nellften 
Sttnlunft  (oergl.  ©.  290),  meliieS  bie  ßic^tbemegungen  be^errft^t. 

5Kan  ^at  au8  ber  Sjiftenj  berartiger  5ßrincipten  auf  eine  beftimmte 
Smedfmö^igfeit  in  ber  (ginric^tung  ber  Slufeenroelt  fd^tie^en  motten. 

Äein  ©eringerer  aI8  (Suler,  bem  bie  SRed^anif  fo  oiel  oerbanft,  fagt 
gelegentlid^:  ,2)a  nömlid^  bie  Einrichtung  ber  gangen  äBelt  bie  oorgügtid^fte 
ift,  unb  ba  fte  oon  bem  roeifeften  ©c^öpfer  ^erftammt,  mirb  nichts  in  ber 
SBelt  getroffen,  morauS  nid^t  irgenb  eine  SKajimal*  ober  SKinimaleigenfc^aft 
^eroorleuc^tcte;  beä^alb  fann  fein  3"5^ifcl  bcfte^en,  ba^  atte  SBirlungen  in 
ber  aSelt  ebenfomo^I  burt^  bie  aJlet^obe  ber  SRajima  unb  aJlinima  auS  ben 
3me(fen  mie  au8  ben  mirfenben  Urfac^en  felbft  abgeleitet  merben  lönncn." 

Sine  genauere  Setrad^tung  bicfcr  5ßrincipien  geigt  aber,  bafe  bei  i^rer 
gaffung  Icbiglic^  eine  fjorm  gemäf)It  morbcn  ift,  meiere  ebenfo  leicht  oer* 
mieben  werben  !ann. 


736  2)rttter  8lbfd6nltt,    »ierteö  ftopttel.  [§  110. 

©0  fdEieint  [xd)  j.  8.  baS  ßid^t  nur  auf  SBcgcn  lüräcftcr  3^^  auSju* 
breiten,  tvä^renb  ed  fic^  t^atfö(!^Iic{)  auf  allen  möglid;cn  SBegen  ausbreitet, 
unb  stoax  \o,  ba^  ftc^  bie  äBeQen  auf  jenen  befonberen  SBegen  uerft&rfen 
unb  bemnad^  bort  für  baS  9(uge  fid^tbar  nierben. 

©0  lö^t  ftd^  baS  5(}rinctp  oon  (Sauft  avi^  bcm  5ßrincipc  oon  b'3llembert 
ableiten,  unb  umgefel^rt  0- 

SCrogbem  tft  bie  befonbere  Raffung  ber  5ßrincipien,  in  roeld^en  eine 
2BlapmaU  ober  SKinimaleigenft^aft  auSgefprod^cn  rairb,  bei  beren  SScnüenbung 
gelegentüd^  t)on  3Bert,  me  bie  oben  gegebenen  Seifpiele  geigen.  ®ie  fagen 
aber  in  ber  befonbercn  S^ff^^fl  iiid^tö  3leueS,  b.  §.  fxe  fügen  nid§t§  ju  ber 
allgemeinen  Suffaffung  l^ingu,  roeld^e  burc^  bcS  $rincip  beS  ^arallelo* 
grammS,  bad  $rincip  ber  $aarn)ir!ung  unb  baS  ^rincip  x>on  b'9IIem« 
ber t  im  SSerein  mit  ben  gugel^örigen  S)efinitionen  beftimmt  mirb. 


')  S^ergl.  bogu  ©d^efflerS  Slbl^anbUtng  in  B^VSmxl^»  3eitfd^r.  f. aJlat^ematü , 
III  unb  aJlad^S  aJled^ontf,  j^apttel  3  unb  4. 


|t^n)m^un0cn  iet  |tinrtitt  hes  ftatxtn  Itdrp^rs. 


1,  '$itti  ))I|qfif<^t  ^enbel.  Sin  Störpex,  bec  um  eine  I|ongonta[e  Sld^fe 
©c^mingunflen  noCfü^rt,  roirb  oIS  p^qp!^!^  Sßenbd  Bejeii^net.  5Dlan  Ctettt 
frine  ^ßevotgunQ  am  Beften  bat  buidi  Sieigleic^ung  mit  einem  entfiirei^ben 
mat|ematif[^en  $enbel  oon  gleicher  ^tnlelbeft^Ieunigung. 

3n  gig.  626  a  gilt  für  ben  penbeinbcn  Äörper,  beffen  Slc^fe  Bei  A  bira^s 

treten  mag,  toflfiienb  S  feinen  ©i^neipunft  bejeüfinet,  gemflg  ^ormel  3tr.  192) 

_  ^  _  6  .  j)  _  G  .s  .sin(p  Sifl-  526 a 

'  ^  Ir  "     It     ~"  Sr 

3n  gig.  626  b  gilt  für  baS  Söben« 
penbel 

g  sin  93 

äluS  ben  beiben  ®lei<f|ungen  folgt 

l  =  -;-'-" ,   b.  5.  giebt  man  einem 

gfobenpenbel  bie  tiiermit  beftimmte 
SAnge,  fo  flimmt  feine  9Bin!elbefif|Ieus 
ntgung  übeietn  mit  ber  9Bin(e[befct)Ieui 
nigung  beS  »orgelegten  penbetnben 
AeipeiS. 

Süfttt  man  bie  Waffe  Jlf  =  —  ein,  fo  ift  l  = 
9 

@iebt  man  bei  @eraben  ^jS  beS  {tSipecS  biefelbe  9Infang8lage  tuie  bem 
S|Jenbelfoben  A'B',  3.  SB.  beibe  Sülale  einem  SluSfiilüfle  oon  5"  nai^  linl8  ent« 
fpiedfenb,  fo  ftimmt  bie  Semegung  oon  ^5  genau  fiberein  mit  ber  äJetoegung 
Don  A'B'.  S)a  nun  bie  S)auer  einer  vollen  Sc^mingung  ffir  boS  gaben« 
penbel  (oergl.  ©,  177)  angenähert  beftimmt  ift  buri^ 


-.2it 


11 


fo  gilt  für  bie  ©diroingungSbauer  beS  penbelnben  ftörperS  angenähert 


'Q 
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IMütx  «bfd^mtt    SHerted  AopiteL 


[1. 


tDobet  6r  unb  if  beffen  ®ttDÜ^  unb  äRaffe,  Xr  beffen  Xr&gl^ettömoment  füt 
bie  9ld§fe  burd^  Ä  unb  «  ben  8lbftanb  feineS  S  Sc^merpunlteS  oon  ber  9I(^fe 
beaeid^net 

Shtrd^  Umleitung  ber  %otxml  9h.  242)  lann  man  ha^  Xrag^ettömoment 
Xr  burc^  ben  9krfuc^  beftimmen,  inbem  man  bie  @(!§mingungSbauer  T  ^t\U 
fteOt;  man  ^at 

2)abet  t[t  ber  äßert  bed  SRomenteS  Q  .  s  gem&g  gfig.  527  ju  beftümnen, 
nad^bem  man  bie  ßage  von  P  auf  ber  SBerlängenmg  oon  -äS  für  bie  Slul^es 

läge  beS  penbeInben  ftdrperS  f eftgefteUt 
l^at;  man  ^at 

a  .8=  Q  .q. 

Irägt  man  A'-B'=  ?  auS  gig.  626  b 
auf  ^S  in  gfig.  526  a  auf,  \o  ba^ 
AB  =  l  ift  fo  l^eifet  B  ber  Sd^min* 
gungSpunIt  beS  penbeInben  StörperS, 
mö^renb  l  felbft  feine  rebujierte 
^enbellönge  genannt  mirb. 

Qä^t  man  ben  Stdrper  um  eine 
Sd^fe  burc§  B  fd^mingen,  meldte  ber  äd^fe  burd^  Ä  parallel  ift,  ifo  ift  bie 
rebuaierte  ßönge  l  für  bie  neue  Sld^fe,  in  SBegug  auf  meldte  baS  Xrögl^eitg* 
moment  Ir  fein  mag,  gegeben  afö 


Tx 


M(l  —  s) 

äSeaeid^net  man  baS  Xrögl^eitönu)ment  für  eine  paraOele  Sld^fe  burd^  ben 
©d^merpunlt  S  burd^  Zi^,  fo  ift 

Zx  =  Zxo  +  s^M    unb    Zx  =  Xxo  +  0  —  syM, 

b.  ^.  man  l^at  

Xr  =  2:r  +  {P  —  2l8)M. 

S)a  %x  =  IsM  unb  Sr  =  T(l  —  s)M  ift,  fo  folgt  baxavS 

T(l  —  8)M=  UM  +  (Z2  —  2ls)M 
ober 

l{l  —  s)  =  1(1  —  s), 
b.  f).  eg  ift  l  =  l 

S)er  penbcinbe  flörper  ^at  alfo  für  bie  Sld^fen  burd^  Ä  unb  burd^  B 
biefelbe  rebujicrte  5PenbeIlänge ,  alfo   aud^  bicfelbe  ©d^mingungSbaucr. 

©teilt  man  bie  Sage  oon  B  burd^  Scrfud^e  feft  (Umbre^ungSpenbeQ/  fo 
ift  AB  =  l 

S)enft  man  s  oerdnberlit^,  fo  ift  aud^ 


%x       Zxo 


Ms        Ms 


+  s 
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oetAnberlit^    ^^vt  man  noc|  ben  XtAglieitSann  ^i,  für  Xig  ein,  fo  ba{t 


+  «. 


SDlon  l^t  l  =  OD  für  s  ^  0  utib  für  s  =  oo,  rofi^tenb  fOt  s  =  Po 
baS  Sninhnum  von  I  im  äSecte  non  l  ^  2  pg  eintritt,  tute  man  unter  anberem 
bei  grapl)ifd|et  2>flrfteIIunfl  bn  ^gperBel  (I  —  8)8  =  g^  leidet  fle^t. 

S)emna(^  ^at  audi  bie  @(^n>ingungSbauei  ein  ÜRinimum  fQr 

530  I  =  2e(  ip  fßt  s  =  Po-  fo  tft  ^er  I  —  s  =  Qt,  fa.  ^  man  ^t 


l  - 


-  Po- 


Sd^IAgt  man  mit  po  um  S  in  ber  <Sbem  ber  Qäi^mmQ  ber  gtg.  626  a 
einen  ftreis,  fo  lö|t  ficEi  biefer  auffoflen  afS  bie  Shm^bringung  eine«  Etilinbewg, 
beflen  Seiten  ber  9li^fe  buiifi  A  parollel  fmb.  gür  jebe  ©eite  biefeS  Eglin» 
berS  .als  S)re^ungSac^fe  geigt  bei  penbeinbe  ffSrper  bie  minimale  @(!^mingutigS» 
bauer  Jg. 


t  anbere  SBeite  oon  I  bejm.  T  finb  s  unb  I  —  s  oerft^eben,  fo  ba§ 
eS  aniei  iheife  Bon  ben  Slobien  «  imb  I  —  s  um  S  giebt,  für  reelle  bie 
entfpret^enben  3I(^fen  gu  bemfelben  Sßerte  oon  T  führen. 

gür  einen  piiSmatifc^n  ©tub  oon  ber  QAnge  a,  bet  an  einem  ffinbe 
aufgehängt  ift,  I|at  man  3.  S. 


%io  = 


12 


unb    %v  = 


12 


«»  +  Jtf^ 


Jf 


unb  ferner  s  =  -^  ■    $ier  ift  atfo 


i  =  -^ =  s^    unl»     '  —  8  =  J  a, 


740  XirUtet  «bf^nitt.    «tcrttS  ftapltel.  [I. 

3n  giß.  528   (a.  o.  @.)  tft   (ür  bie  fflf^fen  bun§  A.  B,  B.  A.   \mU 
red)t  jut  Sbene  ber  ^^ufinung,  bie  ©«^ivingungSbauer  7  biefelbe  unb  jniar 


)^9 


SM  (f^  =  ^-<ß  tft,  (o  tiefem  bie  «c^fen  but^   Cy   unb    C;,   faOS 
SC^  =  SC,  =;  Po  ift,    baS    Snimmum    bet  @<^nringung8bauer ,   nanilii^ 

güi  eitw  ie($te(ftge  Patte  (oetgl.  gtg.  529),  iiielc^  um  9Id|fen  fentiedit 
ju  i^iei  Q6ene  fdirtringt,  gilt  golgenbee.    Sllan  ^at 

Xr,  =  ^  itf  (a'  -t-  bi)  =  X  Kdi,    . 
giß.  530.  Slg.  531. 


falle  man  bie  SHogonale  burcQ  d  bejctt^net,  unb  e&enfo  p,  =^  -^  ^3.    gfii 


eine  ffli^fe  buw^  A  ift  %t  =  ,\M(a^  +  4  6«)  unb  s  = -^,  \o  bofe  flilt 


JU". 


66 
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gar  eine  keiSförmige  platte  (oecgt.  gig.  630),  roeldie  um  3ti^fen  fenN 
tei^t  3U  tf|Ttr  Sbene  f(^niinet,  gilt  goIgenbeS.    3Ran  ^at  Xr^  =  ^Mr^  unb 

ebenfo  et,  =  ^i^.    gür.  eine  att^fe  bur(^  .4  ift  St  =  fJtfr»  unb  s  =  r, 

fo  bafe  gilt 


I  ^ 


unb    l  - 


Um  Ito  butdi  SBetfudie  ju  beftimmen,  beftimmt  man  %x  für  eine  9I(f)fe 
burt^  A  unb  erhält  SCr,  =  Sc  —  s'M. 

3nug  man  mit  einer  9Iif)fe  burt^  5  aibeiten,  meit  fidi  in  feinem  fünfte 
A  beS  AörperS  eine  Slifife  anbringen  Id^t,  fo  oerbtnbet  man  ben  Aörpei  mit 
SHoffen  oon  befannten  IrögfieitSmomeiiten,  wie  eS  gig,  531  jeigt. 


2.]  %nn»nt)unsen  bei  ffinetU  bte  \tarctn  SSipeiS.  741 

$ter  ift  für  eine  Sld^fe  buti^  S  onjufeSen 

Ir  =  Sro  +  fmJJ*  +  «(ü  +  r)», 

falDS  man  bie  SRaffe  bei  Ilmgugeffigten  .^OlfSIuget  oom  iRobiuS  £  bur({j  m 
iiejeii^net. 

9IuS  bet  Seobai^tung  bei  Si^nringungSbauei:  folgt  St  unb  barauS  buidi 
9te<^nung  2:1^. 

2.    Sie  {Biegt.    Sin  SIbfdinitt  einer  jhtgel  ober  eineS  Sqlinbeig  mag 
buid^  einen  Slnfto^  avS  feiner  9hi^elafle  ouf  einei  ^onaontafen  Ebene  enl* 
fenrt- nietben,  fo  bpfe  er,  fiäj  nitegenb 
D^ne  ju  gleiten,  @(^roingungen  ooü'  ^'B-  532- 

fa^rt,  mie  eS  gig.  532  anbeutet. 

SBejev^net  mon  für  ben  Sc^nieie 
punit  S  bie  ©efc^roinbigfetlen  bei  Ser« 
fcfiiebung  unb  ber  S)ief)unB  bejro.  mit 
[*]  unb  [tp],  fo  erfifilt  bei  augenblid' 
(idie  Sli^punh  £  buii^  bie  Sie^ung 
um S  bie  ®efd|n)inbigfeit  SB .g)=p.fp 
unb  bur<$  bie  Sßerf^ie&ung  oon  S  bie 
®ef(^inbig(eit  t>.  2)a  B  für  einen 
geitpuntt  in  SRu^e  ift,  fo  muffen  ficfi 
[v]  unb  [p<p]  für  B  jeiftflien,  nrie  eS 
giß.  532  für  ben  Eingang  (na(^  reifitS) 
beS  ftörperß  jeigt. 

^t  bie  urfprünglidie  ESeitifoIe  MB"  gegen  i^ie  Siu^elage  einen  SuSfc^Iag 
e,  fo  ift  jt«  ^  r»  +  e*  —  2  re  cos  e,  fo  bofi  »*  =  ip^  (t-a  ^.  ^a  —  2  re  cos  e)  ip. 

Semnad)  tft  bie  (aEtueQe)  Snergie  beS  flBiperfi  füi  bie  Stellung  s  ge« 
geben  oIS 

iMv"  +  i^r?»»  =  -i9»[jlf(r"  +  e«  _  2recose)  +  It]. 

S)iefe  Sneigte  loiib  ju  9IulI  für  ben  gc3^en  SluSfd^Iag  beS  ftÖrperS 
(notfi  reiitS),  ber  für  e  =  a  eintreten  mag,  roobei  er  in  biefet  Stellung  « 
pr  Umte^r  tommt. 

2)ie  9Iibeit,  raeldie  ^mifi^en  ben  Stellungen  c  unb  «  buidi  bie  äu^en 
ftrflfte  geleiftet  roirb,  lö^  fläi  leicht  betedinen,  ba  bie  SReatttonen  in  B  bei 
einer  reinen  StoQbemegung,  mie  mir  fie  twiauSfegen,  feine  9Irbeit  leiften. 

S>ie  $ö^  befi  ®[^n»rpun(teS  S  flbei  ber  ^rijontalen  ift  für  bie 
Stellung  c  gegeben  als  r  —  e  .  cos  s,  \o  ba^  er  oon  bei  ®te0ung  g  biS  pr 
Stellung  «  um 

(r  —  e  .  cosu)  —  (r  —  ecosc)  ^  e {cos B  —  cosa) 
fteigt 

3>ie  Hrbeit  be8  ®tm\^te8  Mg,  loeli^e  für  ©cnlungen  pofittD  geredEinit 
nritb,  ift  otfo 

—  Mg  (cos  e  —  cosa)  .  e, 

mö^renb  bie  entfprec^enbe  ^nberung  ber  Geneigte  als 


742  S>tittet  S^fd^nitt    S^erted  Stcqnttl  [3. 

0  —  ^q>^[M(r*  +  e^  —  2recoss)  +  Xi] 

befttmmt  x\t    2)er  SBergleid^  beiber  Sludbrüde  liefert 

j 2  Jlf  ^  .  (cos  B  —  cosa)  .  e 

^   ~  M(r^  +  e*  —  2reoo8s)  +  Zx 

uttb  bamit  aud§  t;  =  p  9). 

gür  fi  =  -f  a  . . .  0  , . .  —  a  tft  bejn).  9"  =  0  ...  «i«  ...  0,  roobei  w» 
baö  aHajimum  oon  (p^  baxfteHt. 

gür  Heine  SBerte  oön  a,  toeld^e  aud^  Heine  SBerte  oon  a  nad^  ftd^  äie^en, 
ift  bie  ftfammer  he^  9lennerl^  bacfteHbor  afö 

r»  4-  e»  —  2re(l  —  ^  H )  =  (^  —  «)*  +  re  .  s^  ... 

$ier  fann  man  re  .  s^  gegen  (r  —  c)»  oemad^Uf ftgen,  njö^renb  im 
Söller  bie  ffintmidtelung  ber  SHammer  cos  s  —  cosa  ju  Ka^  —  e^)  fül^rcn 
mürbe. 

gür  Heine  ^ilugfd^Iöge  gilt  alfo,  folls  man  Zt  =  q^  .  M  unb 

(r  -ey  +  Q^^^ 
q>^  =  "Y  (cosB  —  cosa). 

V 

®iefe  Oleid^ung  ftimmt  aber  genau  übercin  mit  ber  entfpred^enben  ®Ieis 
(^ung  für  ein  motl^emotifd^eS  $enbel  oon  ber  ßönge  l,  beffen  ©d^mingungS* 
bauer 

r=2;rl/l 

tft  r  «7 

Semgetnfi^  gilt  l^tec 


=  2.|/^ 


—  e)2  +  9= 


S)er  gange  SJorgang  löfet  fid^  alfo  fo  auf f äffen,  als  mcnn  ein  5ßcnbel 

oon  ber  ßönge  l  um  ben  bemeglid^en  5ßunlt  B  feine  ©c^roingungen  ooHfül^rtc. 

2)amit  ftimmt  aud^  folgenbe  SSetrad^tung  überein.     SBenbet  man  bie 

(Steigung  t  =  -^  für  5  aK  S)re]^punft  an,  fo  gilt 

(Mg)  .  estnfi 

*  "~  SCr  +  pa  .  jif  • 

gür  Heine  äuSfd^Iöge  ift  pa  ^  (r  —  e)«,  fo  ba^ 

^  =r=  ^ — ober    jT  =  GO  =  ö's^na 

ift,  momit  roieber  bie  gormein  beS  $ßenbeK  erreid^t  fmb. 

3.    Umfaüen  eiued  fenfrec^tett  Stobed*    @in  @tab  OA  mag  in  0 
burd^  ein  ®elenf  bcfcftigt  fein,  mie  eS  gig.  533  geigt.    SBir  motten  feine 


3.] 


^(ntDenbungen  ber  5Hnetil  htS  ftarren  ildrpetS. 
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Sctocgung  Bctrad^tcn,  toenn  er  aviS  bcr]  fenlrcd^ten  Sage  bc8  (unftc^cren) 
®Ietd^gen)td^te9  burd^  einen  Seinen  Slnfto^  jum  UmfaQen  gebrad^t  xühb. 


Sejeid^nen  mx  baS  Xrög^eitö« 
moment  für  bie  Sld^fe  bin:d^  0  mit 
Ir,  fo  flnb  SBinlelgefc^wtnbigfeit  (p 
unb  SBinlelbefd^Ieunigung  t  für  bie 
Stellung  a  gegeben  burc^ 

^922:^  —  0  =  Gs(l  —  cosa) 

unb  burd^ 

Gssina 


Sig.  533. 


»►X 


S)te  SReaftiönen  [IT]  unb  [F] 
oon  0  laffen  ftd§  nad^  bem  principe 
oon  b'9llembert  beftimmen,  gemöft 
nielc^em'  baS  ©gftem  ber  äußeren  Äräfte  (G,  V,  H)  bem  Softem  ber  Sffeltip«. 
fräfte  gteid^mcrtig  fein  mufe. 

©emöfe  bcn  gormein  Sßr.  107  a),  bei  beren  SSermenbung  ju  bead^ten  ift, 
bafe  bie  S)re]^ung  in  fjig.  683  umgele^rt  erfolgt,  atö  in  gig.  216  (Kt 
med^felt  bie  9Kd^tungl),  gilt 

E=—  (p^M^  +  iMri 
—  G  +  V=—q>^Mfi—  lM^ 

S)abei  ift  §  =  s  sin  a  unb  ly  =  scos  a,  f 0  ba^ 


_        2Gs(l  —  cosa) 


H=  — 


2r 


M  .  8  sin  a  + 


Gssina 

2r 


ilf  .  s  cos  a 


unb 


Gs^M  .      ,^  ^, 

=  —^ —  stn  a(Scosa  —  2) 

_        „        2gs(l  —cos«)     ^ 

Xx 

=  (?  Fl  —  ^^  (1  +  2cosa  —  3  cos^a)] 


Gssina 

Zx 


•  M ,  ssina 


ift. 

gfür  a  =  0  ift  H=0,  ebenfo  ift  H  =  0  für  cosa  =  f ,  b.  ^.  für 

a  n^  48®  10'.    gür  a  >  ä  mirb  iT  negatio,  fo  ba^  [H]  oon  a  =  0»  . . .  ä 

nad^  red^tS  unb  bann  nod^  linK  gerid^tet  ift;  für  a  =  90^  b.  1^.  beim  Sluf» 

fd^Iagen,  tft  H  = ^^ . 

3m  ®ebiete  a  =  0<>  . . .  ä  fyii  H  fein  aUayimum  für  a  /^  26»  40'  00m 

^        ^^,     Gs^M 
SBerte  0,31  •  -^—  • 

gür  a  =  0  ift  V=  G,  für  a  ^  70°  30'  l^at  F  ein  SBinimum  oom 

SBerte  (^(1-1^.    gür  «  =  90®  ift  F=  6^(l  -  ^.  • 


S)iefe  Setrod^tungen  laffen  fi(^  otjne  mcitcreS  auf  eine  platte  übertragen, 
meldte  um  eine  l^orijontale  9I(^fe  umfc^Iagt. 
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[3. 


3ft  bcr  ©taB  bei  0  nid^t  bitrd^  cm  ®elen!  befefttgt,  fonbem  in  einer 
@(Ie  aufgefteUt,  fo  gilt  obige  93etrad^tung  big  gu  bem  $untte,  n)i)  H  negotip 
nrirb  (ä  ^  48^10')  beanj.  wegen  be§  8luftreten8  ber  Sfteibung  no(^  etmoS 
meiter,  xo&^xmb  bann  ein  äludgleiten  beS  unseren  StobenbeS  nac^  rec^tö  l^in 
erfolgt  fö  ba^  ber  ©tab  etoa  in  ber  Sage  O'^i'  jur  Sftul^c  toxnxnt 

^aat  enblid^  bie  feitlic^  ftülenbe  äBanb  ber  gfig.  534  fort,  fo  ift  bie 

93erf(^iebung  beS  ©d^nierpunfteS  unb  bie  2)re]^ung  um  biefen  gu  bel^nbeln 

(oergl.  gig.  635). 

Sig.  535.  ^ 

Sig.  534. 


SSegeit^net  man  baS  Irögl^eitSmoment  für  ben  ©d^roerpunft  burd^  Zxq, 

fo  gilt  für  bie  Serfd^icbung 

G  —  V 

Js  =  ' 


unb  für  bie  ©rel^ung 


M 

Vs  sin  a 
Xro 


S)o  baS  ©tangenenbe  0  fid^  magered^t  bemegt,  fo  mu^  für  biefeS  bie 
(fenfeed^te)  SBefd^Ieunigung  ber  SBerfc^iebung  burt^  bie  S)re]^ung  aufgehoben 

tmtben.   SHe  2)re^ung  um  S  giefit  0  bie  SSefd^leuntgung  j  =  st  = 


Sr. 


beren  aSertilaHomponente — = ift.    aWon  ^at  alfo 

x^rn 


b.  ^. 


G  —  y 

M 


V  = 


Vs^sin^a 


ZXc 


a 


1  + 


Ms^sin^a 
Xro 


unb  bamit  ift  j^  unb  i  enbgültig  beftimmt. 

®a  bie  Icbcnbige  ftraft  ber  ©tange  bei  Seginn  ber  SSeroegung  ben  SBert 
SluH  ^at,  fo  ergeugt  bie  Särbeit  Gs(l  —  cosa)  bie  Icbenbige  Shaft  für  bie 
©teßung.  a.  3ft  v  bie  Oefd^roinbigleit  oon  S  unb  (p  bie  SBinlelgefdöroinbig* 
feit  um  S,  fo  gilt  alfo 

Gs(l  —  cosa)  =  iMv^  +  ^Zxoq>^. 
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gür  baS  ©tangenenbe  0  gilt  imeber  i;  =  sqp8tnoe,  fo  ba^  bamtt  t; 
unb  (f  befttmmt  ift. 

S)te  lüagcrcd^tc  ©efd^rainbiglcit  oon  0  ift  im  befonbcm  sg>cosu. 

4«  Sefc^Ittttttgte  Sil^rattBettbettiegitng.  Sine  (belaftete)  @d^rau6e  mag 
bei  fenfred^ter  Sld^fenfteHmig  burd§  il^r  eigeneg  ®emic|t  Q  =  Mg  finlen. 

Um  eine  gleid^förmige  SlbmörtSBemegung  ber  ©ci^raube  3U  crreidöen, 
mü^te  ein  ^emmenbeg  äftoment  t)om  SBerte  (oergL  ®.  574) 

Mo  =  Qrmtg  (oc^  —  9) 

angebrad^t  merben,  mobei  fid^  r^  unb  a»  mieber  auf  bie  mittlere  ©d^rauben:» 
linie  begiel^en. 

göHt  biefeg  3Koment  fort,  fo  mirb  fo  oiel  altueHe  (Snergie  (lebenbige 
ftraft)  erjeugt,  alS  ber  8trbeit  biefeS  l^emmenben  aJlomenteS  cntfpred^en  mürbe. 

S)a  bie  oolle  Umbrel^ung,  für  meldte  bie  Slrbeit  Mo  .  2n  in  Sled^nung 
ju  fteKen  ift,  ber  ©enfung  um  eine  ©angl^öl^e  h  entfprid^t,  fo  entfprid^t  einer 
©enlung  s  bie  3Irbeit 

—  .  2ä  .  Qr„,tg(am  —  q>), 
mofür  man  aud^,  mit  SlüdEfid^t  auf  ä  =  2  jrr«  .  tg  o^,  fd^reiben  lann 

tgoim 
3ft  V  bie  (Sefd^minbigleit  in  SHi^tung  ber  ©d^raubenad^f e ,  meldte  ber 
©enfung  s  entfprid^t,  fo  ift  bie  gugel^örige  SBinIcIgefd^n)inbig!eit  9  beftimmt 
burd^ 

qp  =r  2  Ä   .  -r-       tft. 

©emgemä^  ift  bie  gefamte  altueDe  (Energie,  mel^e  ber  ©enfung  s  mU 
fprid^t 

iMv^  +  \q>^Zx  =  Iv^(m+^'  %xy 

S)a  Ä  =  2jrr«  .  tgum  ift,  fo  ift  ^  =    ,     ,  .      unb  man  ^at,  faß» 

man  bie  ajlaffe  M  für  ben  3lbftanb  fm  rebuaiert,  fo  bafe  2r  =  rA  .  f*  mirb, 
für  biefe  Snergie  ben  SBert 

lv^(M  +  ^  .COt^Un,). 

2)emgemö^  gilt  bie  ©leid^ung 


tga 


m 


Sei  gleid^möfeiger  Sef d^lcunigung  ift  \  v^  —  j  .  s,  fo  ba^  fi^  bann 
.  _  Q  .  tgic^m  —  y)  ■  tgocm  _       igjam  —  y)  -  tgccm 

ergiebi  ^9  ^Cn.  +  ^ 
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9[uS  bem  SBerte  oon  ;  folgt  bann  für  einen  beftimmten  SSert  von  s 

t?«  =.  2  j  .  s. 

3ft  bie  @d§raube  an  il^ren  Hebelarmen  mit  großen  ©c^munglugeln  vtx^ 
f el^,  »ie  eß  3.  S.  bei  ^ßrägemerfen  ber  gaD  ift  fö  ift  M  .tg^a  m  Slenner 

gegen  f(  ju  oemad^Iäfftgen,  bejm.  <^^a^  gegen  -^'j  man  ^at  l^ier 

M 
r 

3fl  8.  S5.  Jlf  =  300  kg,  unb  !ommen  babci  200  kg  auf  bie  ©^nmng* 
lugeln  im  Stbftanbe  20  r«.,  fo  ift  ft  ^  270  Jf,  alfo  -^  ~  270,  möl^rcnb 

*^«a«  für  a«  =  11«  20'  ben  SBcrt.  0,04  l^at. 

SBirb  bie  ©d^raube  nid^t  Icbiglid^  flc^  felbft  überlaffen,  fonbem  a\^tthtm 
im  Sinne  einer  ©enlung  burc^  äußere  Jhftfte  gebre^t,  beren  8lrbeit  81  ift, 
fo  gilt 

^anbelt  eS  fid^  um  bie  oerjögerte  Säemegung,  meldte  eine  ft(^  auf^ 
mftrtS  beroegenbe  ©(^raube  burdE)  i^r  Oeroid^t  erleibet,  fo  ift  in  ben  ents« 
midelten  gormein  (31  =  0)  baS  SSor^cid^en  oon  9?  umaule^ren. 

S)ag  airbcitSoermögen  einer  reibungslos  (9  =  0)  ftnfenbcn  ©d^raube 
ift  ( J  v»  =  ;  .  s)  proportional  3U  j,  b.  1^.  alf 0  für 

i  "^  9  '  —  '  i9{^fn  —  9^)  .  t9<^m, 
r 

proportional  ju  tg  ce», .  ig  a^,    S)emnad^  ift  ber  SBitlungSgrab  l^ier 

tg (ocm  —  q>)  .  tg am       tg{ot„,—  (p) 

tga^  .  tgam  tgotfn 

gür  baS  ©eben  um  bie  ©tredte  s  ift  ber  SBirlungSgrab  in  gleid^er  SBcife 

.       ;  _        tg  «m 

tg{ccm  +  (f)' 

©emnad^  ift  für  einen  gangen  $uB  {Qebtn  unb  ©cnlen)  afö  SBir« 
hmgSgrab 

tgioim  +  fp) 
in  SRed^nung  gu  ftellen. 

gür  a  =  110  20'   unb    (p  =  ÖMO'   ift   <^a  =  0,2   unb   tgq)  =  0,01 

unb  1?  .  ^'  ~  |. 

5»  SBef(^(eunigte  [Rollenbeuiegung«  SS  finb  bie  BemegungSoerJ^dttniffe 
gemäfe  gig.  536  ju  unterfud^en. 

S)aS  ©emid^t  Q  an  ber  lofcn  SftoHe  EG  foQ  bur(^  baS  ©emid^t  P  gehoben 
merbcn.  S)er  ©albmeffer  ber  lofen  SRoDc  fei  rj,  ba^  ©emid^t  berfelben  mit 
gubel^ör  7,  bog  Trägheitsmoment  Xx^,  Ser  ©albmeffer  ber  feften  SRoHe 
ÄJB  fei  rj,  baS  ©emid^t  berfelben  mit  Qubef)bx  W,  baS  Irögl^eitSmoment  Ir,. 
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gftr  bie  parallele  SJage  ber  ®etlenben  tiaben  toit,  unter  j  bie  Sefi^Ieunis 
gimfl  beS  finfenbm  ©eromeS  P,  unter  j,  bie  SSefdileuniflunfl  ber  auffteiflen- 
ben  Saft  Q  +  V,  unter  >,  bie  Sefc^IeunigunQ  ber  bre^nben  SBeroeßung  am 
Umfanfl*  ber  lofen  ÄoHe  ucrftonben, 

ö'B-  o3ö- 
J  —3i  +  J»- 

©eften  nrir  Domirö,  baft  boS  ®eil  auf  bem  Umfange 
ber  lofen  SloIIe  nii^t  gleiten  lann,  fo  ift  bie  Sefdileunigung 
ji  ber  brefimben  Beroeßung  gleii^  ber  Ssfi^Ieunißung  ji  ber 
fortfi^eitenben,  balier 

68  fei  8i  bie  Spannung  btS  ©eilenbeS  BE.  fo  |at  man 


S^eic^ntn  roir  bie  Spannung  beS  SeilenbeS  GS  mit  5,,  fo  ift  bie  f&f 
fc^eunißung  t  ber  brel|enben  SSeroeßung  in  ber  (Snlfetnung  1  vom  ajlittelpuntt 
ber  lofen  ^Oe  gleii^ 

(S,  -  S,)r, 

hieraus  folgt 

o\  i  —  y°i  —  ^»)^i  —  ? 

^^  '■- J^; 2' 

SlnbererfeitS  ift  für  bie  ouffteigenbe  SBeroegung  ber  Soft  Q  +  V  btefelb« 
SBefi^leuniflung  h,  gleii^ 

''  ■'^  ^  +  T^  2 

8Iu8  biefen  ©lei^ungen  lä^  fic^  j,  j^,  Si  unb  Sa  entroideln.  8Iu8  2) 
unb  3)  erhalten  mir 

btß^ott  ift 

r    Q+'y 


■  P   ,    «  +  F    ,    It,    ,    Sc, 

2- 

.+      4J      +T  +  4',' 

^=--(|  +  t> 

«.=^^-i*(^^- 

-t) 
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SHe  übrigen  ®rd|en  v  vmb  s  ber  SeiDcgung  für  bie  3^  ^  ergeben  ftc^ 
nun  auf  lei^e  äBeife. 

@tatt  beffen  lann  mcat  auc^  folgenberma^en  fd^tte^en. 

SSeaeid^nen  n)ir  ben  in  ber  3^  <  i'^'^  ^>)<  (Sen^id^te  P  jurfldgelegten 
SBeg  mit  Si,  ben  in  berfelben  3«*  oon  Q  +  V  surüdgelegten  SBeg  mit  s^, 

foift 

8^  =  \jt^    unb    8,  =  iji<2. 

©ierau»  folgt,  ba  j  =  2  jj  ift, 

$1  ^=  ^  82« 

2)ie  non  bem  @emi(^t  P  nerrid^tete  9trbeitggrd^e  mft^renb  ber  Qtxt  t  ift 
Psi,  bie  von  ber  ßaft  Q  +  V  oerrit^tete  bagegcn 

-(«  +  V)s,    ober    -  UÖ  +  ^)«i- 
SHe  SIrbeit  91  ber  ganjen  SJlafc^ine  ift  bo^er 


= (.  -  ^0  - 


älnbererfeitlS  ergiebt  ftd^  bie  Energie  ber  ganjen  9Jlaf(^ine  nad^  ^ormel 

Jh.  237) 

E=  iMv^  +  igj^Ir. 

S)er  erfte  ©ummmtb  beftimmt  bie  Slrbeit  be«  fmlenben  ©emid^teS  P 
unb  bie  ber  miffteigenben  Saft  Q  +  F,  ber  gmeite  ©ummanb  bagegen  bie 
Slrbeit  ber  bre^enben  feften  unb  lofen  StoDe. 

S)a8  Oemid^t  P  ^abe  bie  ©eft^nrinbigfeit  v^,  fo  ift,  unter  9),  bie  SBinfeli» 
gefc^nrinbigleit  ber  feften  SloHe  oerftanben, 

ebenfo  ift  für  bie  ©efc^minbigfeit  v^  ber  ßaft  ^  +  F  unb  bie  SBinleU 
gefd^minbigleit  (pi  ber  lofen  9toIIe 

aiufeerbem  aber  l^aben  mir,  ba  i;,  =  j  t,  v^  =  j^  t  unb  ji  =  ~  ift, 

vj  =  2  Vj. 
3lac§  biefcn  SSorbemerlungen  ift,  foHS  man  v  ftatt  v^  einfül^ 

©eften  mir  bie  beiben  entmidtelten  SBerte  91  unb  E  einanber  gleid§, 
fo  entftel^t 

gür  si  =  —  ergiebt  fid^  bie  Sefd^teunigung  beö  finfenben  ©emid^teS  P 
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^  -^      4(^       -^    r,'    ^  Ar,' 

miberftanbei^.  2)a  ber  Sufttotberftanb  (üergL  @.  164)  bem  Duabrote  bet 
Ocfd^nnnbtglcit  proportional  ift,  fo  l^ot  bie  Sefd^Ccunigung  bei  ber  SBirfung 
einer  lonftanten  Straft  bie  gformel 

toohti  k  eine  pofttioe  Aonftante  bejeid^net,  nidl^renb  bie  ber  lonftanten  Straft 
entfpred^enbe  S3ef(^leunigung  kb^  pofttio  ober  negatio  fein  lann. 

Säegeid^net  man  mit  v^  unb  f;^  bejm.  bie  3Infang^  mib  ßnbgefd^minbigs: 
leit  für  ein  beftimmteS  SSa^nelement  6,  baS  in  ber  geit  r  burd^laufen  mirb, 
fo  gilt  für  bie  SSemegung  auf  biefem  in  gmeiter  älnnöl^erung 

2  ^2  2*^1    «/   '      • 

S)abei  ift  j  mit  ber  ajlittelgefd§n)ittbigleit  v  =  ^  I"  ^'  gemöft  ber 
gormel  j  =  k  (h^  —  v»)  ju  bitten,  fo  ba^  ftci^ 

0»  t;2 

ergiebt. 

SSilbet  man  ben  Sudbrud 

fo  ift  in  biefem  mit  Siüdfit^t  auf  einen  nad^folgenben  (Srenjübergang  v  burd^ 
Vi  ober  burd^  v,  erfegbar.    gfür  v  =  v^  ergiebt  fi(^ 

1  +  26k  =  - %. 

SBenbet  man  bie  gtoonnene  gormel  auf  n  einanber  folgenbe  gleid^e 
Sa^nelemente  <J  an,  bencn  bie  SInfangS*  begm.  Snbgefd^minbigleiten  Vo/  v^, 
Vj,  . .  .  t;„_i,  i;  entf preisen,  fo  ergiebt  fid^  bei  Srtultiplilation  ber  n  fo  ent:» 
ftel^enben  Oleid^ungen 

52  |;2 

^  '  ^  52    |;2 

gür  nö  =  s  ergiebt  ft(§  bemnad^,  faHS  Umn  =  cd  gefegt  mirb, 
1)    6^*'^  =  ^^  ~  ^2     ""^     t;  =  Vb2  —  (62  —  t;(f)e-2.k^ 


©icrmit  ift  eine  enblid^e  SBegftreie  s  gu  ber  entfpred&enben  3tnfang8 
gefd^roinbigfeit  Vq  unb  ju  ber  entfpred^enben  ffinbgefd^minbigfeit  v  in  SSe 
äie^img  gefegt. 

gür  ein  S^telement  t  gilt  ferner  in  gmeiter  Stnnöl^erung 

V2  —  f  1  =  j't  =  kQ)^  —  v^)r, 
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falls  Vi  unb  t;,  tnieberum  bejto.  SlnfangS^  unb  (Enboefd^toinbigleit  fftr  baS 
Clement  bejetd^nen  unb  v  =  ^^  T"    *  ift. 
äRan  ^ot  alfo  für  Vj  —  Vi  =  d 

hx  = 

unb  bemnad^  aud^  2  hlzx  =      _    ^  • 

Um  anä)  l^ier  auf  ^robufte  gu  lommen,  füllten  mir  folgenbe  Umformung 
ein.    9ta^  ber  gformel 

1  +  g  _  (1  +  a)(l  +  g)  _  1  +  2a  +  g^ 
1  —  g  ~  (1  —  a){l  +  g)  ~        1  —  a^ 

gilt  für  Heine  Sßerte  nrni  a  in  erfter  SlnnA^erung 

1  —  g 

gür  g  =  dÄjr  =      ^  gilt  alfo  in  erfter  Slnnöl^erung 

bd 
1   ^  OI.W        1   j_      2bJ  ^  +  62  _  t;2        52  _  t;«  +  hÖ 

1   +   2.l)Är  =  1   +  — r=  —5 =  — TT 

■^    ~   52   |;2 

_(b  +  l8y  —  v^  —  \8^       (h  +  Idy  -  t;» 
(ö  —  J5)    —  v»  —  J«2  ^  (6  —  id)   —  v^ 
(P  +  V+  lÖ)(b  -v  +  U)        (b  +  v,)(h  —  t;0 


'v^  -T "  ,:  : Tsr  '^^ 


(P  +.«;  -  ld)(b  -V—ld)  (h  +  V,)(b  -  V,) 

lEDlan  ^at  alfo  in  erfter  Slmtd^erung 


1  +  2hkr  = 


h  —  Vi    h  +  V2 


h  -{-  Vi     b  —  t?a 

SSenbet  man  bie  gemonnene  ®Iei(^ung  auf  n  einanber  folgenbe  d^U 
elemente  oon  ber  gleichen  S)auer  r  an,  für  meiere  bie  SünfangS^^  unb  Gnb^ 
gefc^roinbigfeiten  aK  Vq,  v^,  v^,  . .  .  Vn-i/  v  gegeben  finb,  fo  folgt  bei  SRulti* 
plitation  ber  n  ®leid^ungen 

^         b  +  Vq     b  —  v 
gür  t  =  nt  gilt  alfo,  faD8  Um  n  =  cd  gefegt  mirb, 

b  +  Vo     b  —  v' 
morauS 

folgt  ~     (&  +  «„)  e"«  +  (b  -  ,;o) 
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9lug  1)  unb  3)  ergießt  ftd^  6ei  Slimination  oon  i; 

SDie  enttDtdelten  ^letdgungen  ftttb  ol^ne  tDeitereS  brauchbar,  falK  l>>  eine 
pofttioe  ®rö^e  ift. 

3ft  &s  eine  negattne  Srd^e,  fo  mu^  gunftd^ft  (Sletd^ung  2)  umgeformt 
werben,    ©eftt  man  in  biefem  gfaHe  h  =  tb'^  fo  ift 

jkvkti  —  ^'*  —  ^0     ^'^  +  ^  _  (&'^  +  t^^o)  +  t^K  — t;) 
d'i  +  1^0  "  h'i  —  V        (5'2  +  t;t;o)  —  ih' (vo  —  t;)' 

1  —  itgk 
unb 

2)urd^  2)it)ifton  ber  belannten  gormein 
^+i.arei  ^--  ^g ^  ^  f sin k    unb    e-i'<^rck  --  ^^^ ;^  —  i sin X 

tiffilt  man 

~l—itgl 

unb  11*1 

-        1  -         1  +  t*öA 

arcl  =  ^r-:  lognat' rf-^' 

2  t  1  —  tf^fA 

©emnad^  ift 

h'kt  =  arcA, 

füHS  <(/  A  =  p^^jf^  gefest  mirb. 

1  1 

®iebt  man  tgk  bie  gorm ,   fo  fle^t  man,  bafe 

l  +  ^-t^o-^.t; 

A  =  Ai  —  Aj   gefegt  merben  barf ,  falfö  tgli  =  -^  unb  «gf  A^  =  -^  ift. 
aRan  l^at  alfo  jegt 

f  =  ^  [arc  Ai  —  arc  Aj] 


ober 


unb 


^'^  ^  =  ¥k['''*^V-^''*^h] 


V  .    Vq 


3')    arctg^  =  arctg-,  —  5'Ä< 


^  y  -¥  v,tg{h'kt) 
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3n  Oleid^ung  4)  gcl^t  ber  QäfiLex  bcr  redeten  ©ctte  für  h  =  iV  ü6er  in 

b.  ^.  in  2hUcos(h'kt)  +  2voisin(h'kt),  fo  ba^  ftd^  crgicbt 

4')    s  =  -^  lognat  .  FcosCb'ikO  +  |?  stn(6'Ä;ol- 

äBir  betrad^ten  nun  ^unac^ft  einen  8(od  oom  ®enrid§te  6r,  ber  auf 
einer  fc^tefen  ßbene  oon  ber  Steigung  a  unter  ber  Sinn)irlung  einer  jtraft 
[F],  xDzlä)t  ber  (Sbene  parallel  ift,  abnjdrtS  gleitet. 

S)ie  tretbenbe  flraf t  ift  t)ier  P  +  6r  (sin  a  —  fcos  a) ,  f aHS  man  bcn 
3lei6ungg!oef fijienten  mit  /  begeid^net ,  bie  Scf d^leunigung  alf o,  unter  Serütf * 
ftd^tigung  beS  SuftmiberftanbeS, 

P  4-  G  (sin  a  —  fcos  a)        ,   „ 

g ■ ^^-7^ '  —  Äv*. 


©ier  ift  alfo 

g     P  +  6r  (sin  a  —  fcos  a) g  fP  ^  sin  (a  —  g))' 


/P        sm(a  —  g))\ 
k  a  ~  k\ä  "^  cos(p       )' 

Srfal^ungSmft^tg  ift  in  biefem  galle  ber  2uftnjiberftanb  beftimmt  bur^ 
ben  9Infa| 

g 

fang  y  ba^  ®en)t(§t  von  1  cbm  2uft  (im  aJlittcI  1,24  kg  bei  10«  E.)  unb  F 
bie  miberftel^enbe  ^öc^e  bejeidgnet. 

S)emgemäfe  ift  bie  entfpred^enbe  Sefd^Ieunigung  für  eine  SKaffe  nom  ®e^ 
mid^te  G 

y  .  F 


G 


V' 


y    F 
fo  ba6  k  =  '-^  au  feften  ift. 

3118  miberftetjenbe  gläd^e  F  ift  bei  ruhiger  ßuft  bie  ^ßroicltion  ber 
SSorbcrfläd^e  beS  bemegten  SörperS  auf  eine  Sbene,  fenfrec^t  jur  Slic^tung  ber 
Semegung,  gu  nel^men,  foHS  ber  fförper  eine  relatio  geringe  ßöngenauSbel^nung 
l^at.  3ft  Ic§tere8  ntd^t  ber  gaU,  mic  5.  33.  bei  Stfcnbalinaügen,  fo  ^at  man 
aud^  anberc  Duerfd^ntttc  beg  ÄörperS  gu  berüdfftd^tigcn. 

aJlan  red^nct  5.  SB.  bei  Sifenba^naügen  nad^  grani  (©annooer)  auf 
ßolomotioe  unb  2^enber  7qm,  auf  ben  folgcnben  SBagcn  1,7  qm  unb  bann 
für  jeben  rociteren  SBagen  0,5  qm,  um  F  ju  bilben. 

äJlan  ^at  alfo  für  bie  SRct^nung  allgemein  im  gaUe  bc8  gleitenben  »lodeS 

y  '  F         .      ,  ,  g    ( ^    .     Gsin(a  —  w)\ 

k  =  iL—-—    unb     h'-  =  -^—[P  -\ ^^ ^ ) • 

G  yF\  costp        J 

©anbelt  eS  ftd§  nid^t  um  einen  gleitenben  Slotf,  fonbern  um  gul^rmerfe 
auf  Stöbern,  fo  l^at  man  roicbcr  (ocrgl.  @.  730)  bie  3Jlaffem|  ber  roQenben 
Seile  (Sftäber  unb  auc§  Steffen)  unb  bie  SDlaffe  w,  ber  übrigen  leite  beS 
gu^rmerleS  ooneinanber  5U  untcrfc^eiben. 
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gül^rt  man  aitd^  bie  ®Uxä)Qtw\^tömxQ\xnQ  «o  lieber  ein,  fo  ift  l^tcr 
(ocrgl.  ®.  781) 

P  -f  K  +  ma)^(a  —  «o)  —  {-  .  F .  i;2 

j  rr:  £ 

Wi   +  ni2  +  ^ 

fang  tDteber  fi    bie  äßaffe  beS  materiellen  ^unlteS  be^eid^net,   meiere  bie 
rottenben  Seile  im  3Ibftanbe  beS  SRab^albmefferS  B  oom  SRittelpunlte  ber 
©re^ung  erfeftt. 
ailan  iat  alfo 

y  .  F  ^(wi  +  w»2  +  /i) 

SBirb  F  jum  Säremfen  benuftt,  |o  ift  eS  natürlid^  negatio  in  Sfted^nung  ju 
ftctten,  unb  iwax  als  — / .  -^  für  N  aK  Slormalbrnd. 

gür  P=  0  unb  j  =  0  unb  v  =  c  ergiebt  ftc^  «o  =  «o  +  — 


unb  gmar  bebeutet  «o  i>ctnn  bie  ©leid^gemid^tSneigung  unter  Serüdftd^tigung 

beS  ßuftmiberftanbeS,  fo  ba^  äo(»»i  +  wa)5r  bie  guglraft  bei  ber  ®t^ 

fc^minbiglcit  c  für  bie  ©orijontalebene  ift  (oergl.  @.  617). 

3ft  für  einen  Q\xq  (wi  -\-  mj)^  =  167 *  unb  ^jf  =  14^  unb  F=  11,7  qm, 

fo  ift  für  oo  =  0,0025 

AAAorc    .     1'24     11,7  .  c2 
«0  =  0,0025+^.^^,^^. 

gür  c  ==  20  ergiebt  fid^  3.  ».  «o  =  0,0025  +  0,0035,  b.  1^.  burc^  ben 
Suftroiberftanb  roäd^ft  bie  erforberIi(^e  3"9^of^  öuf  l^orijontaler  SSa^n  bei 
einem  ©emid^te  a  von  0,0025  .  G  auf  0,0060  .  G, 

3für  ben  betrachteten  Qug  ift  für  kg  atö  Sin^eit 

f5für  eine  »remSlraft  P=  — 12«  ift  bei  ^oriäontaler  »al^n  (a  =  0) 
b^  =  — 8396,5,  fo  ba^  bie  aroeite  ®ruppe  oon  fjormeln  benuftt  merben 
mufe  (6'  =  91,63). 

gür  vo  =  20  unb  t;  =  0  ergiebt  3.  83.  Oleid^ung  2') 

t  =  136,1  .  arc  .  (12«  19')  =  29,3"  . 

afö  bie  aum  33remfen  notmenbige  3^it- 

8tu8  ©leid^ung  1)  folgt  s  =  291m  al8  auge^örige  ©trede,  baSfcIbe 
«rgebniS  giebt  (Sleid^ung  4')  für  t  =  29,3". 

8ür  eine  Steigung  a  =  1  :  200  ift  5»  =  —7831,5  bei  P  =  — 12^ 

©icr  ift  bie  aBremSjeit  t  =  31,3"  unb  bie  »remSftrede  s  =  311m. 

aSergleic^t  man  biefe  Sollten  mit  ben  3ö^Ien,  bie  man  bei  SSernad^^s 
Wffigung  beS  ßuftmiberftanbcS  (Je  =  0)  finbet,  mobei  man  eine  gemöl^nlic^e 
gleid^mä^ig  :*  geönberte  SSeroegung  oor  ftd^  ^at,  fo  jeigt  ftd^,  ba^  bie  33rem8* 
3eiten  nur  um  3^^"*^^  ^^on  ©efunben,  bie  SremSftreden  um  weniger  alS  10m 
oeränbert  merben. 

aBernide,  aßedianif.    L  43 
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äBä^enb  alfo  ber  SufttDtberftanb  für  bie  ®rö^e  ber  aufgeioenbeten  3^0'' 
fraft  oon  er^eblid^er  SSebeutung  tft,  lann  et  bei  S3etrad^tung  ber  SSremS« 
mirfung  oemac^I&fftgt  toerben. 

7*  Saj^  fitttbelgetriebe  nebft  Sd^ttiungrob*  3)a»  in  gig.  124  bar« 
gefteHte  ®etrie6e  wirb  bntä)  bie  gig.  537  a  unb  537  b  genauer  erlAutert. 
Ti  unb  Ts  Beaeid^nen  bie  Beiben  toten  fünfte  beS  flurbeUreiftö  (B)  unb  ^i 
unb  Ai  bie  jugel^örtgen  ftu^erften  Stellungen  beS  Streu^bpfed  (ä),  beffen  ^in^» 


gig.  537  b. 

gange  bie  fßofyi  Ä^Ä^  unb  beffen  Siüdgange  bie  93a^n  Ä^Äi  entfpric^,  fo 
ba^  Ä^G  =  1  +  r,  Ä^C  =  l  —  r  unb  Ä^Ä^  =  2r  ift. 

S)ie  ©d^nnngung  oon  -ä  auf  feiner  SBal^n  ift  für  ben  Eingang  (fjfig.  537  a) 
beftimmt  burd^ 

A^Ä  =  AiC  —  AG  =  {l  +  r)  —  (Icosa  +  rcosß) 
=  r(l  —  cosß)  +  ?(1  —  cosa). 

gür  ben  Hergang  gilt  (oergl.  gig.  537  b) 

A^A  =  CA  —  GA^  =  Qcosä  —  r  cos  ß)  —  {l  —  r) 
=  r(l  —  cosß)  —  ?(1  —  cosa). 

S)abei  ftnb  bie  6tellungdn)inlel  ß  unb  ß  ber  JhtrBel  non  ben  ZotpntdU 
lagen  Tj  unb  T,  auS  im  Sinne  ber  Seroegung  ju  red^nen,  non  0»  Big  ISO®. 

S)urdE|  ß  unb  ß  xoexbm  cc  unb  ä  Beftimmt  mit  $ülfe  ber  für  gig.  537  a 
unb  537  b  übereinftimmenben  ©leid^ungen 

BB*  =  Isina  =  rsinß  f  unb     BB'  =  Isinä  =  rsinß, 
fo  b(if^  sin  a  =  -    sin  ß  unb  sin  a  =      sin  ß  ift. 
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2)a  bei  Jlonftrultionen  in  ber  älegel  ^  ^  5  r  ift  fo  liegt  sin  a  jebenfalfö 
in  ber  SRegel,  entfprei^cnb  /3  =  0  ...  90^  ...  ISO»,  in  bm  ©renjen  0...|...0 
unb  oc  felBft  in  ben  ©renjen  0»  ...  II030' ...  0»,  benen  für  cosa  bie  ©rcnjen 
1  ...  0,9799  ...  1  entfprcd^en.    ©oSfcIBe  gilt  für  ä. 

3n  erftcr  Slnnöl^erung  barf  man  alf 0  1  —  cösa  =  0  unb  1  — -cosä=0 
fegen,  fo  ba^  bann 

ÄiÄ  =  r(l  —  cos/5)    unb    Ä^A  =  r(l  —  cosjß) 

ift.   Sftimmt  man  in  biefem  gfaHe  bie  SBitte  M  oon  Ä^A^  a^^«^  SRuHpunlte  ber 

SBemegung,  fo  ift  für  ben  ©ingang  AM=  — rcosß  unb  für  ben  ©ergang 

AM  =  +  r  cos~ß]   für  gflg.  538. 

/J  =  1800  +  /J  ge^t  bie 

gformel  für  ben  ©ergang 

über  in  AM=  —  rcosß, 

fo  ba^  bie  gange  ^twtfi 

gung  für  /3  =  0 . . .  360« 

burd^  bie  f^ormel 

AM  =  — rcosß 

bargefteQt  mirb. 

Sei  biefer  Sin* 
nö^erung  oollfül^rt  A 
eine  l^armonifd^e  ©d^nrin:* 
gung  jmifd^en  .^1  unb 
A2,  meldte  genau  über^? 
einftimmt  mit  ber  Säe« 
megung  ber  5ßrojeItion 
5'oonJ5auf^C.  SBergl. 
©.  172. 

S)iefe  Semegung 
mürbe  t^atf  ftd^lid^  genau 
eintreten,  menn  bie  Äolbenftange  l  uncnblid^  *  lang  unb  alfo  BA//CA  möre. 

3n    ameiter    Slnnö^erung    ift    1  —  cos  a  =^\  arc^a    unb    arca 

=  sina  =  -- ^^^  ß'    fö   ^i   1  —  ^^««  =  2  j^^^^ß    8"   H^*^   iP;    ®^* 

fprec^enbeS  gilt  für  a. 

SDie  Sd^mingung  oon  A  gmifc^en  Ai  unb  A^  mirb  alfo  in  gm  ei t  er 
ätnnö^erung  bargefteQt  burc^ 

A^A  =  r(l  —  cosß)  +  Ij  sin^ß 
unb 


^^  =  r(l 


cos'ß)  —  l  —  sin^ß. 

V 


3lud^  ^ier  laffen  fic§  beibe  Oleid^ungen  leidet  in  eine  (Sleid^ung  ju:» 
f ammcnf äff en ,  bod^  ift  eS  für  bie  5ßrajiS  beffer,  bei  ben  beiben  cingelncn 
©Icic^ungen  ftef)en  ju  bleiben. 

48* 
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©efit  toan  2 sm« ß=  l  —  cos2ß,  \o  erl^ält  ^i Jl  bic  ©cftalt 

A^A  =  r  (1  —  cos/J)  +  i  y  (1  —  COS2/3). 

mfd^cr    ©d^toingungcn ,    Xi  =  r{l  —  cos  ß)    unb    rcj  =  J  y  (1  —  cos  2  /J) 

barftellen,  tote  e8  gig.  538  (a.  o.  @.)  für  ben  ©ingang  bei  y  =  |  jetgt; 

bic  eine  ©d^tüingtmg  f^at  bie  Slntplitubc  r  unb  ben  SSereid^  /J  =:  0^ ...  180^ 

bie  anbete  bie  Slmplitube  ^  y  .  r  =  3^^  r  unb  ben  Sereid^  2  j3  =  0^  . . .  360o. 

ßntfpred^enbeg  gilt  für  ben  Hergang. 

3Kan  fie^t  |ier  beutüd^  bie  florreftur  (x^)  ber  erften  Sttnnä^erung  (ar,). 

gig.  539.  ^"^     unmittelbar 

Max.  ön  ber  gig.  537  laffcn 

ftdEj  bie  SBege  A^A  unb 
A^A  leitet  für  bie  oer«« 
fd^icbenen  flurbclftclluns 
gen  obgreifen. 

Sei  einer  britten 
3Inn&^erung  roirb  bie 

ftorreftur    für    7-  ^  i 

man  bei  allen  gragen  ber 
$raji8  im  allgemeinen 
bei  ber  ameiten  Sttnnö^e* 
rung  fielen  bleiben  f ann. 
Um  bie  ©efc^minbigleiten  v^  unb  v^  oon  A  bejm.  für  ben  öingang  unb 

für  ben  ipergang  feftjufteHen,  mufe  man  ß  unb  ß  afö  gunftlonen  ber  3^*^  ^ 
lennen. 

gür  eine  gleid^förmige  Semegung  ber  fturbel  J5  ift  arcß  =  -='2n  =  t,y, 

falls  man  bie  3ßit  für  einen  gonjen  Umlauf  burd^  T  unb  bie  entfpred^enbe 
aBinfcIgeft^minbigfeit  burd^  y  bejcic^net;  Sntfpred^enbeS  gilt  für  arcß",  roobei 
nur  ju  bead^ten  ift,  ba^  arcß  unb  arcß  fclbftönbig  oon  0  big  sr  mad^fen. 

gür  bie  erfte  Slnnäl^erung  finb  in  bie  fem  gaQe  v^  unb  V2  burd§  bie 
Xl^eorie  ber  ^armonifc^en  ©d^mingung  o^ne  meitereS  beftimmt. 

gür  bie  jmeite  Slnnöl^erung  mufe  man  bie  3lbleitungen  ber  (Sleic^ungen 
für  A^A  unb  A^A  bilben,  mobei  ftd^  fofort  (oergL  @.  174)  ergiebt 

v^  =  ry{sinß  +  ^y  sm2/3)    unb     v^  =  ry(sinß  —  |y  stn2^. 
SDabei  ift  ry  =  c  bie  Sineargcft^roinbigfeit  non  B,  mäl^renb  y  bei  einer 
S:ourenaa^I  n  burc^  y  =       '     gegeben  ift. 
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^ntoenbungen  bei  5HnetiI  b^  ftatren  5törper9. 


757 


S)te  gotmeln  gelten  oud^,  toit  leidet  gu  erfel^en,  für  eine  üeränberlid^e 
aSinfcIgefci^roinbigleit  q>,  meldtet  bie  öerfinberlid^e  ©efd^rotnbigleü  v  =  rq> 
oon  B  entfpnd^t. 

3für  eine  tonftante  SEKnlelgefd^winbigfeit  tritt  6ei  7-  =  i  bog  äftasintum 

üon  Vi  für  /S  =  790 16'  ein,  nne  bie  ©leid^ung  cosß  +  ycos2/J  =  0  ober 
cosß  +  y  (2cos2/J  —  1)  =  0  für  y  =  i  le^rt. 

S)a8  SKajimum  oon  v^  ergiebt  flc§  ebenfo  bei  y  =  J  für  ?=  1 00^44'. 
gür  bie  erfte  Slnnä^erung  gilt  /S  =  ?  =  90». 

gür  bie  aeid^nerifd^e  S)arfteIIung  ber  ®efd^n)inbigfeit  lann  man  roieber 

bie  äbereinanberlagerung  gnjeier  @d^ngungen  benu^en,  beren  Slmplituben 

c  =  ry  vmb  |  y  •  c  =  ^  c  ftnb ,  njie  eS  fjfig.  539  für  ben  §ingang  jeigt. 

®ie  florreftur  ber  erften  ^n^    .    1  giß.  540. 

nä^erung  ift  l^ier  njieber  beut* 
tid^  ju  fe^en. 

Statt  beffen  lann  man 
aud^  Vi  unb  v^  gemö^  %xq.  84 
unmittelbar  geminnen,  mie  ed 
gig.  540  nö^er  ausführt.  SKan 
I|at  Vi:c=OÄ:OB=CD:r, 
fang  CO'HAO,  b.  ^.  C&LAC 
ift.    S)emna(^  gilt 

Vi  =  ^'  CD=CD  .y, 

T 

f 0  bafe  Ajy  =  1)0  bie  ®e* 

fc^minbiglcit  für  A  unmittel* 

bar  nac^  bem  3Kobul  1  :  y  abbilbet,  falfö  BB'HAC  ift,  mobei  c  burd^  r 

bargefteßt  mirb. 

SDie  Sefc^Ieunigungen  ji  unb  j^  f^nb  für  bie  erfte  Slnnöl^erung  micber 
o^ne  meitereS  gegeben. 

S3ei  ber  aroeitcn  Slnnö^erung  folgt  burdft  nod^malige  Ableitung  ber  ®lei* 
(jungen  für  Vi  unb  v^  bei  fonftanter  SBinfelgefd^roinbigfeit  fofort  (oergl.  @.  174) 

ji  =  'ry^ (cosß  +  jCos2ßj    unb    jj  =  ry^ (cosß  —  jcos2ßy 

c^ 
®abei  ift  ry^  =  ---  =  hn  bie  Stormalbefd^leunigung  ber  Semegung  oon 

B,  mä^renb  y  mieber  afö  — ^^  barfteUbor  ift. 

2)a  cosß  unb  cos 2 /J  für  ß  =  0  i^re  3Kasima  ^aben,  fo  ift  boS 
SDlajimum  oon  ji  für  fJ  =  0  gegeben  afö 


"h. 


+  ry»(l  +  {) 
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gür  /J  =  1800   ip  ji  =  —ry^fl  —  j\  ba8  SRajimum   ber  SScr* 
Jögcrung. 

gür  'ß  =  0^   tft   j,  =  +ry8(^l  —  jY    tpö^renb   für  ^  =  ISO» 

j,  =  — ry«(l  +  1)  tft. 

Sine  aric^ncrifc^e  S)arfteIIunfl  oon  ji  unb  jj  ergießt  ftcl§  toieber  leidet 
bur(^  ÜBereinanberlagetimg  ittmtt  ©d^toingungen  oon  ben  Stmplituben  b„  =  ry* 

unb  —  •  b„,  me  c8  gig.  541  Bei  y-  =  J  für  ben  Eingang  jeigt.   S)er  3liiII* 

n^ert  ber  93efd^leunigung  entfprid^t  natürlich  bem  äRapmum  ber  (Sefd^nmtbig« 
lett  iß  =  790 160.    (Rntfpred^enbeö  gilt  für  ben  ©crgang. 


gig.  541. 


S)ie  florreltur  ber  erften  Slnnöl^erung  ift  aud^  l^ier  niieber  beutlid^  er» 
fid^tlic^. 

Statt  beff en  lann  mon  aud^  eine  SabeDe  für  ji  unb  j^  bered^nen,  j.  8. 
oon  20«  ju  20«,  unb  biefe  grapl^ifd^  auswerten. 

®arf  man  bie  Beroegte  SRaffe  —  in  -1  oereinigt  beulen,  fo  ift  btc  Äroft 

K,  welche  ber  entroidtelten  SSeft^leunigung  entfpric^t  für  ben  ©ingang 

K  =  ry2  —  (cosß  -\-  -y-  cös  2  /3  j 
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ffür  ben  $ergatig  gilt  Sntfpret^enbeS. 

SBtrb  ber  Ärcujtopf  burt^  eine  Xhaft  [P]  in  ber  ©erabcn  ÄC  betoegt, 
jo  gericgt  ftd§  biefc  in  bcn  StormalbruÄ  Ptga  auf  bic  gfül^rung  beS  Ärcua» 

lopfcS  unb  in  bic  ftraft ,  xoüd)t  in  bie  Std^fe  ber  ©d^ubftangc  AB  fäHt. 

cos  et 

aJergl.  ©.  302,  Sttr.  13. 

Scrüdfic^tigt  man  bie  SReibnng  R  ber  gül^rung,  fo  ift  ber  Slormalbrutf 
N  gegeben  oK  (P  —  12)  ^^  a  =  (P  —  /^)  /^  u,  roorauS  für  fz=tg(p  folgt 

COS  (a  —  y)  cos  (a  —  9) 

SBert =  — 7 — ^-^  erMIt. 

cos  a  cos  (a  —  (p)      ^ 

Sei  ber  meift  fe^r  geringen  5ßreffung  gegen  bie  Oleitbal^n  ift  (p  r^  0, 
fo  ba^  bie  Sleibung  nid^t  berüdtftc^tigt  ju  werben  brandet. 

SBürbe  bie  Straft    ben  SeroegungSjuftanb  ber  Stange  AB  nid^t 

ätibttn,  fo  n)ürbe  il^re  QexltQixnQ  in  J5  nod^  ber  Sangente  beS  ÄurbelfreifeS 

bie  Jhaft  geben,  nield^e  l^ier  ben:)egenb  mirlt.    9lfö  SBert  biefer  Sangential- 

P 
Iraft  f ftnbe  man  (oergl.  gig.  642)  Pt  = sin  {a  +  /3). 

Siefer  äBert  ift  jjebenfalld  als  eine  gute  ^nnäl^erung  gu  betrad^ten. 

Sig.  542.  } 


D  <>-«=rr  j« — JT 


Tang. 


.„ 


P.jtng  « 


, -" 


ffirri(^tet  man  in  gtg.  542  baS  Sot  auf  AC  in  C,  mad^t  DC  =  P  unb 

aie^t  BEI I AB,  fo  ift  CE  =  -P^^(«  +  ß)    5.  ^,  (;^  ^ellt  bie  auf  »e* 
"    ^  '  cos« 

tDegung  n^irtenbe  flomponente  oon  P  für  bie  Stellung  ß  bar. 

©teilt  man  bicfe  Komponente  für  ß  =  0^..180<^  unb  ß  =  0^..180o 
grap^tfd^  bar  gemö^  ber  ftonftruftion  ber  fjfig.  542,  fo  fte^t  man,  ba^  fie 
felbft  bei  lonftantem  äBerte  oon  [P]  ^öc^ft  oerönberlit^  ift  unb  infolgebeffen 
Quä)  leine  gleichmäßige  91rbeitgleiftung  bemirlen  lamt. 

3nfoIgebeffen  oerbinbet  man  ha^  ©ctriebe  mit  einem  Sd^roungrabe, 
beffen  groed  barin  Beftel^t,  Sttrbeit  aufaufammeln  unb  abaugeben,  entfpred^enb 
ber  beaeic^neten  ©d^manlung  in  ber  3lrbeit8Ieiftung  oon  [P], 
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Sktttet  ttbfdgnttt    SHerted  SlapUel. 


P. 


S)ie  gleichmäßige  SrbeitSleiftung,  n)elcl§e  burc^  [P]  betoirlt  toerben 
foQ,  benfen  roir  unS  oeranf(^aulici|t  burd§  bie  gleichförmige  Slufmidelung 
einer  lonftanten  2aft  ^  am  8lrme  r,  fo  baß  Py  =  ^  fein  müßte, 

85ei  einer  erftcn  Slnnäl^erung  (a  =  0»)  ift  Pt  =  Psinß,  mt  ou(^ 
gfig.  543  unmittelbar  jeigt,  fo  baß  [Pt]  für  ein  tonftanteS  [P]  in  T^  unb 
T,  ben  aBert  0  unb  in  0  unb  17  ben  SBert  P  ^at  (oergl.  gig.  544). 

S)ie  9Jlafc^ine  foQ  jebenfaDS  periobifc^  mirten,  b.  ^.  nadE)  einem  üoQen 
Umgange  foQen  ftetS  biefelben  äkr^&ttniffe  mieber  auftreten,  eS  muß  alfo  P 
jebenfallg  mö^renb  eineS  ooUen  Umganges  bie  Strbeit  Q  .2nr  leiften. 

Setrad^ten  mir  ben  Umgang  non  ber  24)tpunltäage  T^  av&,  \o  ift  bie  9(r6eit 

gig.  543.  ^"^  lonftanten  ftraft  P  für  ben  SBeg  T^B 

^Tang.      gegeben  afö  P  .  TiJ5'  =  Pr(l  —  cosß), 

mä^renb  bie  Slrbeit  oon  Q  für  biefen  SBeg 

Qrarcß  ift. 

®oQten  biefe  9lrbeiten  ftetS  einanber 

gleich  fein,  fo  müßte  P=  Q^  ^cosß 

fein,  lönnte  alfo  nid^t  lonftant  fein. 

gür  ein  lonftanteS  P  jeigen  bie  beiben 

Slrbeiten  einen  Unterfd^b,  meld^er  ber 
^nberung  ber  Snergie  ber  fti^  brel^enben 
SKaffen  entfprid^t.  ©abcn  biefe,  unter 
benen  bie  äRaffe  beS  ©c^mungrabed  bei 
meitem  übermiegt,  baS  Slrögl^eitSmoment 
%x,  fo  ift  biefe  ffinergie  barfteflbar  aß 

menn  man  bie  SBinfelgefd^minbigfcit  für  bie  Sage  T^  burc^  9?o  unb  für  bie 
Sage  B  burd^  q>  bejeic^net. 
S)emna(^  gilt 

Pr(l  —cosß)—  Qrarcß  =  \Xx((p^  —  <p^). 


S)araug  folgt  für  bie  Seftimmung  oon  fp 


243) 


S)emnad^  ift  eine  gleid^fdrmige  S)re^ung  ber  Sturbel  unter  Sin^ 
roirtung  einer  lonftanten  ftraft  [P]  auSgcfd^loffen. 

®ie  ajlajima  unb  SRinima  oon  q)  entfpred^cn  ber  Oleid^ung  Psin  ß  =  Q. 

S)a8felbe  (Ergebnis  geigt  auc^  bie  SBetrad^tung  ber  ftraft  Psin  ß  —  Q, 
meiere  bie  Seroegung  ber  fturbel  ^eroorruft,  fie  ift  für  /3  =  0  negatio,  erl^ölt 

für  Psinß==Q  ben  SBcrt  3iuII  unb  mirb  barauf  pofitio,  fo  ba^  für  sinß  =  ^ 

eine  ocrgögerte  S3emegung  in  eine  befc^Ieunigte  SBeroegung  übergebt,  alfo  ein 
aHinimum  ber  ©efd^minbigleit  oorliegt  u.  f.  m.  ftonftante  2Berte  oon  P 
fommen  angenal^ert  bei  S)ampfmafc^inen  oor.  gür  aUe  gäHe  l^ot  man  ju 
unter fd^eiben,  ob  P  nur  auf  bem  Eingänge  (einfach  :=  roiricnb)  ober  auf  bem 
©ingange  unb  auf  bem  ©ergange  (boppelt^roirlenb)  in  3led^nung  ju  ftellen  ift. 
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3n  bciben  QfäHcn  mufe  bie  Arbeit  oon  P  für  einen  ooHcn  Umgang  bcn 
Sßert  C  .  2r;r  f|aben. 
3m  erften  gaße  ift 

b.  9.  ^ 

P  =  (3^  =  3,1416  Q    ober     ß  =  ^  =  0,3183  P. 

3m  jmciten  gaße  ift 

P  ,4:r  =  Q  .  2r7t, 

P  =  §  .  ^  =  1,6708  $    ober    §  =  —  =  0,6366  P. 

©ie  aJtajima  unb  aHinima  ber  ©cfd^minbigleiten  ftnb  gemä^  ber  ®Iei* 
d^ung  Psinß  =  Q  Beftimmt 

im  erften  gaUe  burd^  sin ß  =  ~,  b.  f).  bur(§  ß  ^  I80 33' 30"  unb 

burd^  ß  ^  1610  26' 30', 

2 
im  jmeitcn  gaUe  burd^  sin  ß  =  —,  b.  f).  burd^  ß  ^  39»  32'  30"  unb 

burd^  ß  ^  1400  27' 30". 

3Bir  oerfolgen  ben  ameiten  gaU  (S)oppeIn)irIung)  nod§  etmaS  mciter; 
^ier  gilt  für  ben  $ergang  genau  baSfelbe  mie  für  ben  ©ingang.  $ier  gilt 
im  befonbem 

9'  =  %'  +  %f  [f  (1  -  cosß)  -  arcß'^     .     .    .     244) 

ßrfefet  man  in  ber  ©leid^ung  3h.  244),  meld&e  Sig-  544. 

für  ben  ©ergang  (/?  =  Oo . . .  I8O0)  gUt,  ß  bnxij  ß,  fo 
gilt  bie ©leic^ung  für  ben ©ingang  (ß  =  OK..  I8O0). 
®ie  3Kinima  t)on  q>  liegen,  mie  gfig.  544  barfteHt, 
bei  1  unb  3,  bie  SDlajima  bei  2  unb  4. 

erfegt  man  ß  burd^  I8O0  —  /5,  fo  ergiebt        '^A     /T\      J'^'- 
fid^  aus  ©leid^ung  Sir.  244)  V     j      X 

gfür  ß  =  900  ift  im  befonbem  990  =  (fl    gntfpred^cnbeS  gilt  für  ß. 
©emgemöfe  ift  bie  äBinfelgefd^minbigleit  für   T^,  0,  T»,  f7  biefelbe 
unb  jmar  ^o- 

aHan  ^at  ferner  (ß  ^  140o) 


unb  (ß  ^  390) 


0,6614  Qr 

ffmax  =  9o    H ^ 245) 

0,6614  Qr 
<Pmin  =  q>o ^ 246) 


©eftt  man 
fo  folgt  burd^  SBluttipIifation 
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^1  ^«     1,3228  Qr o;^^«  oAn\ 

(fmax  —   <Pmin  =  ^ =2  0  9«,        .       .       .       .      J47  J 

SDorauS  folgt,  locnn  man  noc^  Qr,  b.  ^.  baS  äftomcnt,  roclc^eS  ber  ju 
Ictftenben  Slrbeit  cntfprid^t,  burd§  -Mb  begeid^net, 

0,6614^  =  Ä< 248) 

3Kan  nennt  *  ben  ®rab  bcr  Unglcid^förmiglcit  (©d^anhtng)  bcr 

ajlafc^ine  unb  bcgeid^nct  9«/  b.  1^.  bag  arit^mcttf d^c  3KitteI  auS  aHajimal* 

unb  aRtnimalgefd^njinbiglcit,  aI8  3WtttcIrocrt  ber  ®efc§n)inbtglcit;  biefer 

3KittcIn)ert  fttmmt  nic^t  üBcrein  mit  ber  S)urd§f(^nitt§gefd&minbig* 

leit  y  für  ben  oollen  Umgang,  meldte  bei  einer  UmlaufSgeit  T  burd^ 

2jr  ^ 

y  =  -—  gegeben  ift,  mobei  T  auS  ^^(yr)  =  2«  ju  beftimmen  ift.   5)rüdt 

T  0 

man  9>miur  unb  q>fnin  hvLx^  (pm  unb  d  au8,  fo  ift 

<Pmax  =  9m(l    +   ^S)      Uttb       ^mf«  =  9?«  (1  —  i  *). 

(Sbenfo  ift 

8lu8  gormel  Sh.  248)  folgt  nod^ 

Jr  =  0,66U  .  ^^^ 249) 

Ö  .  <Pm 

b.  1^.  bai^  ZrAgl^eitSmoment  ber  fid§  bre{|enben  äRaffen,  unter  benen 
bie  beS  @d^mungrabeg  bei  meitem  übermiegt,  ift  burc^  Mo,  ^^  unb 
ä  bcftimmt 

3e  Heiner  d  ift,  um  fo  me^r  nähert  ftd^  ber  (Sang  bcr  SKafc^ine  ber 
©leid^förmigleit. 

»ei  gegebenen  SSer^ältniffen  (Xx  unb  Mo)  ift  nad^  (Sleid^ung  SRr.  248) 
8  .  (pi^  eine  Äonftante,  b.  ^.  S  nähert  fid^  ber  SluII  wxt  fo  mc^r,  je  größer 

<Pfn  ift. 

gür  rclatio  l^ol^e  Xourenjal^Ien  (n)  ift  q)«,  bemnad^  erfeftbar  burd^ 

2n        2üt  ,  n 

»eträgt  bie  3trbeit8leiftung  N  5ßferbeftärfen,  fo  ift  Mo=z71Q—  ju 

w 

fegen  unb  ©leid^ung  Sir.  249)  gel^t  über  in 

0,6614.716  —  3600 

^'-—TTT^^ ^3200g— ,    .    .    .    260) 

Sei  einem  oorgcfc^riebenen  (öeinen)  Ungleid^förmigfcitSgrab  ö  unb  einer 
2^ouren3a]^I  n  ift  bemnad^  burd^  gormel  Str.  250)  für  eine  SCrbeitSIeiftung 
oon  N  5ßfcrbcftftr!en  ba§  S^rögl^citSmoment  Xx  ber  gu  ocrroenbenben  ©d^mung* 
rabSmaffc  angenöl^ert  beftimmt. 


7-] 


anroenbnnsfit  btt  5Hnetit  be»  patrtn  flüipeie. 


SÜe  Unteifuc^ung  lagt  ft(|  buic^  bie  giop^tfdie  XutfteOung  ber  ^.  545 
oetanfc^auIicEieit  Übet  ber  9Id|fe  CT  ift  bie  Äurue  I  für  ben  ©inganfl  ßetnafe 
bem  Slnfaße  x  ^r  .  arcß  unb  y  ^  Pstn^  entTtonben,  fftr  ben  ^rganfl 
gem&g  bem  äinfage  i  =  r  .  arc^  unb  y  =  Psinß.  S>ie  glfic^  amfc^en 
bet  Äuroe  I  unb  ber  Slc^fe  UV  ftellt  aljo  (»ergl.  ©.  760)  bie  Sltbeit  oon  P 
Dun  bem  Xotfiuntte  T,  auS  für  jebe  ©tellung  /3  obet  j3  bot. 

Sie  parallele  II  ju  ÜV  von  ber  $a^e  ß  =  —  P  beftiimnl  mit  UV  ein 

Dtedited,  votl^  alfo  bie  älibeit  oon  Q  borfteQt. 

S)ie  Qinten  I  unb  II  fd^neiben  {t(^  in  ben  fünften,  nwli^e  ben  Stellungen 


1,  2,  3,  4  enl 


itfpret^en  (s 


sinß  - 


:  unb  sin 


-^  =  1)- 


Shttc^  bie  ©c^nittpunhe  merben  bie  oiei  fdEiiaf^tten  ^ä(^en  beftimmt, 
beten  legte  (tec^S)  bun^  älntragen  beS  erften  2:eile8  (linlS)  bei  gigur  ent^ 

""■  ■  SU.  545. 
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SJiefen  ©c^nittpunften  entfpie^en  bie  SDtOEtma  unb  SJlinimo  bet  Jhin»  III, 
roeltfie  bie  S9intelge?i^njinbigleiten  entfprec^enb  barfteQt. 

Söejeic^net  man  bie  i3ö[ungen  bet  Oleic^ungen  gtn^  =  —  unb  siiCß  =    - 

b.  f|.  39''a2'30"  unb  140''27'30"  begro.  burc^  ß^  unb  ßi  wobei  ßt  +  (3;=  180» 

ift,  fo  ift  bie  etfte  Augete  fifiraffierte  g^'^^^'  ^°  ^^  Slibeit  oon  P  burd) 

Pr  (1  —  cos  /))  unb  bie  8Itbeit  non  Q  buit^  Qr .  arc  ß  beftimmt  ift,  gegeben  als 

Pr(l  —  cosßa)  —  Pr(l  —  cosß^)  —  Qr(arcßi  —  arc(io) 

=  rr(cosß«  ~  cosßi)  —  Qr((,rcß;.  -  arcß^) 
=  2PTC0sßa  —  Qrarc(ßi  —  ße) 
=  +  Qrl^cosßo  -  arciß;  -  ßo)]. 
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3)tc  folgenbe  innere  fd^raffiertc  glöd^e  tft  ebenfo  befttmmt  ate 

P2r  —  Pr(l  —  cos/Jo)  +  Pr{l  —  cosßo) 
—  Qr(^  —  arcßÜ)  —  Qrarcßo 

=  P2r  -f  Fr  (cosßo  —  cosßo)  —  Qrot  -f  Qr{arcßo  —  arcßo) 
=  —  Qr[n  cosßo  —  arc(ß!i  —  ßo)]. 

SBeibe  ^öc^en  l^aben  alfo  biefelbe  ®rdge  91  unb  bieg  gilt  aud^  für  bte 
Beiben  nod^  übrigen  ber  oicr  fd^rafflerten  glätten. 

Sig-  546. 


Hingang 


Bückgang 


3cbe  biefer  gläd^en  ftettt  ben  Überjd^u^  bejro.  ben  g^l^Ibctrag  ber 
8lrbeit8leiftung  von  P  gegenüber  ber  gleid^mäfeigen  3IrbeitSleiflung  üon  Q 
bar  jroifd^cn  benachbarten  3Rajimat  ober  3JlinimaIn)crten  ber  ®efc^n)inbiglett. 
S)eninac|  gilt 


unb 


2d(pn  =  <p^  (pmin  = 


2^ 


®e^t  man  bie  SBerte  ßo  =  140^27' 30"  unb  /3o  =  39o32'30"  ein,  fo 
erl^ölt  man 

31  =  0,6614  Qr  ^  474  - 251  a) 

S)iefe  grapl^ifc^e  ©arfteHung  lä^t  fic^  nun  unmittelbar  auf  eine  oer* 
önberlid^e  S^ricbfraft  P  übertragen,  aJlan  fteUt  bagu  bie  von  il^r  auf 
ben  Äurbeljapfcn  übertragene  arbeit  mieber  für  einen  ooQen  Umgang,  ent* 
fpred^cnb  gig.  545,  grapE)ifd^  bar.  S)ie  fluroe  I  in  gig.  546  geigt  eine 
fölc^c  S)arftenung,  in  welcher  aud^  bie  ßinien  II  unb  III  biefelbe  SBebeutung 
^aben  mie  in  ^Jig.  545. 

SHe  oier  ft^raffierten  gläd^cn,  bercn  leftte  (recfjtS)  mieber  burd^  8ln» 
tragen  beS  erften  5CeiIe§  (linlS)  ber  gigur  gebilbet  ift,  fteHen  bann  mieber 
bie  Slbrocic^ungcn  ber  Slrbeit  ber  Äraft  in  Sejug  auf  bie  9trbeit  ber  Saft 
bar  jmifd^en  ben  3KajimaU  unb  äJlinimalmerten  ber  SBinfelgefd^minbigfeit 
(IIIj.    Qat  bie  größte  biefer  giad&en  ben  3nl|alt  31,  fo  ift 

+  31  =  1(9^  —  9mm)  St  ==  q^ldZx. 
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gür  qp^  =  y  =     '         unb  für  einen  oorgefd^ricbenen  SBcrt  t)on  d 

erhält  man  alfo  ^ter 

+  91 
%x  =  ^ 251b) 

S)ie  Äuroe  I  in  gig.  646  cntfprid^t  ber  SlrbeitSlciftimg  einer  boppelt^ 
roirfenben  S)ampfniaf(^tne  mit  einem  Eglinber,  fte  ift  gemiff ermaßen  bie 
praltifd^e  ftorreltur  ber  flurüe  I  in  gig.  545.  gür  anbere  3Irten  ber  S^riebs 
!rdfte  treten  natürlid^  anbere  Stürzen  auf.  SSergL  basu  bie  2)iagramme  in 
aSb.  II,  ®.  97  u.  f. 

3ft  auc^  bie  3IrbeitSleiftung  ber  ßaft  oeranberlid^ ,  fo  tritt  ftatt  ber 
©eraben  II  ber  gig.  545  unb  546  gleid^fallg  eine  Stmvz  ein,  bod^  unterliegt 
ba^  weitere  SSerfal^ren  baburd)  feiner  Säuberung. 

S)ie  Seftimmung  ber  glöd^en  gefd^iel^t  burd^  Jßlanimeter  ober  bur(^ 
Sldl^erungSformeln. 

S)ie  gerftcllung  ber  fluroe  I  in  gig.  546  mag  nod^  etmaS  genauer  be* 
trad^tet  merben.  SDlan  gel^t  ^ier,  mo  eg  fic^  um  eine  boppeltmirlenbe  ®ampf* 
mafd^ine  mit  einem  Eglinber  ^anbelt,  au§  oon  ben  beiben  S)ampffpannung8* 
biagrammen  für  Sobenraum  unb  SDedEcIraum.  SluS  il^nen  bilbet  man  burd^ 
älbbition  be3m.  ©ubtraltion  ber  Drbinaten  bie  Sinie  ber  £)ampfüberfpannung 
für  ben  üoHen  Umgang,  falls  bie  mirffamen  Äolbenflöd^en  auf  beiben  ©eiten 
biefelbe  ©röfee  F  ^aben.  Sinb  bicfe  für  beibe  ©eiten  von  oerfd^iebener 
©röfee,  fo  jeic^net  man  ftatt  ber  ©pannungSIinie  fofort  bie  entfpred^enbe 
Ärafttinie,  entfprec^enb  ber  Oleid^ung:  ftraft  =  (glöd^e)  .  (©pannung). 

3ft  y  bie  Orbinate  ber  für  ©pannungen  gegeid^neten  ÜberfpannungS« 
Hnie,  fo  ift  für  bie  bcfd^Ieunigte  begm.  oergögerte  SBemegung  ber  aJlaffen 
(flolben,  flolbenftange  unb  Äreujfopf  einerfeitS  unb  ©d^ubftange  anberfeitS) 
ein  Setrag  y'  von  y  abaujiel^en,  für  beffen  Serec^nung  beim  Eingänge  bie 
Oleid^ung  (oergl.  ©.  758)  gilt 

y'F=(^-^yGr(^cosß  +  jC082ßy 

S)abei  ift  im  allgemeinen  ^7  =  0,2  big  0,4  ju  fe§en. 

S3ei  aSerfd^iebenl^eit  ber  ftolbenfläd^en  F^  unb  F^  ift  entfpred^enb  ju  oer* 
fal^ren. 

S)te  burc^  Sinfül^rung  oon  y'  oerbefferte  ßinie  ber  Überfpannung  liefert 
in  i^ren  Drbinaten  y  —  y*  ha%  3KitteI,  bie  auf  Semegung  ber  ffiurbel  mirfcnbe 
flraft 

JU  bilben,  gemöfe  ber  ftonftrultion  auf  ©.  759;  bamit  fmb  bie  Drbinaten 
für  bie  ßinie  I  ber  gig.  546  gegeben. 

S9ei  l^o^en  Xourenja^Ien  bebarf  noc^  bie  äSemegung  ber  ©d^ubftange, 
meldte  bie  SSermittelung  jmifd^en  htn  ftd^  oerfd^iebenben  unb  ben  fid^  brel^en^^ 
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bcn  Seilen  Beioirlt,   einer  eigenen  Unterfud^unfl.     SBiH  man  i^re  3Kaffe, 

XDüdjt  oben  in  —  eingerechnet  njurbe,  befonberS  Berüdfic^tigen,  fo  lann  man 

fotgenbermagen  oerfal^en.    SSegeic^net  man  bie  ®efd^minbigleit  oon  Ä  für 

ben  ©ingang  mieber  bur(^  Vi,  fo  ift  -r^  in  gig.  547  bie  SDSinlelgefc^minbig* 

feit  ber  augenblitfUd^en  S)re]^ung  ber  Sd^ubftange  nm  baß  Centium  0.   2)em« 
nad^  ift  bie  ®efd^nrinbigleit  v  einel^  beliebigen  ^unfteS  S  ber  ©d^ubftange 

gegeben  burd^  v  =  -r-r  .  v^. 

OA 

3ft  bem  5ßunlte  S  bie  SJlaffe  ft  jujufd^reibcn,  fo  ift  beffen  (Energie 


a 


0^ 

3n  etftet  annft^eruna  («  =  0)  ift  »i  =  rysm/J  unb  ÖS*  =  «« +  Ö3* 
unb  OA  =  1  .tgß,  fo  ba^  man  ^at 


^  =  ||»r»y*  (s»»*/J  +  ^cos^ß) 


k9 


\N. 


3ft  bie  ©c^ubftonge  oon  ber  SRaffe  M  prigmatifd|,  maß  allerbingii 
für  bie  ?ßraji8  meift  aud^  nid^t  einmal  angenftl^ert  jutrifft,  fo  ift 

1  Z    2  Z   3  2 

^  =  —  Jf  unb  flj  =  —,  — /—/•••  3U  fefeen;  l^ier  erl^ftlt  man  für  bie  Snergie 
E  ber  ganjen  Stange  burc^  ©ummation  unb  ©renjübergang  unmittelbar 

gür  cos^  ßz=l  —  sin^  ß  gel^t  E  über  in 

gig  547  3)a§  erfte  ©lieb  oon 

E  ift  fo  gebübet,  alS  menn 

^M  in  B  an  ber  ffirel^ung 

um  C,  bog  jmeite  Olieb  fo, 

als  menn  §  Jlf  in  -4  an  ber 

93erfc^iebung  teiln&^me. 

S)ie  Energie  einer  priS« 

'^^N,  matifd^enSc^ubftangefönnte 

x^  man  alfo   angenfttjert  ba» 

burd^  in  bie  Slec^nung  ein» 
führen,  bafe  man  jroei 
©rittel  i^rer  ailaffe  ber 
Ärcujiopfmaffe  unb  ein 
^ -^— -'  SDtittcI  i^rer  SDlaffe  ber  fid^ 

brel^enben  aJlaffe  ^injufüge. 
aJlan  fann  bann  in  biefem  gaHe  bie  SBegie^ung  oon  SIrbeit  unb  Energie, 
inbem  man  meiter  bie  SQSerte  ber  gmeiten  Slnnöl^erung  benu^t,  für  bie  S5e* 
ftimmung  oon  (p  ocrmenben,  für  ben  Eingang  gemäfe  ber  Oleid^ung 


l-x    X^B,-' 
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«'fc 


CöS 


ß  +  f^sin^ß  -^^rcß^ 


in  tocld^cr  2:r'  baS  Xrögl^ettSmoment  ber  lorrigicrtcn  ftdfi  brc^cnben  SKaffc 
unb  Jfef '  bie  3Jlaffc  bct  forrigtcrten  ftc§  ocrfd^icbenben  3Waffc  Bcjetd^net. 

2)a  bie  gebrfiuc^Ud^en  Schubstangen  in  ber  Siegel  aud^  nid^t  angenäl^ert 
als  pri^matifd^  aufgefaßt  merben  Idnnen,  \o  benit  man  jte  burd^  @d^nitte, 
fenfred^t  5ur  © tangenad^f e ,  in  Heine  ©tüdte  oon  gleid^er  ßönge  (j.  33.  1cm) 
gerlegt,  unb  [teilt  für  biefe  bie  eingelnen  SKaffcn  feft.  SRit  $ülfe  ber  p^oto« 
nomifd^en  ®rd^en  (Seg,  ®ef (^minbigleit ,  93efc^Ieunigung)  jebeS  ^unlteS  S 
lann  mon  bann  jeid^nerift^  in  beliebiger  Slnnö^erung  bie  bguamifd^en  ®rö^en 
l^erfteUen,  meldte  man  braucht.  SHefe  meitere  S9etra(^tung  ift  für  bie  oben 
burd^gefü^rte  SSeftimmung  ber  Snergie  ber  S(^u6ftange  oon  uerJ^aitniSmä^ig 
geringer  Sebeutung,  fie  mirb  aber  notmenbig  Bei  ber  Sel^anblung  ber 
SiegungSbeanfprud^ung  ber  ©d^ubftange,  auf  meiere  mir  fpdter  jurüdffömmen. 

8.  Sei:  Sd^mungfugelregulator  unter  Serfitffti^ttguug  ber  SBibet« 
ftäube*  6g  fei  P  unb  m  (gfig.  548)  baS  Semidgt  unb  bie  äRaffe  einer 
ftugel,  q  ber  SBiberftanb  in  ber  $ülfe  B,  ber  übermunben  merben  mu^,  menn 
ber  SKpparat  av&  ber  mittleren  SBinlelgefd^minbigleit  ©  in  eine  anbere  03^ 
oerfeftt  mirb.    gw^if^^n  o  unb  co,  beftel^t  bie  ^Relation 

©i  =  (1  +  n)  (o, 

mobei  n  gemö^nlid^  ^  nid^t  übcrfteigen  foll.    SBeiter  fei 

AC  =  1]  ÄD  =  a\  BD  =  h\  AE=  o';  BE  =  V. 

3Dlan  jerlege  g  nat^  Slid^tung  ber  beiben  SSerbinbungSftangen  BD  unb 
Bjy  in  bie  ©eitenlröfte  g',  beule  biefe  in  ben  Sßuniten  D  unb  D'  roirifam 
unb  aerlege  fte  nod^malS  in  gmei  Äomponenten, 
t)on  benen  bie  eine  g"  nad^  oertifaler  SKc^tung 
mirffam,  bie  anbere  in  3Wd^tung  oon  CA  unb 
OA  liegenb  burd^  htn  feften  ^ßunft  A  auf* 
geffoben  mirb.  SHe  flomponente  g"  oerfc^ieben 
mir  enblit^  paraM  il^rer  JRid^tung  in  ben 
SRittelpunIt  ber  5hjgel;  c8  mirfen  bann  fjier 
bie  beiben  oertüalen  ftröfte  mg  unb  3'",  mobei 
au  bemerfen,  ba^  beim  ©teigen  ber  flugcin, 
b.  ]^.  bei  einer  Vergrößerung  ber  SBinfelgefd^min* 
bigleit,  ha%  ©emid^t  mg  um  3'"  oergröfeert, 
beim  Sftieberfmfen  ber  Äugeln  bagegen  um  g'" 
oerminbert  mirb. 

gg  ift 


./// 


2     =  3-r 


a   a!  +  V 
l       2  b' 


3ebe  ber  Äugeln  mirb  im  SBcl^arrunggauftanbe  fein,  b.  ^.  fie  mirb  fein  Ses^ 
ftreben  ber  SSerönberung  il^rer  2age  §aben,  fobalb  ha^  SKoment  ber  Eentrifugal* 
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fraft  F  flleid^  ift  btm  SRomcnte  beS  ©cnm^teS  w^  ±  q'"  in  Sejug  auf 
ben  feften  $unlt  ^.  3"^  Sufftellung  biefer  äRomentenglet^ung  be^eid^nen 
toir  ben  äSintel,  ben  AC  unb  ^^  bei  ber  normalen  SBinlelgefd^inbigleit 
w  bilben,  mit  a,  unb  nennen  benfelben  a^  für  bie  äBintelgefc^minbigfeit 
fi)i  =  (1  +  n)o,  bagegen  a,  für  bie  Hcinfte  julöfftge  SBinlelgefc^roinbigleit 
Oj  =  (1  —  fi)  o.  gfür  bicfe  ännal^me  erhalten  mir  folgenbe  brei  ®lei(j§ungen 

mlalcosai  =  mg  -\-  q'",     mlm^cosa  =  mg,     mlm^cosa^  =  mg  —  3'". 

^mu§  ergiebt  ftc^ 

a'" = «^  (^r^r  £^>  _  l^ = „g  u  _  r^ii*  £^\ 

VLoJ    cos«  /  \  Lg'J^^s«/ 

ober  onno^emb,  menn  mir  bie  Sofinud  ber  brei  Sßinlel  gleic^  gro^  nehmen, 

ai/  =  cj2(l  +  2n) 
unb 

o,«  =  o2  (1  —  2  w) 

fegen,  bod  (Semid^t  einer  fiugel 

fomie  bie  jul&fftge  (Sefd^nbigfeitödnberung 


f^/ 


±»  —  2-y 

gfür  gemöl^nlit^  mirb  bie  ©tangenoerbinbung  AB  BD*  aI8  Sl^ombuS 
fonftruiert,  fo  ba^  a=ih  imb  für  alle  ßagen  a'  =  6'  ift.  3n  biefem  galle 
ergiebt  ftd^ 

Stennen  mir  bie  (Entfernung  ^J?  ber  $ülfe  x>on  bem  feften  fünfte/  ben 
brei  SBinfeIgcfc^minbig!eiten  a^,  &,  cd,  cntfpre(ä§enb  ä^/  K  ä,,  fo  ift 

mg  +  <z'" 


ober  annö^emb 


ober  annöl^emb 


hl  =  2acosu,  =  2a        ,    ., 

mlG}{ 

—  2a-^ 

h   =  2acosa   =  2a  r^ , 

/jj  =  2  a  cos  a«  =  2  a  — ^— ; — t— 

mJ(o^ 

=  J  a  - — 5  • 


hieraus  ergiebt  fi(^ 

.  .    _  2a(7  /  1       \  _       2n 


2ag 

70)2 
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SJie  Qntfetnungen  h  —  Aj  unb  hi  —  A  tonnen  mit  bvxi^  bie  Äon(tru(» 
tion  aI8  gegeben  onfefien,  unb  bemnoifi  ben  fit^  bötauS  erge6enben  SBert  y 
§ur  Seret^ung  oon  q'",  rcfp.  P  fcenugen 

Sei  ben  Untetjuiiiunflen  ift  auf  bog  Oeiric^t  ber  einaelncn  ©tangen  nic^t 
JRücffirfjt  flenommen  nwrben,  unb  pflegt  man  beS^alb  in  bem  ®en)i(^e  P  baS 
bei  Stange  AC,  unb  in  bem  ®eroicl^te 
q  ba8  ber  l'/a fallen  ©tange  BD  mit  «"ß"  ^^' 

inbegriffen  ju  benten. 

ajlan  f)Qt  fic^  bemüht,  ben  oor* 
fte^enben  SteguIierungSappciiat  fo  ju 
oeränbem,  bog  bie  ^infelgef(f)mtnbigs 

feit  ber  ajlafiiiine  bei  ben  uerf^iebenen  ^  ^ 

Sagen  ber  Äugeln  biefe(be  bteiEie,  unb 
ju  bem  ^be  Dtelfad)«  jTonftrutlionen 


Sin  ©t^mungfugelregulotor ,  für 
ben  bei  jeber  jhigellage  bie  äBintel^ 
gefdiroinbigteit  fonftant  bleibt,  Iiei^t  ein 
aftatifdier  Slegulator,  im  @egenfog  gu 
benen  mit  oeränberlicfier  äBtnlcIgeff^mins 
bigfeit,  roeli^e  ftatifc^e  genannt  werben. 

®er  poraboIiI[i)e  3tegulQtor  oon 
Sronte  (Sig.  5J9)  tft  affatifc^;  bo  für 

benfelben  ]cosa  ^  ^  ift,  unter  p  ben 

ißarameter  ber  Parabel  »erftonben  (ogt. 
©.  292  u.  f.). 

es  fei  l'^mg  (gtg.  BöO  n.  f.  ©.) 
baS  ®eroi(i)t  einer  ©djroungtuget,  q  bet 
aSJiberftflnb    an    bet  ©ülfe  B,   a  bie 

normale  Sntlernung  ber  ^üligfurue  oon  ber  Parabel,  h  bie  Qänge  ber 
SUerbinbungSftange  einer  Jtugel  mit  bet  §ülfc,  bie  ben  SSinfel  ß  mit  ber 
SJre^Qcflfe  büben  mag-,  ben  Sc^ebungSmintel  begeic^nen  luir  burdi  «,  bie  Qönge 
einet  ätormale  jur  Parabel  biS  gum  Sut(f|f(^nitt  mit  bet  Slre^at^fe  buri^  ^, 
fo  ift  für  bie  @lei(^emi(^lSIage  einer  Jhigel 

Xcosa  =  J-  p     unb     ra^  =  -r-^ — , 
"  Acosa 

unter  ci  bie  notmale  Sinfelgef^minbigfeit  oetftanben.     2)iefe  gelie  in  bie 

guläfrigen  ®tenacn  (1  ±  n)(o  über.    SÜIon  gerlege  bie  ©entrifugalftaft  F  unb 

boS  ©eraidit  mg  einet  ffiugel  fomie  ben  ffiJibetftanb  q'  in  einer  SBeibinbungSa 

ffictnlnt,  aRci^anir    I.  49 
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ftange  na^  9tic^tung  ber  9lonnaIe  unb  Zangente  ber  ^ßorabeL    S)te  elfteren 
ftomponenten  merben  btirc^  bie  fefte  ßettfdjtene  aufgehoben,   n>ft^renb  bte 
tangenttolen  ftrdfte  unter  ftc^  im  (Sleic^enn^e  fem  muffen. 
S)te  (Sleu^gemu^bebmgung  ift 

m(l  db  it)*o*cosaAsMia  —  mgsina  ip  9'stn(a  -[-  /3)  =  0; 

ftatt  a^leosa  Umten  mir  ^  fc^iben,  man  er^tt  ^temoc^ 


mg 


(n»±2n)  =  ±g'^<>  +  ^; 


stna 


n^  Idnnen  mir  gegen  2n  nemac^Idfftgen,  eS  ift  bo^ 

mg  =  jr-^q  . • 

@e|en  mir  meiter  ouS 

q  =  2q'eosß 

ben  SBert  oon  q'  ein,  fo  entfte^t 

1       sin(a  -f  Ä) 

"»^  =  7"  «  — ^^ —    a 
4  n       sin  a  cos  ß 

mg  =  —  q(l  +  tgßcatga). 

2)ie  beiben  SBinlel  a  unb  ß  bejiel^  ft^  auf  bie  Stellung  beS  9pparatei^ 
bei  ber  normalen  SBinlelgefc^minbtgleit  ci,  fte  Idnnen  bemnad^  ald  gegeben 
ongefe^  ober  au^  burc^  Sftngenbejie^ungen  beftimmt  merben. 


gtg.  550. 


8iö.55i. 


r<- 


e     A 


VCi;/. 


z' 


%\xx  ben  normalen  (Sang  ber  äRafc^e  mag  bte  ^ülfe  nömlt^  eine  be« 
fttmmte  Stellung  ^aben,  ha  mit  berfelben  bie  3uftugf{appe  in  SSerbinbung 
gefegt  mirb.    Segen  mir  a  atö  befannt  uorouS,  fo  ()aben  mir 
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hsinß  =  (A  —  a)sina 

=  ( ^r-^ a]  sina 

\2cosa         / 

=  \(jptga  —  2  asin  a) 
ß  =  ^  V4fe3  —  (ptga  —  2a8inay 
ptga  —  2  a  sina 


cos.-^^ 


tgß  = 
cotga  igß  = 


V452  —  (ptga  —  2astna)> 

jp  —  2acosa 
y452  _  Q,/^a  _  2asina)« 


©ufiftituieren  totr  biefen  äBert  in  bem  Studbrud  für  bad  (Semid^t  P  einer 
@(^nmnglugel,  fo  entfielt 

4n     \  y^fea  _  (jptgoi  __  2asina)a/ 

2)a  bie  gfü^rung  ber  Äugeln  in  einer  Parabel  mit  @d^n)ierigleiten  oer« 
fiunben  ift,  fo  \ai  man  ben  gemö^nli^en  Sentrifugalregulator  boburd^  in 
einen  oftotifci^  ju  oermanbeln  gefuc^t,  bag  man  bie  ätuf^öngeptmlte  ber 
itugeln  nid^t  in  bie  S)re^ad^fe  legte,  fonbem  auf  ber  ben  Äugeln  entgegen^» 
gefegten  Seite  anorbnete  (oergl.  @.  292  u.  f.).  ©8  fei  (gig.  651)  Ä  ber 
Sluf^fingepunlt,  feine  (Entfernung  oon  ber  S)re^ad^fe  ZZ'  gleid^  e,  bie  S&nge 
AG  ber  ftugelftange  bis  gum  SKittelpunlte  gleii^  l,  unb  burc§  0^,  C,  Cj  feien 
bie  ^dd^fte,  mittlere  unb  niebrigfte  Sage  ber  ftugelmitte(punfte  bargefteHt, 
bann  ift  ber  SSorauSfegung  gemä^ 

IcosUi  —  ecotgo^  =zlco$a  —  ecotga  =  ICOSO62  —  ecotga^ 
g(eid§  einem  lonftanten  äßert,  ber  unter  ber  9(nna^me,  ba|  bie  $unlte  C2,  C, 

Gl  annd^ernb  in  einer  $arabel  liegen,  gleid§  ^  ift,  mofür  mir  nad^  9h:.  8  ber 

895 
SInmenbungen  gum  jmeiten  Slbfd^nitt  —^  t^S^"  bürfen,  unter  u  bie  oerlangte 

Umbrel^ungSga^I  in  einer  äRinute  oerftanben.    SluS  ben  obigen  ®Iei(^ungen 
ergiebt  ftd§,  fobalb  bie  SBinlel  ber  Stonftruttion  gema^  angenommen  merben 


l         cotgoci  —  cotga^ 

unb 

895  1 

»  — 


u^  e 

cosa  —   -  cotga 


9.  SRaffcnaudgleif^ung  bei  @(^tffi^mafc^inen  ^).  2)urd^  bie  äRaffen« 
oerrüdfungen ,  meirfie  ftc^  beim  ®ange  ber  ©d^iffSmafd^inen  rcgclmöfeig 
mieberl^olcn,  merben  ftörcnbe  ©c^mingungen  ber  ©c^iffgförper  l^croorgcrufen. 


')  »ergt  l^ierju  SöppU  aJlcd^anif,  »b.  IV,  6.  127. 

49* 
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9Ran  fuc^t  baf^x  na^  einem  ,9RaffenauSgIet(^ung8DerfQ^ren'  für  bie  Stonftrut» 
tion  ber  Sßafd^inen,  6et  toelc^en  folc^e  fidrenben  Sd^nringungen  auSgefd^loff^ 
ftnb.  S)a  baS  ©emtc^t  beS  @c^iffed  unb  ber  Sluftrieb  im  ®lei(^gemi(^te  fmb, 
fo  lagt  ftc^  baS  ru^enbe  @c^iff  als  ein  freier  ftörper  betrad^ten.  2)emnod^ 
mu^  für  bie  Stonftruftion  ber  @c^iff§maf4ine  alS  Sebingung  gefteüt  merben: 

1.  S)er  ©c^merpunlt  ber  bemeglic^en  Sßaffen  mu^  ftetö  in  relatioer  Stulpe 
5um  ©d^ffgfdrper  bleiben. 

2.  2)ad  SRoment  ber  S3emegung§grd^e  ber  bemeglid^en  äRaffen  mu^  für 

jeben  auf  bem  ®(!^iffe  liegenben  äRomentenpunft  bauernb  ben  äBert 

9tua  ^aben. 

Sig.  552. 


o 


o' 


> 


_^S  feien  nun  m  S)ampfct)Iinber  mit  oertilalen  3t(^fcn  nebcncinanber  ge* 

fd^altet,  raie  eS  gtg.  552  anbeutet,  unb  smar  fo,  ba^  bie  flurbeln  aUe  auf 

berfetbcn  SBelle  00'  aufgefeilt  ftnb,  beren  aBinlcIgefc^njinbigfcit  9  fein  mag. 

gig.  553.  ^^  ©efdEjitJinbigfcit  eincS  ftoIbenS,  gered^net  uon  ber 

Xotpunitlage  auS,  ift  in  erftcr  Slnnö^erung  (oergl.  ©.  756) 

fo  ba^  bie  entfprec^enbe  SemegungSgrö^e,  faQS  bie  ÜRaffe 
beS  jtoIbenS  nebft  ßubel^ör  mit  nin  bejetc^nct  mirb,  ben 


aBert 


mnrn(psinSn 


erhält  (ocrgl.  gig.  553). 

S)abei  ift  nur  bie  Semegung  in  Slid^tung  ber  flolben« 
ad)fe  berüdfid^tigt,  ba  bie  SBemegungen  fenfred^t  ba^u  ni(^t 
mcl^r  Einfluß  ^aben,  alS  anbere  3ufäIIige  Semegungen  auf 
bem  @cf)iffc  (Saufen  oon  ßeuten  u.  f.  rv.),  bie  man  bo(^ 
ni(^t  in  SRet^nung  ftcUcn  fann. 
SBäljIt  man  ben  5Punft  0  al§  aißomcntenpun!t,  fo  ift  ba^  äHomcnt  ber 
aSemegungSgröfec  für  ben  wtcn  Äolben  gegeben  alg 

mnrn(psinan  .  a«. 

S)emnad)    forbert    ber   gefucf)te  Sluggleid)   bie   bauernbe  (SifüHung  ber 

©leid^ungen 

I)    £  (w„  rn  sin  e^)  =  0 

II)    £(mnrnsinen  .  a«)  =  0 
unb  jroav  gi(t  beren  Seftefien  für  jcbcn  SBcrt  oon  9. 
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SJcaetd^ncn  irir  ben  SBinlcI,  roelc^en  btc  ntc  flurbel  mit  bcr  erften  Bilbet, 
geaäl^It  im  Sinne  bcS  Umlaufes  ber  äRofd^ine,  burd^  a„,  fo  ift  £^  —  £1  =  a« 
unb  s«n  £n  =  sin  (f,  +  ^n)  =  s«>i  £1  cos  «„  +  cös  «i  siw  a». 

S)ie  ©leic^ungen  I  unb  II  crl^alten  bann  bie  ©cftalt 

r)    sin£i£mnrnCosan  +  cos£i2^w„r„sinan  =  0 
ir)    sin£iUmnrnanCOS0Cn  +  cöS€i2Jwnrna«sman  =  0. 

®a  bicfe  (Sleid^ungen  für  jcben  äBcrt  oon  £1  gelten  muffen,  fo  f|at  man 
bie  oier  ©leic^ungcn 

1)    UtHnrnCoso^  =  0  uub  2)    UninrnSinKn  ==  0 

3)    2JmnrnanC03an  =  0  unb  4)    UninrnanSinan  =  0 

ju  erfüllen. 

S)a  bie  Oröfeen  m«  unb  r«  bereits  au§  anberen  ©rünben  atö  beftimmt 
gelten  muffen,  unb  ba  ai  =  0  unb  «1  =  0  ift,  fo  flehen  bie  ©röfeen 

«2/  ^3/  •••«»»    unb    a^  a^,  .  ,  ,  an 
jur  Verfügung. 

Soll  ber  SttuSgleid^  möglid^  fein,  fo  mufe  man  minbeftenS  n  =  4  fegen, 
b.  ]^.  ber  gefud^te  SluSgleid^  ift  nur  für  S8iercr)Iinbermafc^inen  möglid^. 

©a  nämlid^  mit  aiüdftc^t  auf  bie  praltifd^e  SluSfü^rung  nur  baQ  ^cu 
l^ltniS  ber  8lbftänbe  a^,  ,  .  .  an  beftimmt  merben  lann  unb  ni(§t  bicfe 
felbft,  fo  mürben  bei  n  =  3  nur  brei  Unbefannte  eingeführt  werben. 

Sei  n  =  4  werben  nun  aQerbingS  fünf  Unbelannte  eingeführt,  bo^  ift 
eS  nid^t  unaroecEmä^ig,  ba^  fomit  einer  ber  SBinlel  a^,  «g,  «4  ju  freier  SScr* 
fügung  fte^t. 

SBö^renb  man  gemö^  bcr  (Sleid^ungen  1)  unb  2)  bereits  feit  geraumer 
Seit  ben  ©^merpunft  ber  bemegüc^en  3Kaffen  in  relatioer  SRul^e  3um  ©d^iffS* 
lörper  ju  Ijalten  beftrebt  mar,  l^at  erft  ©c^Iidt  bie  SSebeutung  ber  ®Ici* 
(jungen  3)  unb  4)  erlannt  unb  bcmgemöft  aud^  braud^bare  ftonftrultionen 
für  gro^e  Dceanbampfer  geliefert. 


10»  SJottcn  unb  9{o((gIciten.  SRoHt  ein  Kqlinber  auf  einer  fd^iefen 
ebene  abroörtS  (gig.  554  a)  ober  aufwärts  (^ig.  554  b),  fo  ift  für  ben  »t^ 
rü^rungSpunlt  B  jebeS  ©leiten  auSgefcf)Ioffcn,  b.  f}.  eS  ift  r^  =  v, 

gig.  554  a.  gig.  554  b. 


Um  ein  foId^eS  Stollen  mirllid^  ^erjufteHen,  lann  man  um  ben  Kqlinber 
einen  fjaben  (me^rfad^)  roidfeln,  ber  bei  C  befcftigt  ift.   SS  mirlen  bann  auf 
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im  Si)Iinber  bie  fjfabenfponnung  [S]  utib  ine  Sleattton  [A'J  in  B  utib  bad 
®etin(^  [G]  in  IT. 

£a  bie  8en)egintg  im  aKgemeinen  nit^t  glei(^fiynnig  ifi,  fo  mftffen  ouc^ 
bie  Sffeltiofräfte  ber  Semegimg  berüdfu^gt  n)erben,  mdä)t  in  einer  fort« 
fc^reitenben  ä3en>egung  non  M  unb  in  einer  2)rel^ben)egung  um  eine  J^ori^on« 
tole  8(^fe  burt^  M  befielt.  @inb  bie  Sefc^Ieunigungen  ber  beiben  S9e« 
megungen  bejro.  j  unb  i,  fo  gilt  für  bie  fortfc^reitenbe  Seniegtmg 

1)    mj  =  Gsina  —  S 

unb  für  bie  2)re^6emegung  um  M 

2)   Xxi  =  Sr. 

^a  in  B  ein  Stollen  ftottflnbet,  fo  ift  für  jeben  S^tpunft  rg>  =  v  unb 

bemnad^  au(^  n  =  j  ober  -  =  r. 

S)urt^  S)ioifton  oon  1)  unb  2)  ergiebt  fu|  alfo 


ober 


2)Qrmid  folgt 


m        Gsina  —  S 


S.(^'+  1^  =  Gsina. 


%x 
S  =  Gsina  • 


mj  =  G  .  sin  a 


ober,  für  (r  =  mg, 


%x  +  mr* 
*  5tr  +  mr* 


3lebu3iert  man  %x  auf  ben  Umfang  beS  EglinberS,  fo  ift  Ir  =  ftr« 
unb  man  f|at 

S  =  Gsina 


S)arau8  folgt 


ober,  für  G  =  mg, 


mj  =  Gsina 


3  =  <7S?wa 


m  +  /t 

m 
wi  +  ^ 

m 


ßöft  man  bcn  fjabcn,  fo  !ann  bie  SHetbung  an  ber  fc^iefen  Sbene,  beren 
größter  SBert  fN  =  fG  cos  a  ift,  ftatt  S  eintreten,  f aög  fK  ^  S  ift. 
äJlan  ^at  bafür  alfo  bie  Sebingung 

u 

/  .  G  ,  cosa  >  Gsina  — ^ — 
b.^.  -  m  +  ii 
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gül^rt  ntan  %x  =  ^iwr«  ein,  fo  crgicbt  ftd^  ft  =  Jm,  b.  ^.  man  f)ai 

gür  /=0,08  ift  ber  gtcibungSroinlel  40  30',  für  3/=  0,24  ift 
a  =  13^30',  b.  ]^.  ein  ftörper  mit  ebener  ©runbflad^e  ßleitet  für  /=  0,08, 
fobolb  a  ^  4'>30',  ein  rollenber  Ki)Iinber  beginnt  bagegen  ju  gleiten,  fobolb 
«^  130  30'  ift.    aSergl.  ©.  727. 

Siegt  ber  Sglinber  mit  einem  Qap^zn  t)om  SlabiuS  q  auf  geneigten 
©d^ienen,  fo  tritt  gunäd^ft  überall  q  ein  ftatt  r. 


r« 


$ier  ift  %x  =  ^wr^  =  fiQ2^  j),  ]^,  ^^^  ==  |w-t,  unb  man  erhält 

gür  Zim  p  =  0  ift  tgoi,<f,  b.  1^.  a  ftimmt  für  unenblii^^bünne  8apf en 
überein  mit  bem  SReibunggminlel. 

SHefelbe  ^Betrachtung  gilt  aud^  für  ^ol^fcqlinber  (Steifen)  unb  Äugeln, 
überl^aupt  für  ftörper,  in  benen  ber  ftreiS  ber  gig.  554  aö  ©gmmetriecbene 
eineg  SlotationSförperS  mit  einer  Sd^fe  fenlret^t  ju  M  aufgefaßt  merben  lann 
(3.  83.  ©oppellegel). 

gür  bie  Äugel  ift  3.  ».  %t  =  \mr\  fö  hoün  ^  =  f  w  3U  fegen  ift, 

unb  man  erl^ölt 

tga-^  3,5/ 

ßäfet  man  einen  beliebigen  flörper  mit  gapfenbefeftigung  {q)  auf  ge* 
neigten  ©d^ienen  roHen,  fo  fül^rt  2^r  =  ftp^  mieber  3U 

oorauSgefegt,  ha^  bie  S)re^ungga(^fe  eine  freie  Sld^fe  beS  flörperS  ift 

S)ie  Semegungen  ber  gfig.  554  a  unb  554  b  unterf d^eiben  ftd^  nid|t  burd^ 
bie  Äröfte  besm.  Sef d^Ieunigungcn ,  obmo^l  bie  gig.  554  a  eine  befd^Ieunigte, 
bie  gig.  554  b  eine  oer3ögerte  Semegung  barfteHt.  3Sian  %ai  für  bie  fort* 
fd^reitenbe  SSemegung,  faQg  man  bie  Slid^tung  nad§  unten  alS  pofttio  anfegt, 
für  gig.  554  a 

V  =  vq  -\-  jt    unb    s  =  So  +  Vot  -\-  Ijt^ 

unb  für  gig.  554  b 

V  =  Vo  —  jt    unb    s  =  So  —  Vot  —  2  i*** 

Ebenfo  l^afman  für  bie  ® rel^bemegung ,  foHg  man  beibe  SKale  ben 
Sinn  ber  roüenben  SSemegung  atö  pofitio  anfeftt,  für  gig.  554  a 

q)  z=  (pQ  -\-  Lt    unb    <y  =  <Jo  +  9o<  +  i*<' 
unb  für  gig.  554  b 

(p  z=  (fQ  —  U     unb     6  =  60  +  q)ot  —  ^U^, 


^  be3m.  für  <  =  5^ 
worauf  bie  Semegung  beS  weiteren  ber  gig.  554  a  entfprirf)t.   gür  a  =  90« 


3m  gafle  ber  gig.  554  b  tritt  f ür  ^  =  4  beiw.  für  <  =  ^  3tu^e  ein, 

3  ^ 
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lanii  man  bie  betroil^teten  Stmegungen  als  SbUbetvegungen  an  ehtent  fenl> 
rn^ten  gaben  oeranf(^auIi[^en. 

SRan  (lot  bann  S  =^  G  ■  =: — ; unb  j  =  g  = — ; ~  - 

3fl  bet  obroQntbe  jtörpei  em  Qqltnbei  oom  ©emii^te  Q,  fo  ift  füi;  U|n 
Ir  =  Jmr»  unb   nlfo  S  =  iQ   unb  j  =  f^;  eS  ift  bemnai^  in  gig.  56ö 
gifl.  565.      -P  ^  s  C  3"  nehmen,  um  ©leit^ßeroidit  mit  bem  abroDenben 
Si)ItnbeT  ^pfleDen. 

t^it  man  nod|  baS  SSiberftanbdmdment  W  ber  loDenben 
Steibung  ein,  boS  bifiliei  tKinad|IA|figt  rourbe,  fo  finb  für 
"    .  564  a  bie  ainfäge 

1)  mj  =  Gsinec  —  S 

2)  XxL  =  Sr  —  W 
unter  Setfldrii^tigung  oon  j  =  rt  gu  oetbinben. 

äRan  ^at  ^iei 

„       Xrt  +  TT       %t     .    ,     W 
S  = =-^-J+  - 


f 


tt 


unb 


:  Gsina 

Gsina 


%x 


W 


w»  T — r 


:    W:=N.fr=   G  . 


isK  ,fr  erholt  man  alf D 
stn  «  —  cos  a  -   -  l 


S  =  Gsina 


Xt 


SBenn  bet  Stjlinbei  ber 
gig.  B56  bur^  eine  ffltoft  [E] 
in  M  fo  beroegt  itiixb,  bofe  er 
butif)  bie  gabenfpannung  [S]  jum 
SRoHen  gejroungen  roirb,  fo  ift 
roieber  ,)  =  ir,  unb  eS  gilt 


1)    K- 
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©arauS  folßt  S  =  K'  =,— ?^ — -  unb  j  =  -         *^''' 


gür  SCr  =  |wra  tft  bann 

S  =  |ii:    unb    j  =  l-    unb    t  =  f~.l. 

Stritt  ftatt  bcr  fjfabcnfpannung  [S]  bic  SRciBung  ein,  fo  mu^ 

fein,  b.  5.  man  l^at  für  ben  Eglinber  alS  »ebingung  beg  3toHen8  /^  |  -^• 

$at  [K]  ben  SBert  /6^ ^ ,  fo  fü^rt  bie  geringfte  SJergröfeerung 

von  [K]  3u  einer  ©eroegung.  Bei  n)el(§er  fid^  SftoHen  unb  ©leiten  ücrbinbet. 

5tr  4-  fwr2 

gut  K  =  fG-       Zj 1-  -P  totrb  bog  ©leiten  butd^  [P]  Berotrft, 

fo  \iQHii  für  bog  ©leiten 

■,  _.P__K_fG    %t  +  wr' 
f»         m         m  %t 

* 

als  Sefd^Ieunigung  anjufeften  ift. 

Sfür  Xr  =  \mr^  erl^ält  man  /  =  r^ZuiZ^. 

®ie  SBefd^Ieunigung  ber  fortfd^reitenben  Semegung  ift  l^ier 

,  _  2  .  3/^    ,    K-S/a  _  K  —  fG 

IW  w»  wt 

mie   man    aut^   unmittelbar   crfie^t;   bie  SBefd^teunigung   ber   Srel^ung   ift 

nadö  "Jfe  üor 

_  ^ßfa\  1  _2/G^     1 


/3/^\  1  ^ 


m        r 

ßäfet  man  ben  Si)Iinber  burc^  ßapfen  (p)  auf  ©d^ienen  gleiten,  fo  ift 
mieber  q  in  ben  gormein  1)  unb  2)  für  r  einaufüören. 

Sä^t  man  einen  Beliebigen  flörper  burd^  eine  Sld^fe  (^)  auf  ©d^icnen 
gleiten,  fo  gelten  für  eine  freie  ?Ic^fc  beS  fförperS  als  S)re^ung8ad^fe  nur 
nod^  bie  ©leid^ungcn  1)  unb  2),  faUS  man  r  bur(§  q  erfegt. 

©inb  bie  ©dEjienen  unter  bem  SBinfel  a  geneigt,  fo  tritt  Gsina  für  K 
unb  GcosK  für  6r  ein,  fallS  ber  Äörper  nur  burc^  fein  ©emid^t  getrieben  mirb. 

3Jlan  ^ot  ^ier  aK  Sebingung  für  bie  SBerBinbung  roQenber  unb  gleiten:* 

ber  Semegung 

%x 
fGcoscc  <i  Gsina  zz — ; r« 

§ier  beaeid^net 

^    Sr  +  mo^ 

bie  ®rcnje  für  ba^  reine  Slollen  (oergl.  @.  775). 
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auf  einer  [triefen  Cbene  vom  SReigungSroinlcI  a  (gtg.  557)  befinbe  jld^ 
ein  Sqltnber  oom  ^olbmeffer  B,  melier  burcfj  ein  umgefc^tageneS  @eil,  bd^. 


gig.  557. 


aber  eine   fe[te  9loUe  geführt,   an 

feinem  Snbe  ein  ©eroid^t  P  trägt, 

in   ä9en)egung    gefegt   n^erben    foQ. 

3ft  ii  bie  SScfd^Ieunigung  beS  fmfen* 

ben  ©eiDid^teS  F  unb  jj    bie  beS 

onfteigenben  6t)IinberS  Dom  ®txü\^t 

Q,  fo  ift  bie  am  Umfange  beS  S9« 

linberS  auf  2)rel§ung  nrirfenbe  ä9e« 

fc^Ieunigung  j.,  =  h  —  j*. 

SRennen  mir  bie  ©pannung  im  ©eile  S  unb  feigen  non  ben  ©inbemiffen 

ber'^^SSemegung  ab,  fo  ift 

P—  S 
h  = — 77— 


S  —  Qsina 


^       SR*  P—  S 

^3   =  ti?  =    -^  =  Jl   —  ^,  =  ^ 


S  —  Qsina 


hieraus  ergiebt  ftd^ 

S  = 


Q 
9 


1  +  stna 


1  J_  ^^-^  _L  2:r  .  p 


PB^    '     C-R^ 
S)arau8  folgt  j,,  j,,  ji  unb  e8  ift  3.  ». 

1  -\-  sina 


h  =  9 


1  +  ^J^  ^_  2:r  .  .(; 


3u  bemfelben  Srgcbniffe  gelangt  man  folgenberma^en  mit  ©ülfe  beS 

5JJrincipeg  oon  b*9IIembert: 

$aben  P  unb  Q  bejro.  bie  9Kaffe  Wj  unb  mz,  fo  fmb  bie  (Segenfräfte 

Xx 
ber  ajeroegung  — mji,  — nhjj^  unb  —  —  jg.    S)iefe  muffen  mit  ben  urs^ 

fprüngli(^  angebrad^ten  fträften  im  ®Iei(^gcmid^te  fein,  b.  1^.  fomo^t  für  fort* 

fd^reitenbe,  al8  aud^  für  bre^enbe  Seroegung.     ^ür  bie  le^tere  ift  ju  be* 

merfen,  ba^  mir  eS  mit  einer  oerönberli^en  S)re^a(^fe  ju  tl^un  ^aben,  inbem 

bie  aujliegcnbe  ©citc  bc§  GqlinberS  bie  iebcSmaligc  ©re^at^fe  mirb. 

gür  bog  üor^anbenc  ©leicfigerott^t  beftcl)cn  folgenbe  SBebingungcn,  mobei 

baran  ju  benlen,  ba^  ja  i"  SSc^ug  auf  ji  ncgatio  ju  nehmen  ift  unb  ba^ 

Ir 
ber  SKaffenmiberftanb  -^jj  im  Umfange  beS  GglinberS,  bie  übrigen  Xhäfte 

unb  SBiberftönbe  aber  im  ©c^mcrpunfte  bcS  flörperg  mirifam  gebac^t  meiben 
muffen. 
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P  —  Qsina  —  mjj  —  m^ji  =  0 
PJB  +  QRsina  —  mJ^R  +  w^aJaE  —  -^js  .  2i2  =  0. 

Stufeerbem  ift  jj  =  ja  +  ja,  bälget 

P  —  ^sma  =  (wi  +  Wj) ji  -—  W2J3 

P  +  Qsincc  =  (mi  —  mj)  ji  +  Wajg  +  2  —ja- 

SJluIttpIiaiercn  rotr  bic  erfte  ber  ©Ictd^ungcn  mit  iwi  —  m^,  bie  gtocite 
mit  fWj  +  wa  unb  fuBtral^icrcn  bie  erfte  t)on  ber  grociten,  fo  entftel^t 

(P  +  ösiw  a)  («?!  +  wia)  —  (mj  —  m^)  (P  —  ^.-wna) 
=  h  I  »»2  (»*i  +  ^i)  +  2  (wi  +  «»a)  -^  +  (mi  —  fWa)  Wj J  • 

Ji  = 


1  +  -^,  +  ^' 


obtx,  ftatt  ber  3Kaf[en  bie  ©emid^te  eingefül^rt, 

1  4-  sinn  _    . 

SHe  Spannung  S  ift  burd^  P  —  mji  beftimmt  u.  f.  f. 
Stemmen  mir  ben  Äörper  alg  Egtinber  an,  %x  alf 0  =  |  w,  R^,  unb  laff en 
bie  geneigte  Sbene  in  eine  oertilale  übcrgel^en,  fo  erhalten  mir  (fjfig.  558) 

.  _     BP*—  Q  Sig.  558. 


^8P+  Q 

h        ^  3  p  _|_  ^ 
__2PÖ_ 

3p  +  e  ^ 

S)ic  Sefc^Ieunigung  ji  mirb  pofitio  bleiben,  menn  P  ftnit,  fte  mirb 
beim  Steigen  oon  P  negatto  unb  enblid^  Stult,  menn  P  feinen  Ort  be* 
l^auptet.  S)icfer  legte  gaH  tritt  aud^  ein,  menn  ba8  ©eitenbe,  anftatt  über 
bie  fefte  Stolle  gcfüf)rt  ju  merbcn,  burd^  irgenb  eine  Äraft  feftgeljalten  mirb. 

Segen  mir  ji  =  0,  fo  ift 

p  =  i(2  unb 

h  =  i9       J 

gür  biefe  Slnnal^me  ift  alfo  bie  Sefd^Ieunigung  ber  fortfd^reitenben  33e« 
megung  gleid^  ber  entgegengefegten  SSefd^Ieunigung  ber  brel^enben  am  Um«» 
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fange  befi  f&vilxnbtti.  SetfeTbe  benegt  fti^  balier  oolllommen  lollenb  in 
fenlietfitei  Slit^tung  aufttdrtS,  mofi  fid^  o^ne  9IufE|Bren  miebet^olen 
nnrb,  itienn  mon  narfi  bem  3I6Iaufen  beS  Si)ItnberS  bie  ftroft  J  Q  ftetS  oon 
neuem  roicfen  lägt.    ^etgl.  bagu  au(f|  bie  (Entmufelung  ju  gig.  566. 

li.    Se^ltuniste  Sciotsung  Don  t^n^Ttoetftn.    Sft  mi  bie  3Raffe  bei 

toüenben  3>ile  (Stdber  unb  au(^  ^(^fen)  unb  m,  bie  SRaffe  bei  Übitgen  Seile 

giß-  &69.  ^^^  gu^rroerfe»,  fo  fliCt  föt  bie  »eroegung 

eine»    einzelnen    SabeS    ober    Slöberpaorö 

foIgenbeS,  faQS  lebigliifi  ein  Stollen  oorliegt 

Sfejeii^net  j  bie  ©efc^leunigunfl  ber  SBer« 

f<^te&ung  unb  i  bie  äBintelEieft^Ieunigung  ber 

Iirefiuna   (oergl.  gig.  559),  Zi  baS  Xrög« 

^eitSmoment   ber  fic^   bre^enben  ÜJtaffe,  Mo 

baS  aitoment   ber   33iberflänbe    unb  S   bie 

SHeibung,  fo  ift  j  =  Äi  unb  ferner 

BS  —  Mo        .      .        P  +  (m,  +  m,)^«»«— S 

'=     XX       ""*■  •'^ ^TT^ 

ätuS  ben  ei 
man  ^at 


ben  erften  beiben  ®teirf|ungetf  fotgt  S  =  — - — — — '- — ■ ,  fo  bofe 


J(Mi  +  '"0  =  -P  +  ('»i  +  t»))!7«M«  —  -^J  —  -^■ 

%x 
^^eiifinet  man  ^  burdi  ^,  fo  beaeifinet  ft  bie  9naffe  etneS  materiellen 

fünftes,  roeldiei  bie  fi(^  brelienben  SRaffen  m,  im  SIbftanbe  S  vom  Sentntm 
erfegL    3Ran  ^al  bann 

j(mi  +  »»,  +  ^)  =  J"  +  Cm,  +  ma)?sma  —  -^■ 

S)ie  tI|eoretif(^e  Seftimmung  oon  Mo  ift  niebet  burc^uS  unfu^er,  fo 
baft  eS  giDedmöfeig  ift,  Mo  buxäj  SJerfucEie  ju  beflimmen,  unb  jroar  fofgenbet» 
ma^en: 

23er  Sinfel  «o.  fQr  roelcfien  j  =  0  ift,  foQ  niiebei  als  bie  ®Iet($( 
geroiditSneigung  bejeii^net  roerben,  er  ift  bm^  SJerfuifie  (P  =  0)  ju 
6eftimmen.    %ü^xt  man  if|n  ein,  fo  ift 

0  =  (m,  +  n!,)3s;«aj —, 

—  =  (m,  +  mOaS"»«©- 
Semnai^  gilt  allgemein 
j(m,  -t-  wa  +  f*)  =  P  +  (m,  +  »»j)ffsm«  —  (mj  +  mt)gsma^ 
=  P  -\-  (wii  4-  »13)9 (sind  —  «»«q). 
gür  Heinere  Sktte  von  «  unb  «o  laffen  fitfi  bie  ®tnuB  burc^  bie  tIrcuS 
erfegen,  fo  bog  fiiii 
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j(wi  +  wa  +  fi)  =  P  +  (w^i  +  W2)^(a  —  a«) 
crgicbt. 

S)te  abgeleitete  gomtel,  n)eld^e  jun&d^ft  für  ein  eingelneS  dtah  ober 
SRöberpaor  gilt,  löfet  fid^  lüieber  (ocrgl.  ®.  617)  ol^ne  roeitercS  auf  einen 
äBagen  unb  auf  3ö0^  übertrogen. 

12.  3)te  Seftimmnng  ber  €entrtfuga(Fraft  für  eine  Stange ,  bte 
minbff^ief  tft  jur  2)re^ung^a(^fe.  2)ie  @tangenad^fe  l^ei^e  AB  unb  fei  für 
ben  laufenben  äßcter  burd^  ykg  belaftet.  S)er  5ßunlt  J.  liege  in  ber  XY^(Sbent 
unb  l^abe  bie  Äoorbinoten  x'  unb  y',  ber  $unlt  B  liege  in  ber  XZ^(&btm 
unb  l^abe  bie  Äoorbinaten  x"  unb  je?".    SHe  ßintc  bilbc  mit  ber  Z*3I(i^fe  ben 

SKnld  a  unb  l^abe  bie  Sänge  7.    gür 

Emxz 

unb  *'  ~  -^»«^ 

ergieBt  ft.^  '*  ~  "^^»«j^  o  »  ^    - 

^er^  =  *  7  cos  « 


jCTj  =  I  ?  cos  a. 


rc'  +  a?" 


S)te  au§  ben  Kentrifugollräften  refultierenben  ®rud(e  ftnb 

Zv     x'  A-  x'* 

Di  =  q>^i:mx  =  flp2  -jL X — 

g  2 

D^  =  w^Zmy  =  cp^  -^  .  ^- . 

SBerben  biefe  an  ben  ©d^roerpunft  nerfegt,  fo  erl^ält  man  bie  9lefultante 
C  aug  aQen  ßentrifugalfröften 

C=^^'^  I  V(a;'  +  x"y  +  y% 
©ierburd^  bilben  fid^  gmei  Äröftepaare 

SBir  fe^en  \l  atö  bie  gemeinfd^aftlid^e  ©reite  ber  beiben  fträftepaare  an 
unb  nereinigen  bie  beiben  ^ßaare  gu  einem,  njobei  ju  berüdffit^tigen  ift,  ha^ 
bie  ^aarebencn  aufeinanber  red^tminfclig  fielen. 

S)ag  neue  5paar  ift 

unb  man  l^at 


COSQ  = 


x" 


menn  q  ben  SleigungSminlel  ber  neuen  ^^Saarebene  mit  ber  (Ebene  beSjenigcn 
5ßaarc8  bc^eit^nct,  melc^cS  in  einer  jur  XZ*Sbcne  parallelen  Sbene  liegt. 
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13.  !&ie  StUtgnng  iti  SrtifcU.  Sin  Sreifel  (9)otatunSt(tr|ier),  tvie 
if|n  gig.  660  anbeulet,  erhalte  eine  IiQftige  Xue^ung  um  feine  9Id|fe  OZ 
unb  meibe  bann  fcfitef  auf  baS  Saget  0  aufgefegt. 

gig  5ß(i  Um    bie  lBen«flunfl  bet  Ät^fe 

„     '  OZ  a"  «nterfuc^en,  benugen  mit  ein 

BenieglidCieg  jtoorbinatentreuj,  inbem 
n)ir  in  bei  SSeittlalebene  ZOVbux^ 
0  eine  r=.3l(^fe,  fen(ied|t  ju  OZ, 
unb  ou^etbem  eine  I-Äcftfe,  fcnf» 
lec^t  gur  (Ebene  ZOT,  einführen. 

Um  bie  Sage  biefeS  ÄreujeS  im 
Staume  ju  beftimmen,  fü[|ren  vm 
2iZ0V  =  »  ein,  fud^en  femer 
bie  ©pur  ber  Ebene  ZOY  mit  bet 
^oitjmttalebene  buti^  0  auf  unb 
meffen  bie  Stellung  (i;)  biefet  ®put 
gegen  eine  fefte  @erabe  OH  bet 
Sorijontarebene. 

33ie  3letQlicben>egmig  beS  fttei» 

felS  eegeti  bie  xr«Sbene  ip  nü^ 

»an  Sebeutung,  ha   biefer   roegen 

*■  •" "  feiner    gpnn    als    StutationfitSipec 

fOr  alle  ©eroben  bet  zr^Sbene  butc^  0  baSfelbe  Xt&g^itSmoment  I|at. 

aSon  STlomenten  flutetet  Atfifte  lommt  bei  £ßemad|IAfftgung  bei  Slei- 
bungcn  nut  Gesin&  jut  @eltung  unb  gn>ar  bre^t  biefeS  imi  bie  X'St^ft 
S)a  au^eibem  %Xx  unb  %Xy  benfelben  as^tt  ^aben,  bet  A  ^ei^en  mag,  fo 
lauten  bie  Suleifi^  Steigungen  ^iei 

1)  t:, .  J  +  <f>v'p.iA  —  %x,)  ~  Gesin» 

2)  1»  .  J  +  ip,v,(^t,  —  J)  =  0 

3)  (.  .  %x,  =  0. 

aiuS  3)  folgt,  bafe  bie  SBintelgefi^iDinbigfeit  föt  bie  Zi^^fe  (onftant  ift, 
a(fD  ftets  ben  ^nfangSmett,  tüe((f)er  y,  ^ei^en  mag,  beibehält,  »ie  aut^  auB 
ber  Setiac^ttmg  bei  Sage  beS  STtomenteS  gut  9[d|fe  o^ne  roeiteieS  folgt. 

^fnftatt  nun  ®Iei(^ung  1)  unb  2)  för  9),  ^=  y,  roetter  ju  be^anbeln 
auf  bem  SBege,  weichet  ©,  714  eingefc^tagen  muibe,  oerfa^ren  imt  fofgenbet» 
ma^en. 

%a.  bie  Ätaff  \G\  pataQel  ju  OY  iff,  fo  ift  h^%  aJloment  bei  SBeroegunfl»* 
gtöfee  füt  bie  Sliiife  0  F  (oetgl.  ©.  697)  eine  Äonflante  Ä  S)o  bie  fflompo» 
nente  bicfeS  SRomenteß  noi^  ben  9(d|fen  OX,  OY,  OZ  bejro.  qo,  .  A,  91^  .  i 
unb  y, .  %x,  finb,  fo  gilt  alfo 

I)    B^  tp^  .  A  .  sm%  +  y,  .  Ir, .  cos*. 
fflegeii^net  man  bie  9(nfang§roette  t3on  %,  <px  unb  y„  bearo.  burc^  ■&o, 
y»^  unb  y^,  fo  ift 

5  =  y^  .  ^  .  sm  *tt  +  j-i .  ir,  .  cos  *o. 
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SBcrglcid^t  tnon  femer  eine  beltefiige  Stellung  (-Ö*)  ber  Sld^fe  OZ  mit 
beren  9InfanggfteIIung  {^^),  fo  ift  bie  Slrbctt  ber  äußeren  jtrftfte  für  bie 
Snberung  ber  Stellung  (Senlung) 

Ge(cosd'Q  —  cosd"). 

2)iefe  Arbeit  entfprid^t  bem  Q\xwa(!^\t  an  lebenbiger  ftraft,  b.  ^.  bem 
SBerte 

(l^U  +  \q>iÄ  +  Jy/Ir,)  -  QyU  +  iyy'A  +  Jy/Ir,). 
2)emnac^  gilt 

n)  i-^Cg?:?  +  9>i?  —  yx  —  yi)  =  öc(cös^o  —  cö«^). 

2)a  ber  Areif el  bei  äSeginn  feiner  S3ett)egung  nur  eine  2)re^ung  um  bie 
Steife  OZ  ^aben  foQte,  fo  ift  y«  =  0  unb  yy  =  0  unb  man  erhält 

r)    (pyÄsind'  +  y,  .  Ir^cos^  =  y*Ir,c(?s^o 
unb 

11')    |A(9?«  +  (p^  =  Ge(cosd'o  —  cosd'). 

8tu«  10  folgt 

ygXxg    cosd-Q  —  cosd' 

f'^-j ^i;^ — 

unb  batauS,  mit  Stüdfid^t  auf  W),  fentet 

,lff      I  «,,  12  Ge       ylZxi  eos»o  —  cos»-] 

S)a  bie  Slrbeit  ber  äußeren  Äröfte  in  einer  ©enlung  befielet  ^  fo  ift 
-O"  ^  ^0  inxb  bemnati^  ift  cos  ^o  —  cos  ^  pofitio  ober  JluII ,  eö  mu^  alf o 
auc^  bie  jllammer  unter  ber  SBurgel  von  (px  pofttio  bleiben,  falfö  fte  nic^t 
3hiII  ift,  b.  f).  man  f)at 

2  GeÄ  ^^  cos'ö'o  —  ^s*^ 
y/Ir;  =         sin»^^ 

©eftt  man  ?^'     *.  =  2  m,  f o  ift  für  bie  ©renge  (=)  in  ©eltung 
sin^d'  =1  —  cos^d'  =  2tncos'&o  —  2»icosO', 

b.  ]^.  man  ^at 

cos^d"  —  2ntcoS'&  +  2mcos'9'o  —  1  =  0 
ober 

cos  -O"  =  w  +  '^m^  —  2»»cos'9'o  +  1- 

gür  bie  fenf redete  Stellung  ber  ihreifelad^fe  ift  d-^  =  0  unb  cos^o  =  1/ 
fo  ba^  bie  SBurjel  in  biefem  fJaHc  ben  SBcrt  m  —  1  erhält,  unb  eS  mirb 
cos-Ö"  =  2w  —  1  ober  1. 

fjfür  eine  fd^iefe  Stellung  ber  ftreifelad^fe  ift  ^o  >  0  unb  cosd'Q  <  1, 
fo  ba^  bie  SBurgel  in  biefem  gatte  ben  SBert  m  —  1  +  e  erhält,  mobei  s 
eine  pofttioe  Äorreltur  bebeutet. 

3für  bie  beiben  SBertc  oon  d',  meldte  ber  obigen  Sntmidelung  entfpred^en, 
gilt  otfo 

cos^  =  m  +  (m  —  1  +«)  =  (2m  +  «)  —  1 
cosd"  =  m  —  (w  —  1  +  f )  =  1  —  s. 
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3für  relatio  gro^c  SBcrtc  oon  y,,  iDte  fie  bem  rotiercnbcn  Äreifcl  ent* 
fprcd^en,  ift  m  relatio  gro^,  fo  bafe  nur  her  arocite  SBcrt,  Toclt^cr  bur<^  5 
bcacid^nct  toerbcn  mag,  braud^bar  ift. 

ßntrotcfelt  man  cosd"  für  rclatio  grofec  SBertc  oon  m,  fo  gilt 

cos  0"  =  cos  d'Q  —  - —  sin^  ^0  +  •  •  • 

2  w 

©cftt  man  anberfeitS  -^  =  -^^  +  ^,  fo  ift 

COS  -ö"  =  cos  d'Q  COS  0  —  COS  ^0  sin  d, 

unb  man  l^at  bei  Serüdfftd^tigung  ber  ©Heber  erftcr  €rbnung 

cos  d"  =  cos  0*0  —  sin  &q  .  arc  J. 

8Iu8  bem  SSergteid^e  ber  beibcn  SBertc  für  cos  9  folgt 

arc  (5  —  ^o)  =  arc"5  =  ^—  •  sin  ^o  =     *J  «  «'w  O-q. 

S)cr  SBinlel  0^  ocrmag  bcmnac^  bie  ®renaen  ^o  iinb  9  =  &^  -\-  d 
ni(^t  8u  übcrfd^rciten. 

gür  btcfe  ©renscn  roirb  (px  =  0,  mö^rcnb  eine  Überft^reitung  biefer 
(Srenaen  einem  imaginären  SBerte  oon  <Pa:  entfpred^en  mürbe. 


gig.  561. 


2)er  ©enfung  ber  Steife  entfpred^cn  poritioe, 
il^rem  Steigen  negatioe  SBerte  oon  g?,:  ober 
umgcfc^rt,  je  nac^  ber  »eftimmung  beS  S)xe^ 
j  l^ungSfinneS.  Um  and^  q>^  unb  ^y  für  relatio 
grofee  SBertc  oon  y,  angenähert  baraufteOen, 
fcßen  mir  ^  =  ^^  +  d,  fo  ha^  6  olfo  in  hm 
©renaen  0  .  .  .  d  liegt,    äftan  ^at  bann 

ysXx, 


9>y  = 

unb  bemnad^  aud^ 


•  arcS 


^ 


— -: arcö  —  i     -i. .  arc^ 

A  A^ 


i.sin  V 


gür  ^a:  =  0  erl^ält  man  mieber  *  =  0 
ober  d  =zd. 

Seacid^net  man  bie  (Sraeugungggefd^mm* 
bigfeit  oon  d^  ober  *  fura  burc^  (p,  fo  ift 
natura^  (p  =  g?^,  b.  f|.  für  arcö  =  /(O  ift 

9'x  =  /(0. 

aScrfud^t  man  /(O  für  ben  Übergang  oon  5  =  0  über  d  =  Ö  bis 
*  =  0  al8  l^armonifd^c  ©c^roingung  barauftcHen,  fo  entfpric^t  biefe  ^n^ 
na^me  (ocrgl.  gig.  561)  ber  SBemegung  eineS  5ßenbcl8,  melc^eS  fic^  au8 
ber  ©eitenlage  au  beroegen  beginnt. 

•  gür  bie  SKitte  31  ber  ©c^mingung  oon  Ai  über  M  nac^  A2  unb  oon 

A2  über  M  naij  A^  l^ättc  man  f{t)  =  ^rcos\2%  -    A  anaufeöcn,  bamit 
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für  *  =  0  btc  Stellung  [ —  r]  in  ^i  gegeben  roirb.  gängt  man  bie  Stellung 
in  Äi  ju  göf|Ien  an,  fo  n>äre 

arcd  =  f(t)  =  r  —  r  .  €os(2üt-~\  =  r   1  —  co8\27c  •      H 

ju  fe^en  unb  eS  roöre  femer  <px  =  /(O  =  +  r  •  —  sin  f  2ä  •  ~  j  einju« 

füfjrcn. 

Unter  btefer  annähme  gel^t  bie  ©leid^ung  für  9»  üBer  in 

falls  man  bie  ^altoxtn  von  arcd  unb  arc^ö  bejm.  burd^  a  unb  b  be^eici^net. 
©iefe  ©leic^ung  ermeift  ftd^  ate  rid^tig  für  ^  =  0  unb  für  t  =  T. 
gür  <  =  I  T  ergiebt  fte 

2  ar  —  4  br»  =  0, 
b.  ^. 

.                a          G  .  e  .  Ä  .  sind-Q 
r  =  0     unb     r  =  ^  = ,^^j^^ 

gür  ^  =  ^  T  unb  ^  =  f  T  f  ü^rt  fte  ju 

27t 


b.  1^.  man  l^at 


r  •  —  =  +  '^ar  —  hr^. 


_  ifj^  _  4  ä2^« 


2>        y/sr; 

ober 


^z 


®e§t  man  nun  bie  gefunbenen  SBerte  oon  r  unb  T  in  unfere  (SIeid&ung 
ein,  fo  mirb  fie  in  fid^  befriebigt.    Semnad^  gilt 

Sei  ber  gemö^Iten  Snnöl^erung  entfprid^t  alfo  bie  SJerönberlit^Ieit  oon  d 
begm.  oon  -9"  tl^atfäd^Iid^  einer  ^armonifc^en  ©d^mingung  oon  ber  SKmpIitube  r 
unb  ber  ©d^mingungSbauer  T, 

S)emnad^  ift  aud^ 

y,  .  2r,  ;.        aesind-Q  [  /y,  .  2r,     N] 

beftimmt. 

8Iu8  9?y  löfet  ftd^  leidet  bie  SBinfelgefd^minbigleit  (pv  für  bie  SSertifoIe 
OV  ableiten,  man  ^at 

q)y  Ge       sm^of  /y,  .  Sr,     Xl 

^  Sin^        yz^^z     sin^  l  \     A.  /J 

©a  -ö"  nur  in  ben  engen  ©rengen  ^0  i^nb  5*  fd^manlt,  fo  erfjält  man 
eine  braud^bare  Slnnäl^erung ,  menn  man  sind^  gegen  sin^Q  fortl^ebt.  3Ran 
^at  bann 
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-=;feb— (^■')] 


otö  SSmtelgtf^ttmtirigfett  bet  jheifelac^fe  um  bte  äkrttlole  OV. 

^rojisiert  man  bte  Sc^f e  ouf  bte  ^naoittole,  f o  ift  ber  Sßinletmeg  arc  tj 
ladft  aus  9>F  abzuleiten,  man  ^t  beim  Übergange  ivm  ©tomtne 


arc 


'=Ä['-Kfe-(^-)]+«' 


roobet  C  eine  Stonftonte  begeui^et. 

©oD  ly  =  0  fein  für  ^  =  0,  fo  ift  C  =  0  ju  fegen,  b.  ^.  man  ^at 


arc 


Ge    [^  Ä      .   (y,%x,     \r\ 


3eic^t  man  irgenb  einen  $unlt,  g.  8. 
ben  ©(^merptmft,  auf  ber  ^origontalprojeltian 
ber  Streifela^fe  av&,  fo  entfte^t  in  ber  $ori« 
gontalebene  ein  99tlb,  xmt  eS  gig.  562  an^ 
beutet. 

@egt  man  in  ber  gormel  für  arc  ri  txa* 
mal  t  =  0  unb  einmal  ^  =  T,  fo  erhält 
man  arcri,  entfprec^enb  bem  Sa^nftüdCe  ABC 
begro.  entfprec^enb  imi  SBinlel  AOC.    GS  ift 

SHe  9lnga^I  n  ber  @(^mantungen  ber 
Streifelad^fe,  mie  ABC,  toeld^  auf  eine  ooQe 
Umbre^ung  biefer  8((^fe  fallen,  betrögt 

2%         yt  .  2r/ 


n 


arcri 


QeA 


S)a  arc?^  in  ber  3^^  ^  bcf einrieben  roirb,  fo  erforbert  ein  ooHer  Um^ 
gang  ber  8I(^fe  bie  Seit 

arcri  Ge 

Ge 

S)ic  burd^ft^nittlid^c  aSinlelgcfd^roinbigleit  bicfcS  Umganges  ift  alfo  -^ 

Xr, .  yg 

S)er  ©inn  oon  [yj  unb  [(pv]  ftimmt  überetn,  b.  ^.  für  einen  Sefc^aucr, 
ber  t)on  oben  längS  ber  8l(f)fcn  ZO  unb  VO  blidt,  ift  entmeber  bcibe  SKate 
U^rgcigerbre^ung  oor^onbcn  ober  betbc  SKale  nic^t. 

SS  mag  tujc^  bcmerft  werben,  ba^  tpv  unb  arcri  bei  ber  gcmöl^Iten 
Slnnö^erung  oon  %^o  unab^öngig  fmb. 

(Bin  ftrcifcl,  mclt^cr  mit  einem  großen  SBerte  oon  y,  feine  Semcgung 
beginnt,  befc^rcibt  langfam  (oergl.  S)  einen  ftegel  mit  oicicn  (ocrgl.  w), 
aber  Heinen  (ocrgl.  arcri)  (Einbuchtungen.  3)ie  Sleibungcn  (SSefeftigung  unb 
ßuftmiberftanb)  oerönbern  langfam  ben  2öert  oon  yz,  fo  bafe  bie  Umgänge 
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rafi^,  btc  Sin&ud^ungen  (ettenei,  aber  größer  iDerben,  &iS  fi^Itegltdi  ein 
Umfatten  beS  Ätei?elS  eintritt. 

3)a  91F  unb  arcrj  proportimiat  ftnb  ju  e,  fo  oerfdittnnben  biefe  ®rö6en 
für  e  =  0,  b.  ^.  für  ben  goO,  ba^  bei  S^roeipunft  beS  AntfelS  mit  0 
gufainmenfÜQt. 


S)ie8  lafet  r»^,  ebetifo  roie.bie  ooiijiet  bt^dintbtnm  33eniegiingen,  oer* 
onfdiaulit^en  burt^  ben  geffelfc^n  9lotation8apporat ,  tceldier  in  ^ig.  563 
abgebilbet  ift. 

Über  bie  ©caiefiungen  ber  ÄreifeltfieDrie  jur  ^ßrajiS  beS  ÜJlafi^tnentiaueS 
oergl.  2föppl8  äRet^onit,  SBb.  FV. 


iJUiungen  }Vix  |tinftik  its  flarren  ^ix^txs. 


1»    Unter  SBcrücffid^tiflung  ber  SRcibungcn  fmb  bie  (Scfcßc  für  eine  be^« 

fd^Ieunigte  8en)egung  gemd^  gig.  151  ju  entmideln. 

aBcjeicfinet  man  ba$  ®txDx^t  ber  SftoDe  mit  G,  fo  ift  i^r  Irög^eitS^ 

G 
moment  alS  2~~'*f  anjufegen,  falte  r  ben  SRoücnrobiuS  bejcic^net. 

»7 

ääegeic^net  man  ben  3opf^^^^"^^ff^^  ^^^^  P/  f^  ^f^  ^<^^  äRoment  ber 
Sopfcnreibung  D  ,  q  .  fg,  roobei  für  ben  S)ru(I  2)  gilt 

®8  ift  bann,  faHg  bie  ©eitbidfe  S  ift. 


P  —  fQ 


9  ' 


P+  Q  +  IG 

V  =  Vq   -{-  jt  U.   f.   XD. 

2.  2Ke  ftnbert  fni^  bie  gormel  oon  3lx.  1,  roenn  P  ni(§t  burd^  Stollen* 
Übertragung  afö  ®enri(^t  mirlt,  fonbem  unmittelbar  atö  Jhraft  an  Q? 

j  =  g-      "q        u.  f.  XD. 

3.  SBenn  im  g^De  ber  Sftr.  2  bie  ftraft  P  pld§Ud^  ju  mirlen  aufhört 
(SlbfteDung  ber  S^riebf raf t) ,  nad^bem  Q  bie  ©efc^mtnbigJeit  c  erlangt  l^ai,  fo 
tritt  eine  oerjögerte  Semcgung  ein.  SBie  lange  baucrt  biefe?  SBeld^e  ©tredfe 
mirb  nod^  surüdgclegt? 

i  =  —  f9' 

0 
S)ie  (altueüe)  Energie  \^c^  mirb  auf  ber  ©tredfe  s  burd^  bie  3lcibung 

fQ  aufgese^rt,  h.  \),  s  .2fg  =  c^.    ®a  t;  =  Vo  +  jt  unb  v  =  0,  v^  =  c, 

4.  Sine  Solomotioe  befigt  in  bem  älugenblide,  mo  ber  S)ampf  ab>: 
gefperrt  mirb,  eine  Oefd^nJinbigfeit  oon   11,3 SBelc^en  äöeg  legt   fte 

sec 

jurüd,  menn  /=  0,004  gefegt  mirb,  unb  meldte  geit  gebrandet  fic  baau? 

s  =  1628  m    unb    t  =  288  ©efunben. 


5.  — 10.]  Übungen  gui  JHnetil  beS  ttdncn  SörpeiS.  789 

5.  5)te  ajer^aünine  bet  gig.  203  ftnb  8«  6e^onfaeIn,  wie  unter  5Rr.  1, 
falls  bie  Börijet  Ai  imh  ^1,  gleiten. 

S3ei  ajentadtUffigung  bn  äSibetftanbe  Don  @eil  unb  dtolle  beträgt  bte 

SeÜfpannung  S=  _    ',  '     [arnMi  +  «»«,  — /(cosa,  —  cosoj)]. 
-r  1  -r  ^i 

6.  SBie  änbert  T"*!  ^"^  SrfleSniS  öer  Sflr.  5,  »enn  eine  ®6ene  unb 
menn  6eibe  Sbenen  oetttlol  meiben? 

S  =  ^^^(.1  -^  sina,  +  fcosa^    unb     8  =  2^^^^^- 

7.  S)er  ©onberfott  her  3h.  6,  bei  burc^  giß.  162  batgefteDt  niirb,  föU 
untei  aserüdficltigung  aUn  aSibetftänbe  Be^onbelt  uneben. 

Sejeit^net  man  baS  ©enitc^t  ber  StoQe  bui(|  V  unb  bte  ©eilbide  bucdi 
S,  \o  i?t 


8.  Sei  bet  Sltrooobfd^en  gaQmofdiine,  nwlt^e  9h.  7  entTpritfit,  Idnnen 
in  elfter  Slnnfi^erung  aQe  ^berftfinbe  nemacfil&ffigt  roetben,  fo  bag  (oergl. 
®.  275)  gitt 

P—  g 

■^  ~^'P+  §■ 

Qür  Ö  =  0,80  kg  unb  P  =  0,84  kg  ift  j  =  0,24  -^■ 
gür  j  =  0,13  -^j  unb  P  ^  2,50  kg  ift  Q  =  2,434  kg. 

9.  3)ie  SBer^ältniffe  bei  gig.  204  finb  gu  Be^anbern  wie  unter  sjh.  1, 
faOS  bie  ftdrper  A,  unb  A^  gteiten. 

Sei  SBemai^Iäffigung  ber  3Siberftanbe  Don  ®eil  unb  atoUe  giCt 

PiP» 
Sir,  =  Sarg  =  p-^i  \    p  ^.i K *•} (««Wi  —/cos«,)  +  riVs(st»as  +/coscf,)]. 

10.  IHe  ßrgebniffe  otm  air.  9  finb  im  ^^  ^■ 
befonbem  füi  «[  =  Oj  ^  90"*  abjuteitEn,  netßl, 

giß.  564. 

Äraft  P  unb  Soft  Q  mögen  an  »oUtommen 
fciegfamen  ©i^üren  roirfen,  beien  ©einübt  nidjt 
berüdfif^tigt  mirb.  S)qS  Mab,  mit  Strmen  unb 
9ia6e  tonftruiert,  ^abe  ben  mittleren  §aI6meffer 
R,  bie  Sßefle  ben  $at6meffer  r  unb  beren  3opfen 
ben  ^albmeffer  q.  ffiaS  ®eimii)t  beS  ÄtanaeS  fei 
A.  bog  ber  21rme  unb  Sßabe  ^A  unb  ba»  ©ewit^t  ber  aSeHe  B  Äilogramm. 

aSir  nefimeii  an,  ba^  PJt  >  Qr  ift.  S)ie  Sefi^Ieunigungen  ber  tieiben 
®emic^te  feien  j,  unb  j',,  bie  ju  einer  Umbre^ung  ber  SDlafcEiine  notmenbige 
3eit  fei  i.  bann  ifl  2JJjr  =  Jj,(2  unb  2r:t  =  Jjs*'.  ba^ 


Stritlci  Vbff^lU.    Sieitefi  Oapütt 


-f(P+<i  +  t^  +  ^)-t 


<i)'- 


unter  %x  baS  Xx&Q^Smomtnt  bet  ganzen  Wafi^e  ocrftanben. 
2>te  Spannung  S,  beS  SeilcS,  an  betn  P  imitfam,  ift 


SHe  Spannung  S,  beS  anberm  @eile8  ift 

Sxx  2>tucC  D  auf  bte  Soff^  tf^  bemnai^,  abgefelien  oon  betn  ©erntete 
bei  SRafifiine 

i,  =  s.  +  s,  =  p+e-.;.(|-f  ■^). 

alfo  tletner  als  in  bem  3uftanbe  beS  ®letd|stniii^teS. 

11,    Sine  obei  bie  anbere  bei  ooiftelienben  Slufgaben  ift  unntittel&ar 
buid)  baS  $imcip  von  b'SIIembett  ju  löfen. 

gifl.  565.  12.    3n  ben  ooriflen  fflufgaBen  ift  ftet«  bo8  ®e. 

nric^t  beS  Seiles  oemoi^tAffigt  moiben.  3)enfen  nrit 
bie  ®en)td|te  P  unb  Q  an  einei  eifemen  ffette  (gig.  666) 
^ngenb,  hie  ftä|  um  bie  fefte  Sftolle  legt,  fo  lommen  ju 
bei  benegenben  ftiaft  in  jebem  3ftontent  neue  ftettenc 
ftfide  als  Übeif[^u|'  ^ingu,  iväEirenb  baS  dkgengennt^t 
fidi  in  flleid)em  SDlafee  oeiringeit. 

®et  §aI6nieffer  bet  SloIIe  (et  r,  bie  Aettenlänge  fei 
nr  -j-  l,  bie  Längeneinheit  beifelben  ^a6e  ein  ®enri(t|t 
Don    y   flilogramm.     SSir    laffen    bie    3leben^iiibentiffe 
augei  %etiacf)t  unb  nelimen  baS  frei  fieiunter^ängenbe 
Jlettenflütf ,  an  bem  P  miiffom  ift,  ga  SInfang  bei  !6e< 
niegung  oon  bei  Sänge  k  an. 
Sifolgt  bie  SeiiKgung  im  @inne  non  [P],  fo  ift  bie  bemegetibe  fltaft, 
falls  bereits  ein  Jtettenftüd  oon  ber  ßönge  x  ^injugefommen  ift, 
P  +■  y(h-\-x)  —  [(J  +  Yii  —  [h  +  Pr])]=^P-  Q  -yl  +  2y(h  +  x), 
toä^renb  bie  beniegle  SRaffe  ben  Sßert 

l-  +  Q  +  YJI  +  rii)  +  \V 
il 
i)at.  faUS  V  baS  ©erntest  bet  StoUe  bejeii^net. 

Sientnarfi  ift  bie  säefc^eunigung  j  oon  P  in  biefem  gotle  gegeben  ßlS 


13.]  Übungen  a«t  SHnettl  bcg  ftatten  ftörpctg.  791 

a  -\-  X 


52 


fang    ^-«-H  +  ,^«    „„b    i>+g  +  yO  +  r.)  +  |r^,, 

gefegt  roirb. 

©eftt  man  a  +  o?  =  9(<),  fo  ift  a  +  f(t)  =  (p(t),  b.  ^.  man  l^at 
/'(O  =  9?"(0  «ni>  bemnac^  ift 

3n  biefer  (Slett^ung  ift  5«  pofttio  unb  man  erhalt  (oergl.  ®.  269) 

(p(t)  =  Ä  .e    ^  +  B  .e    \ 
®emna(i^  ift  x  =  (p(t)  —  a  unb 

fcertimmt.  ^  " 

Sinb  bie  äBeite  oon  x  unb  v  jur  3«t  <  =  0  Bejta.  a^  unb  «o,  fo  ift 

Xo  =  Ä  +  B  —  a    unb    Vo  =  — r — , 
b.  ^.  es  ift  " 

^^xo+a  +  hv,     ^^     ^^Xo  +  g-K. 

13»    SBenn  in  Jftr.  10  baS  ©cmid^t  P  unmittelbar  burd^  eine  S:riebfraft 
erfeftt  mirb,  melc^^e  pWftßd^  abgefteHt  merben  lann,  fo  gilt  nad^  htm  3IbfteIIen 

(3 +  /((?  +  U  +  J?)  I 

h  = 


^r 

faQi^  aud^  baS  ©emid^t  Q  butd^  eine  jtraft  erfegt  mirb. 
3ft  bie  SBinlelgefd^minbigleit  beim  SffbfteQen  y,  fo  ift 


o  =  r-^t, 


ry 


b.  ]^.  <  =  ^  begeic^net  bie  geit,  meldte  bie  SDtafd^ne  nod^  unter  ÜBerminbung 
ber  äBiberftönbe  läuft. 

gür  ben  äBinleImcg  gilt  ö  =  yt  —  l^^t^  —  l^^- 

aJlad^t  bie  aJlafd^ine  nac^  bem  3IbfteIIen  nod^  u  Umbrel^ungen ,  fo  ift 

ö  =  u  .2jt,  b.  ^.  t^  ift 

ry2 

ajci  aSemad^läfftgung   ber  Sfteibungen   ift  j^  =  -^,   b.  1^.  man  \)at 

Xr 


Qr  _    y 


2 


Sr        4  Jtu 


792 


2>ritter  «(bfc^nitt.    SJierteS  Stapitti. 


[U. 


Sntfptec^en  htm  äRomente  Qr  bei  ber  SBinlelgefc^nnnbtgteit  y  (bejm. 
n  als  Zourenaa^Q  J^  ^ferbeft&rlen,  fo  ift 


Qr  =  716  -     uttb     y  =  0,1047  n 


unb 


Ir  =  716  - 


^xu 


n     (0,1047)«  .  n« 


43r.716     N.u 


nw/ 


820  680 


N.u 


(0,1047)2       n3  n» 

®oII  olfo  bie  SRafi^ine,  toel^  ^Y  ^ferbeftftrlen  bei  ber  Sourenjal^l  n 
leiftet,  nad^  SlbfteQung  ber  Sriebfraft  no^  u  Umbrel^ungen  mad§en  bis  jum 
StiQftanbe,  fo  mu^  i^  Zrög^eitöniament  ber  obigen  Sebingung  genügen. 

14.    3)08  Trägheitsmoment  ber  SBelle  in  gig.  564  ift  J  ^  r«. 

^ür  bie  Sered^ung  beS  Srög^eitSmomenteS  für  boS  Stab  biene  fjfig.  566, 
roeld^e  überhaupt  ein  ®d§mungrab  barfteüt 

S8  fei  bog  (Sennd^t  bed  duneren  ftranaeS  ^,  baS  ber  9labe  ji',  baS 
eines  SIrmeS  C.    Sie  Sinne  nehmen  mir  ber  Sinfad^^eit  megen  priSma« 

tifd^  oon  quobratifd^em  Ouerfc^nitt  an,  beffen 
Seite  gleid§  a  fein  mag.  2)te  $albmeffer  feien 
ber  Slei^e  nad^  gleid^  B^,  B^,  r^  unb  rj. 

Sie  2)re^ad^fe  fe^en  mir  als  bie  Sl^fe 
an,  auf  meiere  bie  Trägheitsmomente  belogen 
merben  follen,  gür  biefen  gfaH  ift  baS  Iräg* 
^eitSmoment  %x  beS  ganjen  9labeS  gleich  ber 
Summe  ber  Trägheitsmomente  ber  einzelnen 
leite 

2r  =  Sri  +  ita  +  6  %x^ 


%x. 


.jiRi'  +  RT} 


Sei  Sered^nung  beS  Srägl^citSmomentcS  eineS  SlrmeS  ift  ju  beadjten,  ba^ 
berfelbe  um  eine  Sld^fc  fd^mingt,  bie  paraDcI  einer  Äante  a  ift.  Sie  ßänge 
eines  ?lrmcS  ift  i?^  —  r^,  für  %x^  erhalten  mir  ba^cr 


Sr«  = 


,\  ^  [a  +  (B,  -  r,y]  +  ^  ( 


C  /B,  +  rA» 


)■ 


^ernacf)  ift  baS  S^rög^eitSmoment  beS  SlobeS 


15.]  Übungen  gut  ftinetit  btS  ftatten  ftdipeiS.  798 

£)te  auf  ben  Umfang  rebujteite  äRaffe  aia  ift  g(etd^ 

S)tefex  aBert  bc8  Xrägl^cttSmomcnteö  foll  jur  proltifd^en  SJerrocnbung 
vereinfacht  toerben. 

SS  fei  B  ber  mittlere  $aI6meffer  beS  Sd^tuungringeS  unb  5  bie  breite 
bedfelben  in  rabiater  9h(^tung,  bann  ift  Bei  aSorauSfegung  eineS  red^tedigen 
®d^n)ungringquerfd§nitteg 

*'.=ifw+«.')=äf[(«+|)'  +  (ii-i)T 

b.  l), 

2)a§  Trägheitsmoment  Xx^  ber  9tabe  oernad^Idfftgen  mir  ganj  unb 
neljmen  ftatt  beffen  an,  bie  älrme  reid^ten  bis  gum  SDlittelpunIte  beS  Sd^mung« 
robcS,  i^re  JBönge  fei  alfo  glci^  JB.  gfür  biefe  SorauSfeftung  ift  baS  XxäQ^ 
^eitSmoment  Zx^  eineS  ^rmeS 

ober 


-.=äf(-+?) 


S)aS  £rög]^eitSmoment  beS  Sd^mungrabeS  ift  beSl^alb,  menn  n  9lrme 
oorljanben, 

®a  h  unb  a  gegen  J?  oer^öItniSmöfeig  Hein  finb,  fo  lann  man  -j  unb 
-j  gegen  R^  oemacf)Iäfftgen,  unb  eS  ift  bann 

2r  =  — (^  4-  |«C). 

3n.bcn  gcmö^nlid^en  göHcn  ift  baS  ©emid^t  nC  ber  8lrme  ^  oon  bem 
®cmi^t  -4  bcS  ©d^roungringeS,  roeSl^alb  InC  glei(^  J^  ~  0,1J[  genommen 
merben  lann.    3Kan  l^at  alfo 

Xx  =  lA  ^-  R\ 
0 

roorin  A  ha%  (Semid^t  beS  ©d^roungringeS  bebeutet. 

gür  9lr.  10  unb  5Rr.  13  gilt  alfo  in  ännä^erung  %x  =  1,1  ~ .  l?»  _[_  i  ^  ,.a. 

<7  9 

15»    SBie  grofe  ift  baS  Trägheitsmoment  eineS  Sd^mungrabcS,  für  melc^eS 

A  =  5000kg,   Ä  =  500kg,    C  =  250kg,   B^  =  3,45m,   iJj  =  3,3m, 

ri  =  0,104  m,  rj  =  0,052  m?    SS  ftnb  fecfjS  8lrme  oor^anben,  beren  Quer* 

f^nitt  ein  Sted^tedC  oon  ber  a3rcite  0,078  m  unb  ber  ©öl^e  0,104  m  fein  mag. 


794  2)rtttcr  «bfd^nUt.    »terteg  Staptttl  [16.  — 18. 

^^s  =  iVy  [«'  +  (1^2  -  n)«]  +  — (^        2       'j 
_  127846        4345,2  _  6623,36 

It  =  «^  =  6382. 

aSet  Scnuftung  ber  in  bcr  vorigen  8[ufgaBe  entoidtcltcn  angcnftl^crten 
f^ormeln  erl^&It  man  ber  9lei^e  nad^ 

56  981,25  ,  5696,66    62  677,91    __^_ 

£x  n^  4"  ^^^= —  Doöy 

9  9  9 

Xr  ^  6^^  =  6386 

9 
S)te  auf  bcn  mittleren  3flabiuS  B  rebu^iertc  SJtaffe  Betrögt 

ilf  =r  ~  =  560,6. 

16*    Sin  ©d^roimgring  mit  ben  $aIBmeffern  ai  unb  h^  unb  ber  3)i(fe 
Ci  fott  burc^  einen  anberen  erfe§t  werben  oon  ben  öalBmeffcm  o^  unb  5,. 
SBeld^e  ©ide  erhält  berfclbe? 

17.  ©anbelt  eS  ft(§  um  ein  ©(^mungrab,  beffen  SMaffe  fe^r  grofe  ift 
gegen  bie  3Kaffe  ber  SBeUe,  fo  läfet  fid^  für  Stab  unb  SBette  Zi  ^  1,1  ^  Ä^  fefeen. 

aHan  l^at  bann,  gema|  SWr.  13,  ^ier 

^  =  7319900^.4- 

18.  ®g  fei  nad^  ben  vorigen  gormcin  ba^  ®en)icE)t  be8  ©t^mungrabeS 
einer  ©d^neibemül^Ic  ju  Berechnen.  3"^  SetrieBe  berfelben  finb  7  ^ferbe^ 
ftärfen  nötig,  moBei  ba^  Sägegatter  80  §u6e  in  einer  ajlinute  mad^t.  S)a8 
©emid^t  beS  ©d^roungrabeS  foß  bcr  Sebingung  genügen,  ba^  bie  SSetrieBS* 
meHe  beS  ©atterS  nad^  btm  plögtid^en  9luSrüdfen  ber  ftraftmeüe  vermöge 
if)re8  »e^arrungSoermögenS  noc^  fünf  Umbrel^ungen  mad^e.  ®er  öufeere 
ÖalBmeffer  beS  ©(^roungrabeS  fei  0,889  m,  ber  innere  0,798  m. 

KS  ift 

0,889  +  0,798    1,687    ^^.o 
B   ~ ^ — =  '    =  0,843  m;  w  =  80;  w  =  0 

N=  7; 

baf)er 


19.  —  23.]  Übungen  gut  Äinctil  beg  ftarren  ftörperg.  795 

7  319900.5.7        „^,  , 

19.  ©oH  bic  3ßtt  *  für  bcn  8lu8lauf  in  bie  gormcl  eintreten  (ftatt 
ber  ^nga^I  u  ber  Umbrel^ungen),  fo  folgt  auS 

<  =  I-i-^    unb    J2  =  %^    unb    y  =  0,1074« 

_  y  .Sr  _  y  .Zx  .71  _  0,1074  n«  .  Zx 
Qr    ~    N .  llß    ^     71ß         N 

•       Xx  =  ^  .  6839. 

20  •    SBeld^er  Sufammenl^ang  Befielt  jroifd^en  ber  Seit  be§  3lu8Iaufe8 
unb  ber  Slngal^I  u  ber  Umbre^ung^n,  gemäfe  SRr.  13  unb  19? 
8Iug  ö  =  lyt  mb  ö  =  u  .  27t  folgt 

120w  =  n  :t. 

21.  ©ie  SBetrad^tungen  ber  oorigen  Stummer  fmb  burc^  bie  SJcgtel^ung 
amifd^en  8lrbeit  unb  (Energie  abauleiten. 

22.  9Iuf  einer  ftel^enben  SBeQe  oon  3  m  Sänge  unb  0,052  m  SlabiuS, 
beren  ©tufijapfen  ben  3labiu8- 0,033  m  ^at,  ft^t  eine  ©d^eibe  oon  ber  ©tärfc 
0,104  m  unb  bcm  3labiuS  2,2  m.  SBie  grofe  ift  bie  Seit  t  beg  SuglaufeS 
unb  mic  gro^  bie  Slnjal^I  u,  menn  bie  3Kafd^ine  beim  ?l6ftellen  w  =  40 
Touren  fjafi    SHeibungSloeffiaient  /=  0,075. 

©eftt  man  J/2>p  atö  SleibungSmoment  an,  fo  ift 

t  =  999"    unb    u  =  333. 
ÄontroHe:  120  .  333  =  40  .  999. 

23.  8luf  berfelben  ©re^ad^fe  bcfinben  fid^  gmei  ©d^eiben  oon  ben  Qalh» 
meffem  2,4  m  unb  1,6  m.  Über  bie  erfte  berfelben  ift  eine  ooHfommen  bieg« 
fame  ©d^nur  gelegt,  bie  an  i^ren  ffinben  ©emid^te  glcid^  4  unb  6kg  trägt. 
SBeld^e  ©eroid^te  mu^  man  an  ber  anbcren  ©c|eibe  anbringen,  bamit  bie 
SBeroegunggoer^ältniffe  biefelben  bleiben,  menn  bie  juerft  mirlfamen  ©emid^te 
fortgenommen  mcrben? 

ffiS  ift,  bie  beiben  unbcfannten  ©enri^te  mit  P  unb  Q  begeid^net,  bie 

beroegenbe  ftraft  P  —  Q,  unb  bie  gu  bemegenbe  SKaffe  — -^—-^»    S)ic  ^t^ 

roegungSoerl^ältniffe  foUen  burd^  Umönberung  ber  ©emid^te  biefelben  bleiben; 
ba^  ift  nur  möglich,  menn  bie  Trägheitsmomente  ber  äftaffen  unb  menn  bie 
9Irbeit8grö^en  ber  bcmegenben  fträfte  unoeränbert  bleiben.  Sejeid^nen  mir 
bie  bei  ber  ©rel^ung  ftattfinbenbe  SBinlelgefd^minbigleit  mit  y,  fo  ^aben  mir 
l^iernad^  gur  Serec^nung  ber  unbcfannten  ©cnrid^te  folgenbe  gmei  ©leic^ungen: 

l±^  .  2,4«  =  ^+«  .  1,6« 
9  9 

(6  —  4)  2,4  .  y  =  (P  -  Ö)  .  1,6  .  y. 
hieraus  erhält  man 

P=  12,76  kg,  <2  =  9,76  kg. 
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24.  äBenn  man  bei  einem  ©c^niungtabe  mit  einem  Stranje  oon  rec^t« 
ecfigem  Ouerf^nitt  ©peid^en  unb  3taht  unberüdj^tigt  Iö|t,  fo  gi(t  für  bie 
Slabien  r^  unb  r^ 


S)er  2:r&Bl^eit8arm  ^  ift  in  biefem  gfolle  o  =  l^  -^— ^ — ^  • 
gür  rj  =  r j  +  d  erl^It  man 

3e  meniger  alfo  r^  unb  r^  ooneinanber  abmeid^en,  um  fo  mel^r  ift  man 
berct^igt,  q  =  ^^  ^  ^*  «a  feficn.    SBetfll.  Sftr.  18. 

gür  baS  Oemit^t  G  =  M  .  g  b^  ^abt^  folgt  gunöd^ft 

unb  bann  angenftl^ert  ( 

9Jlan  rechnet  in  ber  ^ra^id  sunftd^ft  für  einen  Uberfd^Iag  gemä| 
3tr.  13  bean).  %c.  19  unb  ^at  alfo 

g..Y    ».820  680  ^_6839.^^'. 

25.  ®cmäfe  3lr.  24  ift  ba&  ©emid^t  eine»  ©d^mungrabcS  für  (>  =  3  m 
3U  berechnen,  faHS  200  PS.  bei  einer  iourenja^t  n  =i  80  geleiftet  werben, 
unb  fang  bie  aJlafd^ine  nad^  abfteQen  ber  SCriebIraft  nod&  20"  laufen  fott. 
aSieoiel  Umbrel^ungen  (u)  merben  nod^  gemad^t? 

a  =  4659  kg    unb     u  =  13^^. 

26.  Oemft^  3h:.  24  ift  bie  Seit  t  beg  SruMaufe«  au  bered^nen,  faßg 
250  PS.  bei  einer  Slourenaa^t  w  =  100  gegeben  finb  unb  faHS  ba^ 
Sc^raungrab  baS  (Semid^t  15  000kg  unb  ben  mittleren  SlobiuS  p  =  2m 
^at.    aSieoiel  Umbref)ungen  entfpred^en  ber  Qext  beS  8Iu8Iaufe8? 

t  =  35,8"    unb    u  ^  30. 

27.  ©emftfe  Str.  24  ift  bie  ßeiftung  i^  in  PS.  für  eine  3Kafc^ine  au 
berechnen,  faUg  baS  ©d^roungrab  ba^  ©eroid^t  10  000kg  unb  ben  mittleren 
SRabiug  3  m  l^at  unb  fallS  bei  einer  S^ourcnaa^t  n  =  50  ber  Sluglauf  10" 
bauert : 

JV^  =  335,4. 

28.  aScIc^e  Jourenaal^l  entfprid^t  ben  eingaben  6r  =  20 000,  q  =  2m, 
'N  =  100  unb  t  =  30? 

n  =  50,16. 


29.  —  38.]  Übungen  aur  Ätnetif  he»  ftarren  Sitörpet«.  797 

29*  SBcIdjcn  mittleren  Slabtu«  q  l)ai  ein  ©d^ujungrab  vom  ®en)td&tc 
G  =  10  000  kg,  falls  Bei  J^  =  300  unb  n  =  120,  im  aiuSloufe  nod^.  «*  =  30 
Umbre^ungen  erfolgen? 

Q  =  2,048  m. 

30*    aufgäbe  Sttr.  29  ift  meitergufül^ren  für  i\  =  2,2  m. 
9IuS  2  (>a  =  ri^  +  r/  folgt  r,,  au8  ö  =  (r^^  —  r^n.d.ö  folgt  für 
bie  ©t&rle  d  beS  SRabeS  bei  bem  fpecif.  ©emid^t  <J  =  7,5. 

rg  =  1,883  m    unb    c?  =  0,328  m. 

31.    SBeld^e  (altueße)  ffinergie  mirft  aK  ScrftörungSarbeit  auf  bie  3Ka* 

fc^ine,  memt  bie  S:ouren3a]^I  beS  ©c^roungrabeS  in  3lx.  27  plöglid^  oon  50 

auf  30  ^erabgefefit  mirb? 

80  485  mkg. 

32*  (Sine  SJlaft^ine  läuft,  um  jur  Sfhi^e  au  lommen,  beim  Scerlaufc 
500",  im  »etriebe  20". 

SSeld&eS  ift  i^re  Stiftung  für  ben  »etrieb,  falK  G^  =  10000kg,  9  =  2in 
unb  n  =  50  ift? 

N=  N^  —  N2  =  74,52  —  2,98  =  71,54  PS. 

33.  3n  melc^er  Seit  lommt  eine  SBafd^ine,  für  bcren  Sd^mungrab 
a  =  10 000 kg  unb  Q  =  2m  gilt,  beim  ätniaufen  in  ®ong,  roenn  n  =  200 
unb  JV=  400  ift? 

t  ^  60". 

34.  SBie  grofe  ift  baS  ©emid^t  G  eineg  ©d^mungrabeS  für  ben  £räg:= 
^eitSarm  p  =  2  m ,  f aUS  n  =  200  unb  N  =  400  ift  unb  ber  Unglettf)^ 
förmigfcitSgrab  d  =  ^V  if^  (P^^Q^-  ^ormel  5Rr.  250)? 

G  ^  270  kg. 

35.  SBelc^em  Ungleid^förmigleitSgrab  S  entfprid^t  bie  SIngabe  G  gleich 
10000kg,  Q  =  2m,  n=  150  unb  N=  300? 


1000* 

36.  SBieoiel  Strbeit  mirb  burd^  ein  ©d^mungrab  aufgenommen  ht^xv, 
abgegeben,  falls  N=  300  unb  w  =  50  ift  (oergl.  gformel  3lr.  251a)?" 

31  =  2844  mkg. 

37.  Sin  ben  Snben  einer  ©tange  figen  amei  gleid^  grofee  ftugcin.  SS 
ift  baS  Xräg^eitSettipfoib  für  ben  SDlittelpunlt  ber  ©tangen  a^^  beftimmen 
unb  bie  Stabilität  ber  3Ic^fen  beS  SKittelpunfteS  in  unterfuc^cn. 

®ie  ©tangcnad^fe  ift  ftabil. 

38.  Um  eine  Steife  bre^e  fid^  in  ber  Sntfemung  a  bie  Äugel  00m 
$albmeffer  r.  S)iefe  foll  burd^  einen  normalen  Krjlinber  mit  !reiSförmiger 
SafiS  erfe^t  merben,  fo  bafe  bie  ScmegungSoer^ältniffe  nic^t  geänbcrt  merben. 

S)er  ßrjlinber  foH  in  einer  Sntfemung  h  oon  ber  Srel^ac^fe  angebrad^t 
merben  unb  eine  folc^e  Sage  erl^alten,  bafe  feine  geometrifd^e  8I(^fe  parallel 
ber  Skel^at^fe  ift.  S)er  ©albmeffer  ber  SaftS  mag  biefelbe  ®rö^e  r  beljalten. 
S)ie  ©öl^e  x  beS  KqlinberS  ift  für  biefe  Seftimmung 
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—  j.     ?l*  +  A5* 

39.  äßeld^e  Slbmeffungen  mug  ein  geraber  ftegel  erhalten,  wtnn  ba^ 
Zrög^ettgelltpfotb  für  feine  ©pige  eine  Augel  fein  foll? 

93egei(^net  man  $d]^e  unb  SRobiuS  begn?.  burci^  h  unb  r,  fo  ift 

40.  ®tmäi  ben  Betrachtungen  auf  ®.  662  ift  ber  ©d^merpunlt  einel^ 
Eqlinberl^ufeS  (r)  gu  bcftimmcn. 

Sejei^net  man  Trägheitsmoment  unb  äHaffenmoment  ber  ®runbflö(f|c 
für  bie  ©(^nittgerabe  ber  Beiben  begrenjcnben  (Ebenen  ate  Slc^fe  bejm.  burd^ 
Xr  unb  Mo,  fo  l^at  bie  ^ßrojeltion  beS  ©(^merpunftcS  ouf  bie  ©runbflöd^c 
von  ber  Steife  bie  Entfernung 

_  3:t  _5 

J)ie  ©gmmetralebene  beS  ©ufcS  giebt  einen  gmeiten  Ort  für  ben  ©c^mer* 
pun!t,  einen  britten  bie  ^albierungdebene  beg  9leigung!SminIefö  ber  beiben  be^ 
grenjenben  (Ebenen. 

41.  2egt  man  burd^  bie  8td^fe  eineS  SRotationSförperS  groei  (Ebenen,  fo 

lö^t  fid^  ber  entfte^enbe  SHuSfd^nitt  burc^  uncnblid^^otele  3li^fencbcnen  föd^er* 

artig  in  8lu8f(^nitte  gcrlegen,  auf  meldte  bie  Setrad^tung  auf  ©.  662  anmenbbar 

ift.    ®er  ©d^roerpunft  beS  3Iu8f(^nitte8  ftimmt  alfo  übercin  mit  bem  ©d^mer* 

%x 
punfte  eines  beftimmten  Sogenß  oom  ©albmeffer  —  • 

3ft  ber  SftotationSförper  ein  ftreiSring  oon  ben  9iobien  r^  unb  r^,  fo 
bafe  ^1  —  r^  ber  ©urt^meffer  beS  erjeugenbcn  ftreifeS  ift,  fo  ift 


Ir  _  6 r^  4-  ßf\fj  +  br 


2 
2 


Mo  8  (ri  +  ra) 

gür  ben  l^alben  SlotationSförper  ift  olfo  ber  ©d^merpunltSabftanb  burcf) 

%x     sin  a 


Mo     arc  a 


für  a  ==  900 


gegeben,  b.  ^.  o^  -  "  ]^ 


42.  S)ie  aSetrad^tung  ber  5ftr.  41  pa^t  aut^  auf  ein  förperlid^eS  Qwmd. 

Qat  ba^  Swextd  ben  SBinIcl  2  a,  fo  ift  beffen  ©t^roerpunft  bei  einem 

ÄugelrabiuS  R  um 

3  Ä  JR  sin  a 

16     arca 

oon  ber  biametralen  ftantc  entfernt. 

43.  SBenn   ftd^   ein  ÄotationSlörper   oon    ber   SDlaffe    2  M  mit   ber 

2BinfcIgef(^minbtg!eit  y  um  feine  9ld^fe  brel^t,  fo  ^at  bie  (SentrifugaKroft  ber 

einen  ©älfte  ben  SBert 

C  =  31 .  e  .  y\ 
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S)abei  i[t 


_2       %x 


TT.     F  .  s' 

fang  man  butd^  %x  ba^  Srög^ett^moment  ber  StjeugungSflöd^e  F  in  SSegug 
auf  bie  Slc^fe  unb  ben  Slbftanb  beg  ©d^roerputdtelS  ber  (SrgeugungSflöd^e  F 
oon  ber  SSc^fe  burd^  s  Beaett^net 

S)a  baS  Solumen  beS  $albtörper8  F .  s  .  n  x\t,  \o  ift  bei  einem  ^ptcu 
fifd^en  ©croid^te  <J 

9 
unb  eS  ergiebt  fic^ 

C  =  2  .  -  .  Xr  .  y3. 

®iefe  gormel  ift  gu  benjeifen. 

44*  Shrc^t  ftd^  ein  Egiinber  oom  SlabiuS  r  mit  ber  SBinlelgefd^minbig* 
leit  y  um  feine  fenfrcd^t  ftcl^cnbe  3Id^fe  (h),  fo  ift  bie  Kentrifugalfraft  für 
einen  8I6fi^nitt  beS  ÄörperS,  ber  burd^  eine  ffibene,  paraDel  jur  Sld^fe  im  Slb* 
ftanbe  p  non  biefer,  beftimmt  mirb,  gegeben  alS 


■  |/^  ■  r'. 


®iefe  ift  ein  SKajimum  für  j9  =  0,  b.  1^.  für  ben  §alb!örper,  fo  ba^ 
im  aßgemeinen  ein  S^mx'^zn  in  ber  SKittelcbene  ftattfinben  mirb. 

SHefe  S3e3ie]|ungen  finb  unmittelbar  abguleiten  unb  gu  oergleid^en  mit 
ber  gformel  ber  5h:.  43. 

45,  3)ie  Setrad^tung  ber  SRr.  44  ift  burd^gufü^ren  für  einen  äftül^tftein 
tjon  ben  Sftabien  n  unb  ra  unb  ber  ßö^e  h. 

46,  SBcId^e  ©c^mingungSbauer  l^at  ein  5ßenbel,  baS  au8  v.ner  ftugel 
Dom  SRabiuS  B  beftel^t,  für  meldte  bie  S)re]^ung8ad^fe  im  Slbftanbe  e  oom 
aWittelpunfte  liegt? 


=  2.|/ 


IB'  +  e^ 


9  '  e 

47.  SBeld^e  ©d^mingunggbauer  ^at  ein  5ßenbel,  baß  auS  einem  SBinleU 
^ebcl  (y)  t)on  ben  8Irmen  a  unb  h  beftc^t,  faßS  bie  ©re^unggad^fe  in  beffen 
©d^eitel  fenlred^t  fte^t? 


-"h^- 


(a3  -f  bO 


48*     ®in  5ßenbel  trägt  oberl^alb  beS  Sufl^öngepunfteg,  im  8Ibftanbe  x 
oon  biefem,  eine  oerfd^iebbare  ©ülfe  oom  Oeroic^te  H,  beren  S^rög^eitgmoment 

TT 

als  x^  •  —  angefeftt  merben  barf.   Sluf  meldten  SIbftanb  x  ift  fie  au  fd^ieben, 

bamit  ba^  5ßenbel  bie  ©ddmingungSbauer  T  l^at? 

3ft  Zx  ba^  Trägheitsmoment  beS  unbelafteten  ^ßenbelS  oom  ©emid^te  G, 
für  tozl^t^  ber  SSbftanb  beg  ©^merpunftcS  oon  ber  3I(^fc  s  fein  mag,  fo  gilt 
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H  T* 

-x2  +  Sr  —  {sG  —  Hx)^,  =  0. 
g  ^  ''4  a« 

49.    Sine   bünne  Stange    oon  3,3  m  Sönge   unb    0,375  kg  ®en)td^t 
fd^n)ingt  um  einen  i^rer  Snbpunlte. 

3n  meieret  ßntfemung  finbet  ft(^  ber  ©c^nringungSmittelpunlt? 
äßieoiel  Qtxt  gehört  3u  einer  @d^n)ingung? 


T  =  2,006  V  ^  =  2,976  ©ehtnben. 


50.  Sin  feiner  SDral^t  twn  2  m  Sönge,  ber  an  feinem  Snbe  eine  Stugel 
oon  ^  kg  ®emid^t  unb  bem  ^albmeffer  0,02  m  trftgt,  mirb  alg  ^enbel  benugt. 

3n  melc^er  Sntferuung  oom  9Iuf^öngepuntte  finbet  ftd^  ber  S^mingungS« 
mittelpunft? 

SBieniel  ©(^mingungen  merben  in  10  ®e!unben  gemad^t? 
Um  mieoiel  ift  ber  2)ra^t  gu  oerfürgen,  bamit  eS  ein  ©elunbenpenbel 
merbe? 

2)er  ®d^mingung3mitte(punft  fäQt  na^egu  mit  bem  äßittelpunfte  ber 
jtugel  gufammen. 

3,5  ©d^mingungen. 
Um  1  m  circa. 

51.  Sin  $enbel  befielt  auS  einem  paraQelepipebifc^en  ®tabe  mit  red^t« 
edtigem  Cluerfc^nitt  unb  einer  auS  gmei  fongruenten  jhtgelabfc^nitten  lon^ 
ftruicrten  ßinfe.  S)er  Stob  ^at  eine  üänge  non  a  =  1,412  m,  eine  örette 
t)on  b  =  0,026  m  unb  eine  SHdEe  oon  c  =  0,007  m.  S)er  ftugel^albmeffer 
fei  r  =  0,157  m,  bie  $ö^e  eincS  Slbfc^nitteS  h  —  0,039  m,  ber  Sluf^önge^ 
punit  liege  0,065  m  oon  bem  einen  ßnbe,  bie  SDHtte  ber  ßinfe  0,092  m  oon 
bem  anberen  Snbe  beS  Stabel^  entfernt.  S)ag  gange  $enbel  fei  an^  Sta^I 
gefertigt. 

3n  mcld^er  Sntfemung  oom  9tuf§ängepun!te  liegt  ber  ©c^roingungSs 
mittelpun!t? 

äSieoiel  ©d^mingungen  merben  in  5  ajlinutcn  gemacht? 

äln  mel^e  ©teile  beiS  ©tabeiS  ift  bie  ßinfe  gu  fc^ieben,  bamit  baS  $enbel 
ein  ©cfunbenpcnbel  mcrbe? 

Segeid^ncn  mir  mit  M^  bie  SKaffe  eineS  ftugelabfd^nitteS  unb  mit  M^ 
bie  aJlaffe  ber  ©tange,  fo  ift 

%v  =  2M,[lh(r-^,h  +  ^,  y^)  +  1.255^] 
+  ^2  [f^  («'  +  ^'0  +  (^^  -  0,065)'] 

9  9 

Ms  r=2M^  .  1,255  +  M^  (^^  —  0,065^, 
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Xr  _  0,002  320  8  _         . 

^-m-  o~ooT89r8  -  ^'^^^"^ 

w  = =135  ©mromaunacn. 

2  .  1,003  yi,226 

S)te  Sänge  beS  ©elunbenpenbefö  betr&gt  im. 

52»    ©aS  oorige  ^ßenbel  gebraud^e  3u  einer  ©t^rotngung  3  Selunben, 
unb  ber  ©d^njerpunlt  liege  0,785  m  unter  htm  Slufl^öngepunfte. 
3Bie  grofe  ift  bag  Iräg^citSmoment  beS  5ßenbete? 

Ms  =  0,001 282  ^^^^  '  '^^^  =  1,02, 

9 
ba  1  cbm  SBaffer  1000  kg  wiegt,  eg  ift 

6e3ogen  auf  bie  ©d^n^ingungl^adgfe,  unb 

Zx  =  2,28  —  M .  0,785«  =  1,48, 
l^ejogen  auf  bie  ©d^merpunfti^ad^fe. 

53.  ®in  geraber  ßrjlinber,  beffcn  8td^fe  fenfred&t  ftel^t,  ift  an  einer 
9Id^fe  AB  befeftigt,  roeld^e  mit  einer  ßglinberfeite  AB  übcreinftimmt. 

SBeld^e  ^eoftionen  treten  in  A  unb  B  auf,  roenn  ber  ßqlinber  ru^t? 
SBeldje  Siealtionen  treten  in  A  unb  B  auf,  roenn  fic^  ber  ©glinber  mit 
ber  SBinfelgefc^minbigfeit  y  brel^t? 

3ur  äuflöfung  oergl.  gormel  3lr.  193). 

54.  aWit  roeld&er  SBinlelgefd^minbigfeit  y  mufe  [lä)  eine  bünne  5ßlattc 
von  ber  gorm  eineg  rec^troinf clig  ^  gleid^f d^enf cligen  S)rcicdfe§  um  eine  ber 
flatl^eten  AC  =  a  als  nertifale  3ld^fe  breiten,  menn  ber  SBefeftigungSpunIt  A, 
ber  ©rcnjpunft  jmifd^en  Stattete  unb  $qpotI)enufe ,  reaftionSfrci  fein  foll? 


,  =  2)/i. 


55.  0  6in  Äörper  oom  ©eroid^t  G  mirb  auf  bie  $ö^e  h  gef)oben  unb 
tommt  bafelbft  mit  ber  ©efd^minbigfeit  v  an.  SBie  grofe  ift  bie  ha^w  noU 
mcnbige  SlrbeitSgrö^e  ? 

Gh  +  \—v\ 

^  9 

©eftt  man  h—  O'^i^  h,  fö  ift  fie 

©er  mittlere  ®rudt  P,  meld^er  gegen  ben  Äörper  ausgeübt  merbcn  -.mu^, 
bamit  er  in  nertilaler  9iidE)tung  auf  bie  ©ö^e  h  gel^oben  merbe  \xvi>  bort  mit 
ber  ®ef(^n)inbig!eit  v  anlomme,  ift 

0  Jöei  ben  folgenbcn  Slufgoben  finb  bie  allgemeinen  ^rincipten  rjernnauiicljcn, 
nnmentlid^  audft  ba^  Sßrincip  oom  3JJoment  ber  SBerocgungSgröfee. 

fficTHtcf  e,  aßet^onif.    I.  51 
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''=«('+»)■ 

56.  es  Jonen  100  kg  mittete  einer  SBinbe  auf  20  m  $5^e  bei  einer 
©eft^roinbiglcit  oon  1 —  geloben  njerben. 

gg  ift  hl  =  0,05  m,  bat)cr  gegen  20  m  gu  oernat^löfftgcn ,  unb  man 

^at  für  bie  SIrbeit 

2000  mkg. 

57.  äJlan  foH  360  cdm  SBafjer  in  jebcr  äftinute  mittel»  einer  ©prifec 
auf  40m  Qbfft  bringen,  unb  bie  Qbf)e  ber  äRünbung  bed  ®ugrol^reg  über 
bem  SBafferfpiegel  im  ©pri^enloften  betrage  Im.  SBie  grofe  ift  bie  baju 
notrocnbige  9trbeit8ftärle? 

S8  ift  ^ier  ä  =  1  m  gegen  Äj  =  40  m  oerfc^minbenb  flein^  unb  beS^alb 

a  =  360  .  40  mkg 
unb  bie  81rbeit8ftärle  alfo 

240^^. 

sec 

58.  8um  betriebe  einer  ©ägemütfle  mürben  fünf  5ßferbcftär!en  ge« 
braucht.  SS  maren  12  Sögeblatter  in  Semegung,  bie  in  einer  Slinute 
80  $übe  oon  706  mm  Sänge  mad^ten.  ®ie  äRü^Ie  liefert  in  12  ©tunben 
700  m  ©d^nittlange ,  bei  ber  burd^fd^nittUc^en  ©tärfe  ber  ©ögebidde  oon 
471mm.  3Bie  grofe  ift  bie  oon  ber  Slcibung  ocrbraud^te  8trbeit8ftärfe,  menn 
ber  SftcibungSmiberftanb  in  bcn  gü^rungen  35kg  beträgt?  SBeld^c  mittlere 
9Irbeit8gröfee  gehört  gum  3crf<^neiben  eineg  DuabratccntimeterS  ©d^nittflädie? 
9Jlit  melc^er  ©cfd^minbigfeit  arbeiten  bie  ©ögen?  SBic  groft  ift  ber  beim 
©d^neiben  beS  ^olgeg  gu  überminbenbe  2)ru(IV 

9lrbeit8flärf e  ber  S»eibung  ^  -^A '  «^^'^^^  =  32,95  ^^  • 

bü  sec 

^Disponible  3Irbcit8ftärfe  =  5  .  75  —  32,95  =  342  ^^  • 

sec 

?luf  9lcbenarbeiten  mirb  ^  ber  Qtxi  oermcnbet,  ba^er  jcl^n  ©tunben 
9lrbeit8jeit,  in  roclc^er  329,7  qm  ©c^nittfläd^e  ausgeführt  werben,  bie8  liefert 
in  jeber  SJlinute  5495  qcm. 

342  60 
SKittlere  ^IrbeitSgrö^e  jum  3^i^ft^neiben  oon  1  qcm  =    --'--  =  3,73  mkg. 

5495 
Sine  ©äge  liefert  pro  SDlinute  =  -j-g-  =  458  qcm  ©d^nittfläc^e. 

Sie  ©(^nittlänge  bal^er  pro  äßinute  =  '  Tnr~  =  ^'^  ™™- 

97 
ßinbrinnen  ber  ©äge  pro  ©üb  t:t=  —  =  1,2  mm. 

®efc^ioinbigfeit  ber  ©ägcn  =  — '—^ —  =  0,941 


60  '        sec 

iionftanter  SBibcrftanb  für  eine  ©äge  =  -  .  —  30,3  kg. 


59.  —  61.]  Übungen  jur  Ätnctil  bc»  ftarren  iiörpcrg.  803 

59»    Sin  ©ifenbol^naug  oon  250  Sonnen  berocgt  fid^  auf  einer  Ijorijon« 

talen  (Stfenba^n  mit  9,5 —  (Sefd^rainbigleit ,  n)obci  bic  jur  Uberroinbung 

ber  aicibung  notoenbige  flraft  ju  3  kg  auf  bie  Sonne  Oenjic^t  ju  red^nen 
ift.  SBeldje  SttrbeitSgtöfec  mu^  bie  ßolomotioe  entotdeln,  um  ben  Quq  yotx 
Steilen  (=  7500  m)  meit  mit  ber  angegebenen  ©efd^minbigleit  fortauf (Raffen  ? 

31  =  11  250  000  mkg. 

60»  Sine  ßolomotioe  oon  15  Sonnen  ©emid^t  legt  in  einer  ©tunbc 
2,14  ajleilen  jurüdt.  SBeld^e  SrbeitSgrö^e  mu^  fte  entmidteln,  um  in  ber 
näc^ften  ©tunbe  5,54  SKeilen  gu  matten? 

31  =  l  M(v^  —  üiO  =  86  700  mkg. 

61.  SS  fei  »h  bie  SJlaffe  eineS  ®efc|ü||e8  nebft  ©cftcKe,  m.  bie  äftaffe 
beg  Oefd^offcS,  P  bic  SjpIoftonSftroft  beS  ©cfc^offeS,  bie  in  irgenb  einem  3^^*:* 
moment  baS  (Sefd^o^  nad^  oormörtS  unb  ba^  (Sef^üJ  na(^  rücfmärtS  brücft, 
^i  unb  ^2  bie  betreffenben  ©efc^minbigfeitcn,  meldte  F  in  ber  unenblid^  Hcinen 
3eit  t  btn  SWaffen  m^  unb  Wj  erteilt.  S8  fmb  bie  a3emegung8t)erI|äUniffc 
bei  htm  @^u^  ju  unterfud^en.    SDtan  l^at 

Pr  =  Wi^i  =  m2V2' 

S)ic  oon  ber  Äraft  P  an  beibe  SHaffen  übertragene  9lrbeit8grö§e  ift 

3t  ==  Amiv/  +  Im^vl 

Seseid^net  man  mit  l  bie  ßänge  beS  ©efd^ügeS,  fo  ift  bie  mittlere  Srieb= 

haft  beS  5ßuIoergafe8 

31 

^  =  T 
unb  bie  mittlere  Spannung 

D 
®ie  3«it  t,  meldte  ha%  ®ef^o^  gebraucht,  um  ba§  (Sefd^üft  ju  oerlaffen,  ift 

©ebraud^t  man  ju  einem  ©c^ufe  infl.  Steinigung,  ßabung  unb  ©tcHung 
bc8  ©efd^ügeä  n  ©elunben,  fo  ift  bie  mittlere  SlrbcitiSftärfe  in  ^ferbeftärfen 

N  auSgebrüdtt 

31 
N  =  — -~. 
n  .  75 

gür  gemö^nlid^e  SSerl^oItniffe  ift  m^  =  300  m^,  unb  n  =  300  ©elunben. 

ffiÜI  man  bie  Ske^ung  beS  ®ef (Joffes  in  ben  3öflen  berudtftd&tigen,  fo 
^at  man  für  ben  ©teigungSminlel  a  bei  einem  ©albmeffer  r  bie  SBinfet 
gefd^nrinbigleit 

V 

r  ,  tga 

einzuführen,  faQl^  v  bie  relatioe  (Sefd^minbigfeit  beS  ®ef(^offe§  in  äSegug  auf 
b(x%  SSiofyc,  alfo  v^  +  v^  ift. 


804  S)rUter  «bfdftnitt.    SHerteg  Äapücl.  [62.  —  73. 

gut  bie  ®Qng^d^  (2)raII)  A  gilt  babei  h  =  2rn  .  tga.  3Ran  f^at  bann 

62.  äBie  gro^  ift  bal^  äRotnent  ber  S3en)egungSgrd^e  für  einen  geraben 
Si)Unber,  ber  ftc^  um  feine  9c^fe  mit  ber  SBinlelgefd^mtnbigleit  y  bxtffi,  für 
.  biefe  «c^feV 

2)ag  9Roment  ift  ein  äSeltor  von  ber  Sdnge  \Mr^y,  beffen  SKd^tung 
bem  ©inne  oon  [y]  entfprid^t. 

63*  9[n  ben  beiben  Snben  eines  ©eileS,  ho&  über  eine  SloHe  geführt 
ift,  l^angen  gmei  gleich  fd^roere  ^erfonen  A  unb  B  in  gleic^  ^^  über 
bem  ffirbboben. 

SSelc^e  Semegung  tritt  ein,  menn  A  emporllettert,  mö^renb  B  ftc^  ru^g 
oerj^ült? 

A  unb  B  bleiben  ftetS  in  gleid^er  ^l^e. 

64.  2)ie  SBemegungen  eineS  urfprünglid^  ru^enben  fta^neS,  ber  mit 
©teinen  beloben  ift,  ftnb  barjufteHen,  folls  bie  ©teine  in  beftimmter  SBeife 
(3.  93.  aDe  in  einer  9li(^tung  mit  berfelben  ©efdjminbigleit)  auj^emorfen 
merben. 

65.  S)ie  (Sntnridelung  ber  Semegung  einer  @(i§mtfel  ift  gu  erlöutem. 

66»  S)ie  Semegung  beS  ©egnerft^en  SBafferrabeS  begm.  ber  Turbinen 
ift  5u  erläutern. 

67»  SHe  SemegungSänberungen  ber  (grbe  ftnb  ju  erlöutem,  falK  fie 
fic^  burc^  (Srialten  oon  bem  SlabiuS  B  auf  ben  SlabiuS  B!  jufammenjie^t. 

68.  SBenn  bie  Sntfernung  d^  gmeier  flugein,  meldte  in  fijmmetrifc^er 

2age  mit  einer  S)ref|ung8ad^fe  oerbunben  ftnb,  pldftlid^  in  d^  oer&nbert  mirb, 

fo  ge^t  bie  urfprünglid^  t)or^anbene  Xourengal^I  n^  üüber  in  n^.    SBelc^e  S9e« 

gie^ung  finbet  ftatt? 

n^  \  n^  =  d^  :  d^. 

69.  SBenn  eine  äßeHe  oom  Srftg^eitSmamente  %Xi  uttb  ber  äBintel« 
gefc^roinbigfeit  yi,  mit  einer  ru^enben  SBeQe  Dom  S^räg^citSmomente  Xr, 
gefuppclt  mirb,  fo  erl^alt  ha%  ©qftem  beiber  SBetten  eine  bcftimmte  SBinleU 
gefd^minbigfeit  y.    SBie  grofe  ift  biefe? 

^  ~  ^'  *  Xri  +  Xr, ' 

70.  SHe  »emegung  beS  SBenrabeS  ift  mit  ©ülfe  beS  5ßrincipe8  ber 
Energie  abguleiten. 

71  unb  72.  SHc  Unterfud^ungen  auf  ©.  726  unb  bie  8lntt)eitbungen 
auf  ©.773  ftnb  mit  $ülfc  beS  ^rincipeS  ber  Energie  ab juleitea 

73.  S)ie  SSemegung  bei»  SBeOrabeS  ift  mit  $ülfe  beS  ^rinctpeg  beS 
fleinftcn  3n)ange§  abjuleitcn. 


74.  —  76.]  Übunßcn  jur  Äinetif  bts  ftarren  SKitpfiS.  805 

74.    Sine  Aette,  oon  ber  boS  ©tücf  l  —  x  loagencfit,  baS  @tü(t  x  auf 
eintr  fdiiefen  Sbme  gelagert  tft,  ift  bei  ^  befeftigt,  mie  eS  ^g.  667  jetgt. 
3ia-  567.     ,/ 


äSeldie  <Sef<^imnbtgteit  gilt  ffir  bie  Setoegung,  faOe  bte  Sefeftigung  bei  A 
geWft  roitb,  unter  Sßernof^läffiflung  ber  Meibungen?    gfflr  ben  SBeg  jf  gilt 


.■|/2=; 


75.  ffiin  Körper  Jlf  oom  ®emi^e  G  tritt  (oergl.  gig.  568)  mit  ber 
abfoluten  (SeftfitDinbigteit  [to,]  in  baS  rotierenbe  9tab  ein  unb  oertd^t  biefeS 
bei  B  mit  ber  abfoluten  ®ef(^n)inbigleit  [w,],  tDfl^renb  gi„  gßg 

.i  unb  B  als  $untte  beS  StobeS  bie  ®efd|imnbigteiten 
[v,]  unb  [t>,]  ^ben,  fo  bog  [cj]  unb  [c,]  bie  relo« 
tinen  ©efc^rainbigtetten  oon  M  Tinb.  ^e  SSrbeit, 
nieli^e  M  auf  feiner  !6af|n  .il£  oerloren  ober  Qee 
monnen  unb  bie  alfo  baS  Stab  geroonnen  obei  nei" 
loren  (|at,  ift 

SJabei  ift  (oetgt.  ©.  296) 

c,-  —  e^  =  v^  —  v^. 

SHe  31i[^tungen  omt  [c,]  unb  [c^]  unb  oon  [v,]  tmb  [v,]  finb  buidi  bie 
jtonftrultion  bebingt. 

gür  CJ  =  0,4m  unb  CB  =  0,6iii  unb  ^t  («i,  c,)  =  131<»48'  unb 
2t  (t^a,  c,)  =  160»  0'  gut  folgenbe«: 

Sei  100 Touren  ift  y  =  10,472  unb  alfo  v,  =4,19— unb «»  =  6,28  — ■ 
sec  Beo 

©oH  w,  =  10  -  -    fein ,  fo  niuft  2[  {«i .  »O  =  30"  genommen  n»erben, 

roorouS  c,  ^  6,71 —  folgt     2)emgemä^    ift  bann    femer  c»  ;=  8,18  — 

unb  w,  =  3,12 Siemnacfi  ift 

9t  =  ±4,61  .  G, 
b.  ^  fOr  10  kg  Semii^t  oon  M  betrögt  bie  SlrbeitSleiftung  46,1  mkg. 

76.  ®em&i  gig.  569  (a.  f.  ®.)  fmb  bie  SenKgungSoer^Itniffe  ju 
unterfu^en,  falls  eS  fi(^  um  eine  Sbabemcgung  ^anbelt. 


806  Dritter  Hb|(ftnitt.    »ierteß  «apitel.  [77.  —  HO. 

S^get^et  man  boS  Xiigff^ätmmtnt  btö  SqlmberS  unb  ber  StoQe  begm. 
butdi  !£ti  unb  3:i,,  ben  3>ipfenbnul  für  bte  StoÜt  bun^  D  unb  ben  floeffi> 
gifl-  569.  jimteit  bet  Sapfenteibunfl  butc^  /„  (o  ift 

j  =  Ri  unb 

._(.,/.. -3 

_  Si?  -  Qfr  -  QrJ. 
%x, 
©ab«  ift  D»  =  S»  +  (f  +  F)»,  faU« 
baS  ©ennt^t  bei  SioIIe  burc^  Fbejetdinet  loitb. 

77.  SEie  änbetn  pt^  We  gometn,  foBS  ftatt  beS  über  bie  SloOe  gc^ 
führten  ©enri^teS  i*  eine  ^orijontale  Ihoft  r  in  SBirtung  tritt? 

aSelt^  (oftuelle)  Snergie  ^ot  her  Eqlinber  in  biefem  gallc?  Sißieoiet 
Utnbie^ungeii  (u)  modit  bet  flSrpet  noc^,  fallS  i*  fortfdUt,  nodibetn  bie  ©e^ 
fi^iDtiibigtcit  V  ecteid^  ift? 

=  _E!_     «Jt*  +  3:r,g 
"        iitgB'       QB.fr 

78.  aSelrfie  Sotllenntrie  ergeben  fiäi  in  äniuenbunfl  9h.  10  für  j  bei 
einem  roQenben  Si)tinbei  uttb  bei  einer  roUenben  Rugel,  falls  ber  SSiberftanb 
bet  tolleiiben  JReibung  oetnadiHfrtgt  nmb? 

j  ^  Igsina     iinb    j  ^  I  r?  si«  a. 
aSJdf^  SBecte  treten  für  beibe  flötper  auf,  roenn  bie  fliettenbc  Seibung 
gerobe  (ibenvimben  nriib? 

__  nsmja—  y)     ^^^  ^  _  2  ff) cos« 

cos  fp  B 

g  sin  («  —  <p)         .  .  fg  cos « 

custp  '        ü 

79.  C^n  2000  kg  fixerer  Sagen  mit  Sidbem  oon  0,6Siii  ^albmeffer 
roßt  auf  einer  (triefen  ffibene  non  161  m  Säfluge  unb  33"  gieigung  ^ab.  3)ei 
$albmeffer  ber  Slobai^fen  fei  0,04  m,  baS  Xräg^itSmoment  beS  äßagenS  134, 

/  =  0,07,  ^  =  0,02.    3ti  melier  Seit  legt  ber  SBagen  ben  SBeg  auf  ber 

(ctiiefen  Kbene  jurfld?    SUHt  roelt^et  ©ef^iuinbigleit  eirtii^t  ber  ©agen  bie 
Sorijontolebene? 

(  =  12,81  eelunben 

v  =  26,13  —  - 
•   seo 

80.  (£tne  maffine  Jtugel  rollt  glettenb  oon  einer  fi^iefen  Stiene,  beren 
SÜeigunf^roinlel  '^ü"  ift,  ^erab. 

äSeli^  ©töge  I|at  ber  Aoeffijient  bei  gleitenben  Sieibung,  nwnn  bie  So 
f(^[euntgung  beS  gortfcEireitenS  glei^  ber  boppetten  bie^nben  SJefc^eunigung 


18.] 


Qbungen  jui  flinetit  beS  ftaitcn  flScpeiB. 


807 


auf  btr  Oberflöi^e  ber  jhigel  tft,  unb  um  bn  roälgenben  Steibung  abgelesen 
nxiben  foK? 

!/(sin«  —  /cosa)  =  tfgcosK 
\  tanrj  u  =  f 
'  /  =  0,221. 
81.    Sine  maffioe  Huflel  fteroegt  flifi  oottfotnmeii  tollenb  ouf  einet 
fäliefen  Sbene,  beten  Steigung  20>  fein  mag. 

Sßeldie  ®iÖ^e  f|at  bei  ftoeffijient  bet  gleitenben  3teibung? 
snit  roeli^et  ©efi^niinbtgteit  etieidit  bie  Augel  bie  ^orijontalebene,  unb 
mtiäit  Sönge  I|at  bie  geneigte  (£6ene,  nwnn  bie  SBemegung  30  (Sefunben 
bouett? 


/>  0,104,    J  =  2,4- 


•  =  72  - 


f  =  1080  m. 
Si0.  570  b. 


82.  Unterfuc^ung  ber  bef(^feu=  Slfl-  670  a. 
nigten  99en>egung  eineS  ^ütfiflempelS 
(nergl.  gig.  379). 

83.  Unterfui^uTig  ber  fc^roin« 
genben  SBemegungen ,  roelc^e  ben 
ÄBtpetn  bet  gig.  570  a  unb  570  b 
entfpie^ien. 

84.  Untetfuc^ung  bet  Senics 
gungen  bet  SBtppc  (oergl.  gig.  312). 

85.  ®in  fflugelauSfc^nitt  oom 
Senttiroinfel  2  a.  uiib  bem  SHabiuS  r 
tut)t  mit  feiner  trummen  %\äitt  auf 
einet  roagetec^ten  (Sbene.    SBeId)e  ©(^roingungSbouet  lommt  il|m 
älnnä^etung  gu,  inenn  er  um  feine  9tu^elage  fdirotngt? 


T=  £ 


1:^(1  - 


«)  +  2'-' 


g  1   +  cos« 

86.  ®S  ift  bie  fdimingenbe  Skmegung 
eines  ftugelQbft^nttteS  angenähert  baiguFteßen, 
getnäfe  gig.  318  (Spicqtfoibenroiege), 

87.  Es  ift  bie  fcfuningenbe  Bemegung 
eines  ftugelabfdiritteS  angenö^ett  bataufteHen, 
roetm  bet  Äötper  ber  gig.  313  innerhalb  einet 
©ofilfugel  fcf)n)inflt  ($i)pocij([oibenioiege). 

88.  9In  einem  gerow^tlofen  gaben  ctm 
ber  Sänge  l  bcfinbet  fic^  ein  ©tob  oon  bet 
Qdnge  1a. 

aSelc^e  Seroegung  etfolgt,  falls  ber  ©tob 
in  einet  äiertitalebene  bur(^  bie  ®(eidigeniid|t&: 
läge  einen  ^InftD^  er^äU? 

3n  etftet  ^nnä^erung  gilt,  faHS  bie  3*i' 
mit  t  bejeiddnet  nrirb. 


.:  "I 


"        <" 


■.•3t 


y 


■  \  I 


'  <  t  '  t'  9*  • 

'''  /     '      / 


> 


,„:: '-' ='^''^«:i!=t^-tzt 


'v' 


K).] 


inmngfn  |irr  flinuil  bcjl  ^carctn  J&ipci^ 


liV"0 


av 


/  =  45,379  qcm. 

9Aox  nrir  bcm  Cutift^uiu  bis  ^kmn  ttntd  Snbttdi^»  otix  bcn  StixtB 
h  unb  h,  voobn  h  ber  Sentnac6fe  paroBd  fein  foO,  mtb  nt£:n:rn  h  =r  1.5  \ 
f 0  ifi  5  =  5pcm  unb  h  =  8;25cm. 

90.  (Sn  Shngfoiptr  uon  btiSfönirigein 
Cuerfc^nme  ni^t  oemtinelft  einer  bünncn  'flotte, 
i^  S^  ^^-  S^/  in  feinem  et^mcrpuntte  S 
auf  einer  Spige. 

SBelc^  Semegung  uoQfü^  ber  fiörper, 
wcrai  feine  »cfefe  SA  anfangt  fenfrttftt  fte^ 
unb  i^  bann  eine  Sinfelgefc&mhtbigfeit ,  ent« 
fprei^enb  1000  Sojurcn,  eneili  nrirb,  um  bie 
9c§fe  SB,  bie  gegen  bie  SSertüale  um  45^  gt» 
neigt  ift? 

2>ie  ^c^fe  bed  Sttngd»  SA  in  Sc^fe  eineS 
bemeglic^  ftegdS,  ber  einen  feften  Stegel  non 
ber  Seite  SB  umft^icfeenb  6erü^. 


•^v^^^^M^'mSSi^ 


61* 


806  Dritter  »bfd^nttt    »ierteS  ShiptteL  [89. 

a  =  Ä  .  8in(fit  +  £i)  +  J?  .  8in{qt  +  e^) 
k  =  A' .  sin(pt  +  Si)  +  ff .  $in(qt  +  «,). 

2)abei  jtnb  p^  tmb  9'  bte  pofUioen  SBurjeln  ber  (Sleu^ng 

unb  femer  ift 

Ä':Ä  =  ap^:(ß  —  Ip^)     unb     B' :  B  =  aq^  :  {g  —  1q^). 

89.  ^üt  eine  3)ampfmafc^e,  bei  n^el^er  r  :  Z  =  1  :  5  ift,  gilt  bie 
©leic^unfl  (ocrgL  gormel  9lx.  250  für  *  =  3*^  unb  ©.  767) 

43194  -^  =  0,14  Jfi  +  0,103  Jf,  +  ^^M, 

xDoxm  Jf  bie  auf  ben  fturbellreiS  rebujierte  9Raffe  ber  rotierenben  Seile,  Mi 
bie  äRaffe  ber  ftolbenftange  unb  bed  ftolbenS,  M^  bie  äHaffe  ber  @(^ubftange, 
N  bie  Sinja^l  ber  ^u  Übertragenben  ^ferbeftörlen,  n  bie  Slnja^I  ber  üm^ 
bre^ungen  in  einer  äRinute  unb  r  bie  fturbelldnge  begeid^et. 

SS  ift  bog  ®enric^t  beS  @(^nmngringeg  für  fte  bei  25  $ferbeftör!en  ju 
berec^en,  menn  bie  ®d^n)ungrabn>eSe  30  Umbre^ungen  in  ber  3ßinute  mac^t, 
unb  iwax  für  folgenbe  3(6meffungen: 

fturbellänge =  0,471  m 

3RittIerer  ©t^roungring^olbmeffer .    .    .  =  3,8     ^ 

Äolbenburt^nieffer =  0,445  ^ 

flolben^ö^e =  0,078  ^ 

ßdngc  ber  ffolbenftange =  1,05   , 

aHittlerer  ffiurd^meffer  ber  fldbenftange  =  0,059  , 

ßänge  ber  ©(^ubftange =  2,355  ^ 

ajlittlerer  ©urc^meffcr  ber  ©(^ubftange  .  =  0,065 , 

87  952 
aWaffe  bei  gu^eifemen  ÄoIbenS  beim  fpec  ®en) 7,25  =  — - — ; 

22  392 
SDlaffe  ber  gufeftö^Iemen  Äolbenftonge  beim  fpec.  ®em.   .    .  7,8    =  — ^ — ; 

.   .      ^        110,344 
baber  M.  =  — - — : 

9 

60  954 
^Jlnffc  ilfg  ber  gu^tö^Iemen  ©t^ubftangc  oom  fpec.  ©ero.   .  7,8    =  — 

(0,14  Ifi  +  0,1033/2)^^  =  — 

1.43194^^  =  5^^' 
9  n^'  9 

J.  Mv2  —ITr  —  -^       11— JR2=r  ^'^^^^  ^    . 
.^.^m.1      3  2'*'*'        -    32   •   ^'^    ^  -'^     ^. 

387,52 
^  =  M964  =  ^^^  ^^' 

3ur  SSeftimmftng  ber  3tbmcffungcn  beS  Sc^roungrtngcS  bcnugcn  roir 
bie  ©ulbinfd^e  Siegel  unb  nennen  /  ben  Ducrft^nitt  beSfelben,  fo  ift  für 
©ufeeifen 


/ 


/ 


B 


90.]  Übungen  aur  JHneti!  beS  ftarten  5!drperS.  809 

/ .  2ää  .  100  .  7,2  =  780  .  1000 
/  =  45,379  qcm. 

®eBen  xxkt  bem  Cluerfci^mtt  bie  gform  etneS  Sled^tedeS,  mit  ben  @etten 
6  unb  Ä,  roobct  b  ber  SBeHenad^fe  parallel  fein  foH,  unb  nehmen  ä  =  1,6  b, 
fo  ift  b  =  5,5  cm  unb  ä  =  8,25  cm.  «Ig  572. 

90.  Sin  SRinglörper  oon  heiSförmigem 
Duerfd^ntttc  tul^t  oermittelft  einer  bönnen  Patte, 
ime  gfig.  572  jeigt,  in  feinem  ©d^merpunlte  S 
auf  einer  @pige. 

SBeld^e  SJemegung  ooHfül^rt  ber  Äörpcr, 
menn  feine  3Id^fe  SA  anfangs  fenfred^t  fielet  ^|^ 
unb  i^m  bann  eine  SBinlelgef (^minbigf eit ,  ent» 
fpre(5enb  1000  2:ouren,  erteilt  mirb,  um  bie 
8l(§fe  SB,  bie  gegen  bie  SSertilale  um  45o  ge* 
neigt  ift? 

SHe  ^d^fe  bed  9Hngeg  SA  ift  9ld^fe  eineS 
Bemeglidien  ÄegelS,  ber  einen  feften  Äegel  t)on 
ber  ©eite  SB  umfd^iefeenb  berül^rt. 


45« 


>Ö 


r^-' 


/ 


s 
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Verlag  von  Friedrich  Vieweg  &  Sohn  in  Braunschweig. 


Repetitorium  der  Chemie  für  Techniker. 

Kurzgefasstes  Lehrbuch 

enthaltend  eine  Einleitung  in  die  Chemie  und  eine  Abhandlung  der 
wichtigsten  Elemente  und  ihrer  Verbindungen 

unter  besonderer  Beracksichtigung  der  technisch  angewandten  Körper,  ihrer 

Eigenschaften  und  Darstellungsmethoden. 

Bearbeitet  tou 

Dr.  phil.  Walter  Herm^ 

Dooent  der  Ohemie  am  Teohnleum  Altenburg. 
Mit  eingedruckten  Abbildungen,    gr.  8.    Preis  geh.  3  JL^  geb.  3,50  Jk 


Die  Physik 


in  gemeinf asslicher  Darstellung  für  höhere  Lehranstalten,  Hochschulen 

und  zum  Selbststudium  von 

Dp.  Fpledplch  Neesen, 

Professor  an  der  rereliugten  Artillerie-  und  Ingenieur  -  Schule  und  an  der 

Unirersitftt  Berlin. 

Mit  284  in  den  Text  eingedruckten  Abbildungen  und  einer  Spektraltafel. 

gr.  8.    Preis  geh.  3,50  A,  geb.  4  JL 

Technologie  und  Naturkunde. 

Ein  Lern-  und  Lehrbuch  für  Haus  und  Schule, 

besonders  zum  Gebrauche  beim  Unterricht  in  Wirtschaftskunde 
und  Handelsgeographie  in  kaufmännischen  Fortbildungsschulen,  Handels- 
schulen und  verwandten  Lehranstalten. 

Bearbeitet  von 

A.   Sattler, 

Sohulinspektor. 
Mit  176  eingedruckten  Abbildungen,   gr.  8.   Preis  geh.  3,50  JL,  geb.  4  JL 

Die  internationalen  absoluten  IM^aasse 

insbesondere  die 

electrischen   Maasse 

für  Studirende  der  Electrotechnik  in  Theorie  und  Anwendung  dar- 
gestellt und  durch  Beispiele  erläutert  von 

Dr.  A.  von  Waltenhofen, 

k.  k.  Begieningsrathe  nnd  Professor  eto.  an  der  technischen  Hochschule  in  Wien. 

Zweite  verbesBerte  und  vermehrte  Auflage.    Mit  15  eingedruckten 

Figuren,     gr.   8.     geh.    Preis  6  A 

Ueber  Blitzableiter. 

Vorschriften  für  deren  Anlage  nebst  einem  Anhange  mit  Erläuterungen 

zu  denselben. 

Von  Dr.  A.  von  Walteiiliofen, 

k.  k.  Begiemngsrathe  und  Professor  der  Slektrotechnik  etc.  in  Wien. 
Mit  5  Abbildungen,   gr.  8.    geh.   Preis  2,40  A 


Verlag  von  Friedrich  Vieweg  &  Sohn  in  Brannschweig. 


E.  F.  Sohoirs 

Führer  des  Maschinisten. 

Eis  Hand-  und  Hülfsbuch  für  Heizer,  Dampf maschinenwärter, 

angehende  Maschinenbauer,  Ingenieure,  Fabrikherren,  Maschinenbau- 

anstalien,  technische  Lehranstalten  und  Behörden. 

Unter  Mitwirkung  von  Prof.  Dr.  F.  Reuleaux 

bearbeitet  von 

Ernst  A.  Brauer, 

ordentL  Profeuor  der  ÜMchinenkimde  an  der  TeelmiBchen  Hochschale  su  Darmitadt 

Elfte  vermehrte  und   verbesserte  Aufla^re.    Vierter  Abdruck. 
Mit  434  Holzsticben.     8.     Preis  geb.  9  A,   geb.  10  A 


Die  Schiffsmasehinen, 

ihre  Eonstruktionsprinzipien,  sowie  ihre  Entwickelung  und  Anordnung. 
Nebst  einem  Anhange:  Die  Indikatoren  und  die  Indikatordiagramme 

und  gesetzliche  Bestimmungen,  betreffend  Anlage,  Betrieb  und  Untersuchung 

von  Bchiffsdampfkesseln  (Auszug). 

Ein  Handbuch  für  Maschinisten  und  Offiziere  der  Handelsmarine, 

bearbeitet  von 

W.   Hfiller, 

Ingenieur. 

Zweite  y  teilweise  veränderte  und  erweiterte  Auflage.    Mit  150  ein- 
gedruckten Abbildungen.    8.   Preis  geh.  5  A,  geb.  5,75  A 


Die  absoluten 

meehanlsehen,  ealorisehen,  magnietisch«ii,  elektrodynamischea  n.  Lieht- 

Maas  s -Einheiten 

nebst  deren  Ableitungen,  wichtigsten  Beziehungen  und  Messmethoden 

mit  einem  Anhang  niohtmetrisoher  Maasse 

zum  Gebrauche  für  Ingenieure,  Techniker,  Lehranstalten,  sowie  für 

ein   gebildetes  PubHcum 
in  eedräneter  X^ürze  bearbeitet  von 

Richard  Meyn, 

Ingenieur  in   Oarlehfltte,  Sendsbnrg. 
Taschenformat,    cart.    Preis  1  A 


Die  Scliiebersteuerungen  und  ihre  Diagramme. 

Ein  Leitfaden  bei  dem  Vortrage  über  Schiebersteuerungen 
an  höheren   technischen  Lehranstalten,    sowie  zum  Selbststudium  der 

Steuerungs Verhältnisse  bearbeitet  von 

Dr.  A.  Stehle, 

Ingenieur, 
Director  der  stftdtisohen  Fachschule  für  Maschinentecbniker  zu  Einbeck. 

Dritte  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.    Mit  88  eingedruckten 
Abbildungen,    gr.  8.    Preis  geh.  2,20  A,  geb.  2,50  A 


